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Presentación 


La Asociación Fondo de Investigadores y Editores (Afined), a través de su sello 
Lumbreras Editores, se complace en presentar su nueva publicación Geometría 
plana: fundamentos y aplicaciones de las figuras bidimensionales, la cual forma 
parte de la colección Ciencias y Humanidades. 


Esta publicación constituye un nuevo aporte al desarrollo de la educación en 
nuestra sociedad, en tiempos donde el avance tecnológico y el uso de los nuevos 
medios van generando cambios rápidamente, y donde el acceso y el aprovecha- 
miento de estos resultan desiguales en nuestro país. Por ello la importancia de 
estas publicaciones, que además tienen el respaldo del trabajo serio y orientado al 
servicio y a la formación integral de los estudiantes. 


Conscientes de esta realidad, nuestra editorial =con presencia en distintos lu- 
gares del Perú— presenta esta colección, la cual es fruto del trabajo organizado 
y en conjunto con las distintas planas de profesores del Instituto de Ciencias y 
Humanidades, promotor de las academias Aduni y César Vallejo, cuya experiencia 
y dedicación en la formación de jóvenes estudiantes se ven reflejadas a lo largo de 
las siguientes páginas. 


El esfuerzo de las distintas planas está enfocado, además de la enseñanza y la 
formación integral, en la investigación, tanto en matemáticas como en ciencias 
naturales y humanidades, Agradecemos el trabajo y la dedicación de los docentes, 
quienes finalmente canalizan y orientan el contenido de cada obra con el fin de 
alcanzar el máximo nivel y calidad, y hacer entendible aquello que a veces resulta 
complicado para el estudiante, no solo de los niveles secundario y preuniversitario, 
sino también de los primeros ciclos de la universidad. De esta manera, destaca- 
mos el trabajo profesional realizado por Donaire Peña Milton, Reyes Perez William, 
Francia Ruiz Luis Alberto, Flores Espiritu Solimar Felix, Espinoza Fabián Ronald Eder 
y Agreda Naquiche “Edgar Marlon, profesores de la plana de Geometría, quienes 
asumieron el proceso de sistematización del presente texto debido a su experien- 
cia tanto en la docencia como en la elaboración de materiales educativos. 


“Finalmente, queremos resaltar el compromiso de nuestra institución de conti- 
nuar aportando con nuevas publicaciones que contribuyan a mejorar la calidad de 
la labor educativa, además de incentivar el trabajo de investigación y humanístico, 
el cual creemos que debe estar siempre cerca-de las grandes mayorías. 


Asociación Fondo de Investigadores y Editores 


Introducción 


La admiración del hombre por conocer y entender mejor la naturaleza y los fenó- 
menos que en ella ocurren, así como poder medir dichos fenómenos, lo llevó a di- 
señar herramientas que le permitieron obtener tales valores. Definitivamente, las 
primeras formas de comunicación y las primeras ideas sobre matemática debieron 
tener sentido con representaciones de figuras y con la obtención de medidas sobre 
ellas. También el avance del pensamiento y la madurez filosófica del ser huma- 
no devino en una madurez de conceptos matemáticos y del uso que se les puede 
dar, como en el caso de las geometrías no euclidianas o fractales que inicialmente - 
fueron ideas revolucionarias y bastante abstractas o exóticas, pero que a la larga 
pasaron a ser de uso frecuente dentro de la matemática y de sus aplicaciones. 


Teniendo en cuenta la importancia del desarrollo de la geometría, así como su in- 
fluencia en el avance del pensamiento humano, y su contribución al desarrollo de 
otras ciencias y al avance tecnológico es que surge Geometría plana: fundamentos 
y aplicaciones de las figuras bidimensionales, libro que consta de 17 capítulos, 
los cuales nos embarcarán en un recorrido teórico bastante didáctico a través de 
la geometría plana de Euclides, el mundo de las rectas, los planos y las curvas, así 
como las relaciones entre ellas. Si bien se ha procurado que cada contenido sea 
fácil de entender por el lector, se ha tenido cuidado en no perder la rigurosidad 
teórica de cada tema y en mantener la secuencia didáctica de los capítulos, así 
como el progresivo nivel de dificultad en cuanto a los ejercicios que se presentan. 


Un objetivo fundamental que persigue este texto es que sirva de consulta y apo- 
yo a los miles de estudiantes de nuestro país, quienes optan por una vacante en 
las diferentes universidades. Teniendo en cuenta ello se ha elaborado un material 
convenientemente dosificado para que sea útil a las diferentes necesidades que 
puede tener el lector, de allí que cada capítulo esté acompañado de un importante 
número de ejemplos para una mayor comprensión del tema. Pero además cabe 
destacar que este texto también está dirigido a las personas que gustan y disfrutan 
estudiar a un mayor grado la matemática y en especial la geometría; por ello tam- 
bién se han incluido unos anexos a fin de complementar algunos estudios. 


Finalmente, cabe señalar que el presente texto puede servir también de material 
de consulta a los estudiantes del nivel secundaria, así como a los jóvenes universi- 
tarios de los primeros ciclos de la universidad. 
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Capítulo 


Reseña histórica 


Milton Favio Donaire Peña 


CAPÍTULO Il 


RESEÑA HISTÓRICA 


= Objetivos ES 
es Proporcionar un conocimiento racional y crítico de los antepasados del hombre en el de-: 
«sarrollo y descubrimiento de la matemática, principalmente de la geometría. : > 
> Mostrar de manera clara cómo €s que la geometría se usa de acuerdo a las necesidades. 
del ser humano en su proceso de adaptación a la naturaleza y a la sociedad, E 
Comprender a grandes rasgos cómo los conocimientos abstractos: han influenciado:en el. 
pensamiento del ser humano ala hora de interpretar adecuadamente la realidad. A 


introducción 


Desde hace muchos siglos, la matemática ha sido entendida como una herramienta capaz de 
ayudarnos a transformar el mundo. Es cierto que en determinado momento de la historia la mate- 
mática fue elevada al campo de la abstracción pura -como reflejo de nuestro proceso intelectual-, 
momento en el cual los matemáticos fueron incomprendidos por la sociedad, pero casi siempre 
ha sucedido que ante un avance netamente teórico e incomprensible, hasta cierto punto, se ha 
favorecido-el desarrollo tecnológico en poco tiempo. Por otro lado, la importancia de conocer el 


contexto histórico en el cual se lograron algunos resultados teóricos radica en el hecho de poder 
tener una mejor comprensión de los mismos. 


Muchas de las teorías y modelos de la matemática han sido encontrados después de una ardua 
búsqueda, que normalmente tiene como objetivo resolver alguna dificultad o necesidad del hom- 
bre. Los logros matemáticos han sido, por ejemplo, de uso militar por algún tiempo, pues han 
servido enormemente para desarrollar la tecnología del espionaje y de la milicia. Entre muchos 
ejemplos del desarrollo tecnológico alcanzado, podemos mencionar también los postulados sobre 
geometría de Lobachevski, quien la denomina inicialmente como “geometría imaginaria”, cuya 
aplicación, con el paso de los años, ha dado enormes beneficios en el avance científico, filosófico 
y eñ la exploración del universo. Lobachevski demostró claramente que él no pensaba que su geo- 


metría no tendría aplicación real; por el contrario, se esforzó en desarrollarla, precisamente para 
encontrar su aplicación. 
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1» RESEÑA HISTÓRICA 


1.1.LA MATEMÁTICA COMO INSPIRACIÓN 

Se conoce que la historia del desarrollo de la ma- 
temática está ligada a la profunda admiración del 
ser humano por la naturaleza, inicialmente por las 
bellas formas que en ella encuentra; pero, al mis- 
mo tiempo, a la necesidad inmediata de contabili- 
zar cantidades a la hora de los repartos o trueques 
luego de las cacerías. Es en ese proceso que se 
origina la idea del número y, a partir de allí, alguna 
forma inicial de realizar operaciones elementales 
como la suma. A lo largo de todo este proceso, la matemática (como bien lo dice E. T. Bell) inició 
su aparición al brotar de dos grandes vertientes que llaman la atención del hombre: la forma y el 
número. El deseo por representar sus actividades cotidianas trajo consigo las primeras expresiones 


artísticas, que son en realidad, según los historiadores, creaciones del Homo sapiens, hace unos 
27 000 años. 


1.2.LA EDAD DE PIEDRA 

Desde la Edad de Piedra (inferior: 2 500000-1 00 000 a.n.e., 
superior: 1000 000-10 000 a.n.e.), y más concretamente 
dentro de sus periodos —el Paleolítico, de la Piedra Talla- 
da, y el Neolítico, de la Piedra Pulida—, el hombre tiene 
sus primeros contactos con el arte y la expresión de las 
formas. Así, mientras deja de ser nómada para convertir- 
se en sedentario, crea utensilios y cuchillos con formas 
rudimentarias y variadas. Durante el segundo periodo, 
crea sus primeros tejidos y cerámicas. Se va forjando en 
él una transformación de ideas, su cerebro se desarrolla 
producto de su interacción con el mundo que lo rodea y, por ende, crece su admira E 
naturaleza y por lo que puede conseguir de ella. Una vestimenta para los hombres y otra poa 
para las mujeres sugieren la capacidad para ubicar y replicar las cosas correctamente y de E 
congruente. Todos estos conocimientos iniciales dan la bienvenida a la Edad de los Metales , ea 
ce: 2000-1200 a.n.e., Hierro: 1200-1 d.n.e.), de modo que con el conocimiento de la os 
apareció la orfebrería y, de hecho, las primeras ideas de los objetos de revolución, COMO lo 

tran los adornos de la época. 


ción por la 


1.3. DURANTE LA GANADERÍA Y AGRICULTURA orende, de 
Con la especialización del trabajo ganadero o agrícola se generó la mejora del lao: a debido a 
la producción, creándose así los primeros productos excedentes en las tribus. Así a ganade- 

la necesidad de ganado de parte de los agricultores y de productos agrícolas de eds me producto: 

ros, se originaron los primeros intercambios y luego la necesidad de me] jorarla calida 
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Todo este proceso social desarrolló enormemente a 
la matemática, la cual se vio favorecida por la necesi- 
dad de crear métodos eficientes para llevar las cuentas 
y contabilizar sus transacciones, así como de elaborar 
calendarios y un sistema de numeración conveniente- 
mente preparado para facilitar las operaciones de inter- 
cambio entre los pueblos. 


Si bien la geometría no era entendida como un sistema 
lógico, esto no era necesario para el momento que se 
vivía, pues, por ejemplo, el invento de la rueda —que constituye el primer paso del hombre hacia 
la conquista de la naturaleza, y que las fuentes sitúan en la ciudad de Ur en Mesopotamia hace 
unos 3500-3000 años a.n.e.- nos informa que los mismos objetos encontrados en la naturaleza 
son tallados para perfeccionar su forma de acuerdo a las necesidades y a su aplicación concreta; 
así se tiene la ayuda de los troncos de los árboles más regulares para mover objetos pesados. Este 
hecho fue el resultado de una necesidad práctica y su continuo uso va a influir en la mejora de 
nuestro razonamiento. De esta manera, al interactuar con la naturaleza y tratar de transformarla 
para nuestro uso conveniente, nosotros mismos nos vamos transformando, así el uso constante 
de los troncos de árboles permitió que fuera cada vez más sofisticado su uso y los objetos que se 


conseguían de ellos hasta nuestros días en que combinados con otros elementos se convirtieron 
en llantas o ruedas. 


1.4. NECESIDADES MATEMÁTICAS DE LOS PRIMEROS PUEBLOS 

El avance de la matemática en la civilización antigua aparentemente sur- 
gió en la cultura mesopotámica y egipcia, pero definitivamente alcanzó su 
auge con la civilización griega; además, debemos tener en cuenta que en 
la cultura china también hay evidencias de conocimientos matemáticos 
muy antiguos e importantes. 


Es evidente que en el afán de subsistencia, la raza humana debió luchar 
siempre contra los problemas de la naturaleza, con los fenómenos que 
lo mantenían admirado ante tal poder. natural (catástrofes, inundacio- 
nes, relámpagos, terremotos, entre otros), y todos ellos van a formar en 
el hombre, desde épocas muy antiguas, creencias en seres superiores 
semejantes a él, pero con un poder extraordinario como para decidir el destino de sus cosechas, 
el éxito en sus cazas; tal vez sea este el comienzo de la creencia del hombre en seres superiores y 


en la posibilidad de dominar a su semejante, recreando así, a pequeña escala, la conducta de sus 
dioses que lo dominan a él. 


Producto de las guerras y las conquistas, las primeras ciudades fueron saqueadas y sus habitan- 
tes muertos; pero conforme el hombre siente la necesidad de dominar al hombre para aprove- . 
char su fuerza de trabajo y construir sus grandes imperios, la estructura de su sociedad sufrió 
Un gran cambio. Y es que en las guerras se tomaron rehenes para convertirlos en esclavos que 
trabajen en las grandes construcciones y otros tantos fueron usados para sacrificios a sus dioses. 
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Esto trae consigo la aparición de una sociedad 
con un modo de producción esclavista, donde el 
protagonismo principal lo tienen la civilizaciones 
guerreras y, como una manera de asegurar la vic- 
toria y honrar a sus ejércitos, se hace necesaria la 
especialización de los hombres en la producción 
de espadas, flechas, escudos y otros armamentos 
que, decorados con motivos artísticos, nos sirven 
de fuentes para entender la gran admiración del 
ser humano por las figuras simétricas y las formas geométricas. La transformación del escudo usa- 
do en las guerras en las diferentes etapas de la historia nos sirve de ejemplo de cómo el hombre 
consiguió reconocer el uso más adecuado de algunas formas geométricas. 


Durante el Neolítico se fueron asentando las primeras agrupaciones de hombres; principalmente, 
y, como era de esperar, estos asentamientos se produjeron a las orillas de los ríos que les proveen 
el elemento más preciado de su subsistencia: el agua. Así aparecen las primeras civilizaciones 
denominadas fluviales: la mesopotámica, la egipcia, la hindú y la china. 


La cultura mesopotámica, como bien lo expresa el significado de su nombre, “entre ríos”, estaba 
situada en la región del Asia Menor, entre los ríos Tigris y Éufrates. Hacia el 6000 a.n.e., el número 
de asentamientos cercanos a estos ríos había aumentado lo suficiente como para forjar las prime- 
ras ciudades; uno de los primeros pueblos mesopotámicos fue el sumerio, pero también surgieron 
dentro de Mesopotamia reinos como el de la antigua Babilonia. A lo largo del siglo XVIII, Hammurabi 
unificó a toda Mesopotamia, pero más tarde esta fue conquistada por los asirios. Estos pueblos 
mesopotámicos usaban un sistema de numeración sexagesimal carente del cero; también usaron 
las fracciones y el concepto del número inverso; llegaron a trabajar sobre sistemas de ecuaciones 
con dos incógnitas y algunas ecuaciones de segundo grado, y hasta simplificaciones de ecuaciones 
de tercer grado realizando cambios de variables; además, dieron el valor para x de 3. Es notable 
destacar que su sistema de numeración estaba realizado, para ser precisos, en base 60; pero, al 
ferencia de los egipcios, ellos sí conocían el sistema de numeración posicional, lo cual les permitió 
trabajar con las operaciones matemáticas casi como lo hacemos en la actualidad. 


La cultura egipcia se desarrolló al borde del río Nilo, al norte de África, con un sistema de nan e 
ción decimal carente del cero, pero conocían todas las operaciones elementales así como métodos 
para la potenciación y la radicación; usaron las fracciones y ecuaciones de primer y segundo guia 
así como las progresiones aritméticas y geométricas. Para las construcciones de sus pirámides il 
sarrollaron un cálculo próximo al de la cotangente, y en los E 
papiros hallados muestran la aplicación de los triángulos pi- 
tagóricos de 3, 4 y 5; 20, 16 y 12; 17, 15 y 8. Las civilizaciones 
china e hindú también florecen en una época muy antigua. 
Los chinos, aproximadamente en el siglo XII! a.n.e., tam- 
bién poseían un sistema de numeración decimal carente 
del cero, y en la actualidad se considera al Chou Pei Suan 
Ching uno de sus textos clásicos más antiguos. 


2» APORTES DE LOS PRINCIPALES GEÓMETRAS 


2.14, TALES 

A Tales de Mileto (aproximadamente 625-547 a.n.e.), 
filósofo y matemático griego, se le vincula la aparición 
de las primeras demostraciones de algunos teoremas de 
geometría. Es correcto señalar que Tales utilizaba los co- 
nocimientos teóricos para resolver problemas prácticos, 
como la medición de la altura de una pirámide según la 
sombra que producía o la determinación de la distancia 
de un barco al litoral. De este modo inicia la formación 
científica de la geometría. 


El trabajo iniciado por Tales fue continuado posteriormente — Sabios europeos del siglo XII comienzan a tra- 
diz s ducir e ilust rosos manuscritos griegos 
porPitágoras de Samos (aproximadamente 580-500 a.n.e.), US Uusrarnumer di 
. A O . Y árabes de matemática. 
quien fundó la escuela itálica al sur de Italia (Crotona). 


Son sus miembros, denominados los pitagóricos, quienes opinaban que los números gobiernan 


el mundo; con esto manifestaban que todos los fenómenos de la naturaleza se podían expresar 
mediante leyes matemáticas. 


2.2. EUCLIDES 

A Euclides (aproximadamente 365-300 a. n.e.) se le consi- 
dera el padre de la geometría debido a su obra fundamen- 
tal denominada Elementos, cuyos trece tomos contienen 
465 proposiciones. Muchas de estas tratan, no de geome- 
tría, sino de teoría de los números y álgebra griega (geomé- 
trica). Debemos destacar que no solo realizó trabajos de 
matemática, sino también de física, astronomía y música; 
además, es en Venecia (1482) donde aparece la primera 


A % A 4 El reloj del sol fue empleado por primera vez 
edición impresa de sus obras al traducirse del árabe al latín. base uñas SdbD ñas. La asmbes del diles. 


Durante dos mil años, la geometría fue estudiada por los dor vertical cae sobre una superficie graduada 

a EA se va moviendo e | h 
elementos de Euclides por ser el único manual de geome- *** “3 Moviendo con el paso de las horas 
tría en las escuelas de todo el mundo. 


2.3. ARQUÍMEDES 

En esta misma época vivió Arquímedes de Siracusa (287-212 a.n.e.), que es considerado el 
científico y matemático más excelso del Mundo Antiguo y también, en virtud de la libertad de sus 
métodos, el primer matemático moderno. Luego de estudiar en Alejandría, volvió a su patria para 
dedicarse a la geometría, mecánica, física e ingeniería. Demostró que la superficie de una esfera 
es cuatro veces la de uno de sus círculos máximos y que el área de un casquete esférico es igual a 


la superficie de un círculo que tiene por radio la recta que une el centro del casquete con un punto 
de la circunferencia basal. 


El problema al cual le atribuía gran importancia se encon- 
traba en demostrar que el volumen de una esfera ins- 
crita en un cilindro es igual a los 2/3 del volumen del 
cilindro. 

Arquímedes es el primero que hizo un intento verdadera- 
mente positivo sobre el cálculo de (pi), asignándole un 
valor de 3(10/71) = 3,141. 


En esta época vivió también el maestro supremo del método 
sintético en geometría: Apolonio de Perga (260-220 a.n.e.). 
En ese método dejó muy poco qué hacer a sus sucesores, 
así como también en la geometría métrica de las cónicas. 
Apolonio estudió en Alejandría y luego visitó Pérgamo, en 
- donde habían construido una biblioteca y una universidad 
semejantes a las de Alejandría. Es allí donde Apolonio es- 
cribió la primera edición de su famoso libro Secciones 


cónicas, que consta de ocho libros. El astrolabio es un instrumento para medir 
la altura de los astros: Mediante el astrolabio 
se podían aplicar las tablas de declinación 
del Sol. 


2.4. DESCARTES 
Fue en el siglo XVII que se retomó con mayor intensidad el desarrollo de 
las ciencias y las artes en Europa. En la primera mitad de dicho siglo, René 
Descartes (1596-1650), filósofo, matemático, físico y fisiólogo francés, 
propuso un enfoque completamente nuevo a la solución de los proble- 
mas de geometría. Las investigaciones matemáticas de Descartes están 
estrechamente ligadas a sus trabajos filosóficos y de física. Al crear el 
método de coordenadas, permitió introducir en la geometría los métodos 
_ del álgebra y posteriormente del análisis. En 1637, Descartes introdujo por 
primera vez en la geometría la noción de variable, ya que para él esta se 
expresa como un segmento de longitud variable y dirección invariable, 
además, como una variable numérica continua que recorre un conjunto 
de números que forman un segmento de coordenadas. 
La imagen de variable doble acondicionó la penetración recíp 
metría y del álgebra a la cual aspiraba. 


René Descartes 
(1596-1650) 


roca de la ge0” 


E Pa ido a ella 
La variable cartesiana fue el punto de viraje en la matemática, debi 


el movimiento y, por lo tanto, la dialéctica forman parte de las o 
partir de este momento, la geometría se desarrolla impetuosamente 0 las 
la geometría analítica, en la cual por ecuaciones algebraicas e ata 
líneas curvas y las superficies. El método de coordenadas rn que fue 
Pierre de Ferma:  5€ Considera como su logro principal en la geometría analítica, cien 

(1601 - 1665) elaborada por él y su compatriota Pierre de Fermat (1601-1665). 


2.5, AVANCE DE LA GEOMETRÍA DURANTE LA EDAD MEDIA : 

La geometría proyectiva sintética, después de que la sisternatizaran los fran- 
ceses Guirard Desargúes (1593-1662) y Blaise Pascal (1623-1662), langui- 
deció hasta principios del siglo XIX, periodo en el que se hizo muy popular 
entre los geómetras que no gustaban del análisis. Esta geometría estuvo des- 
cuidada durante el siglo XVIII hasta que Lazare N. M. Carnot (1753 - 1823), 
de origen francés, dio grandes aportes en sus obras Geometrie de position 
(1803) y en el Essair sur les transversales (1806). Este genio militar en 1793 
salvó a la Revolución francesa de la coalición de reaccionarios de Europa. 


En 1748, el suizo Leonhard Euler (1703 - 1783) codificó y amplió la obra de 
sus predecedores, tanto de la geometría plana como la del espacio, quedan- 
do prácticamente perfectas, salvo la introducción, en 1827, de las coordena- 


das homogéneas, aporte de Monge, que ahora se denominan ecuaciones 
diferenciales. 


2.6, GAUSS 

El alemán Carl Friedrich Gauss (1777-1855) es considerado uno de los ma- 
ternáticos más grandes de la historia por su aporte en la geometría al intentar 
demostrar el quinto postulado de Euclides. Sin saberlo, estaba dando inicio a 
otras geometrías no euclidianas. 


Entre estos axiomas, el axioma de las paralelas (quinto postulado) fue con 
frecuencia reconocido como la mancha negra en la obra genial de Euclides 
por dividirla en dos partes. Una parte consta de teoremas que no dependen 
del quinto postulado, mientras que la otra sí, esta contiene teoremas cuyas 
demostraciones se basan directamente en el axioma de las paralelas o bien 
en los teoremas demostrados. 


Naturalmente, surgía la pregunta si no era posible librarse del quinto postu- 
lado como axioma o demostrarlo. 


Blaise Pascal 


(1623-1662) 


Cari F. Gauss 
(1777-1855) 


Las tentativas de demostrar el axioma de las paralelas duraron más de dos mil años. Casi todos los 
eminentes matemáticos probaron sus fuerzas en la solución de este problema, mas el problema 
quedaba sin resolver. Para salir de esta situación y encontrar una vía correcta a la solución del 
problema era necesario no temer a enfrentarse a las personalidades de prestigio, tener un espíritu 


revolucionario y una gran audacia científica. 


2.7, LOBACHEVSKI : 

El matemático ruso Nikolai I. Lobachevski (1792-856) resultó ser el revolucio- 
nario de la ciencia. Por primera vez, N. I. Lobachevski se inclinó por establecer 
rigurosa y científicamente la infructuosidad de las tentativas de demostrar el 
axioma de las rectas paralelas, además de demostrar que es imposible dedu- 
cir la afirmación de estos a partir de los axiomas de Euclides. 


En 1826, N. l. Lobachevski construyó la geometría que tiene en base a un siste- 
Ma de axiomas que se diferencia del sistema de axiomas de Euclides, solo en 
el axioma de las rectas paralelas. 


Nikolai !l. Lobachevski 
(1792-1856) 
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Como resultado apareció una geometría lógicamente no contradictoria, que se diferencia S 
Ustan- 


cialmente de la euclidiana. 


Las ideas de N. l. Lobachevski eran tan originales e inesperadas que, por estar adelantadas a 
A . 24. S 
siglo, no fueron comprendidas, incluso por los grandes matemáticos de aquel tiempo. A 


2.8. DESARROLLO ACTUAL 


Después de que las ideas de Lobachevski ganaron notoriedad, su geometría 
empezó a desarrollarse impetuosamente, especialmente en los trabajos del 
alemán Bernhard Riemann (1826-1866), A. Kelly (1821-1895), Felix Klein 
(1849 -1925) y David Hilbert (1862-1943). 

Los trabajos de B. Riemann adquirieron un significado especial porque tan- 
to sus ideas como las de N. l. Lobachevski constituyeron la base matemática 
para Albert Einstein (1879- 1955) y su teoría de la relatividad. 


En 1854, Riemann inventó la geometría esférica, en la que se realizaban las 


hipótesis del ángulo obtuso de Gerolamo Sacheri (1667- 1886). (1862-1943) 


Una representación de un espacio curvo 


solucionarlas crea nuevas herramientas, lo cual da origen al surgimiento de diferentes g€0 
(euclidiana, no euclidiana, proyectiva, descriptiva, analítica y diferencial). Actualment 
nueva geometría denominada geometría fractal, que fue descubierta 
por el polaco Benoit Mandelbrot (1924-2010) en el año 1975 con ayuda 
de la ciencia (computadora). Esta geometría está abarcando varios 
campos como la anatomía, economía, lingúística, etc. 


El desarrollo de la geometría y sus aplicaciones en las distintas ramas de 
las matemáticas y de las ciencias naturales evidencian la importancia de 
esta como uno de los medios más profundos y fecundos, por las ideas y 
por los métodos, en el conocimiento de la realidad objetiva. 


La ciencia matemática soviética siempre prestó gran atención al desa- 
rrollo de la geometría, logrando en esta rama del saber notables éxitos. 
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Las geometrías no euclidianas de Lobachevski y de Riemann 
integran la ciencia moderna y encuentran aplicación en la 
solución de-los complicados problemas teóricos y prácticos 
de la matemática, de la física y de las técnicas modernas. No 
obstante, la geometría de Euclides conserva su importancia 
en lo que se refiere a la práctica, en la construcción, en la 
técnica y, por lo tanto, es objeto de estudio en las escuelas 
de enseñanza general y de peritaje. 

Con lo planteado podemos decir que la geometría no tiene 
fin, debido a que, en el transcurso del tiempo, el hombre se 


. 4 erer 
encuentra con una serie de dificultades nuevas Y al qu á 
metríaS 


e, vemos uná 


Riemann 


Superficie de 


Capítulo 
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e AA O AS AA A e 
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- Segmentos, 
ángulos y paralelas 


Edgar Marlon Agreda Naquiche 


CAPÍTULO Il 


SEGMENTOS, ÁNGULOS Y PARALELAS 


Objetivos 

e Conocer las características de lnearecta, rayo y segmento de recta, así como su uso para 
formar otras figuras geométricas. 

*- Conocer los teoremas y postulados de segmento de recta y de ángulos formados por dos 
rectas paralelas y una recta secante para aplicarlos de manera correcta en la resolución de 
problemas. 

s Desarrollar métodos y léenicas para resolver problemas, así como desarrollar la capacidad 
de análisis y sintesis para aplicar lo aprendido en este ( capítulo en situaciones de la vida 
cotidiana, 3 


introducción 

Al conocer el proceso de evolución del hombre, así como el desarrollo de la sociedad, reconoce- 
mos que este pasó de ser un sedentario y cazador a organizarse y establecerse en un solo lugar, a 
dedicarse a la agricultura y la ganadería produciendo su propio alimento. Todo esto nos hace ima- 
ginar y pensar que el hombre antiguo ya tenía nociones sobre línea y medida asociadas a las partes 
de su cuerpo: codos, pies, palmas, etc. (medición antropométrica), así como la idea de ángulo 
(especialmente del ángulo recto) para delimitar sus terrenos de cultivo, bloques de piedra, adobes 
y ladrillos para sus construcciones. 


Mientras-la sociedad se desarrollaba y el conocimiento evolucionaba, las ideas de línea y medida 
fueron presentándose con mucha frecuencia, y sus usos y aplicaciones las encontramos en las 
grandes construcciones arquitectónicas, así como en el establecimiento de la distancia de un lugar 
a otro utilizando distancias fraccionadas (mitad, tercera parte, doble, triple, etc.); lo más cotidiano 
para nosotros es encontrar su aplicación en diseños y construcciones de ventanas, puertas, mesas, 
piezas de máquinas, etc. 


En la naturaleza encontramos la incidencia de los rayos solares en distintas zonas del planeta, el 
crecimiento perpendicular de los árboles, el vuelo direccionado de las aves cuando migran, etc. 
Todos estos ejemplos nos permiten seguir estudiando y analizando las situaciones que observa- 
mos, utilizando los conocimientos que aprenderemos en este capítulo, los cuales también nos 
ayudarán a comprender otras ramas de la matemática y las ciencias. 
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1» NOCIONES PREVIAS 

Para el desarrollo de la geometría plana es importante conocer los pri- 

meros postulados de Euclides, los cuales están en su libro Elementos; 

sin embargo, antes debemos conocer las siguientes proposiciones: 

+ Unpunto es lo que no tiene partes O dimensión. 

+ Unalínea es una longitud sin anchura. 

+ Una recta es una línea que tiene todos sus puntos en la misma di- 
rección. y 

+ Un ángulo plano es la inclinación entre sí de dos líneas de un plano 
si estas se cortan y no están en una misma recta. 

+ Cuando las líneas que comprenden el ángulo son rectas, se dice que el ángulo es rectilíneo, 

+  Rectas paralelas son las que, estando en el mismo plano y prolongándolas indefinidamente en 
ambos sentidos, no se cortan ni en uno ni en el otro sentido. 


1.1. POSTULADOS DE EUCLIDES 


; UCLIDES 
1. Unarecta puede trazarse desde un punto cualquiera hasta otro. AB A NAVO VINDICATUS: 
. . sivr 
2. Una paa finita puede prolongarse continuamente y hacerse una CONATUS GEOMETRICUS 
recta ilimitada o indefinida. QUO STABILIUNTUR 
ns ds 5 Prima ip aniverla Geomeriz Principiz. 
3. Todos los ángulos rectos son iguales entre sí. AUCTORE 
4. Por un punto cualesquiera como centro y radio arbitrario se pue- HIERONYMO pri 
: . CIE TIS) 
de trazar una circunferencia. lo Ea Masbalos Prol. 
5. Si una recta que corta a otras dos forma uno de estos ángulos TU 
. . S MO 
interiores del mismo lado de ella, que sumados sean menores EX? SENA 
que dos rectos, las dos rectas, al prolongarse indefinidamente, se Ab Aullore Dies. 

» > A LAN! MD ae 
cortarán del lado en que dicha suma de ángulos sea menor que ¡Limania er? 
dos rectos. 

Se presumió que el quinto postulado se podía demostrar a partir de los cuatro anteriores; pará 
muchos matemáticos, el postulado de las paralelas presentaba un verdadero problema sin resol- 
ver. En 1733, el matemático y lógico jesuita Saccheri (1667-1733) emprendió la tarea de demostra! 

con su 


en su obra maestra Euclides libre de toda mancha que el sistema geométrico de Euclides, 
postulado de paralelas, es el único posible en la lógica y la experiencia. 
. . ié ó 
Los cinco postulados anteriores son netamente geométricos, pero Euclides también aa 
; á ) *siantes: 
cinco axiomas que son comunes a todas las ciencias que estudian magnitudes. Son los siguien! 
1. Dos cantidades iguales a una tercera son iguales entre sí. 
2. Si añadimos a dos cantidades iguales otras dos cantidades iguales, los totales q 
son iguales. i 
3. Si restamos de dos cantidades iguales otras dos cantidades iguales, las diferencias qU 
tienen son iguales. 
4. Las cosas que pueden superponerse unas a otras son iguales. 
5. La totalidad es mayor que la parte. 


ue se obtienel 


e se ob- 
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»> Observación 


El quinto postulado no fue Considerado por 
Lobachesvki (1793-1856), Gauss (1777-1855) 
y Riemann (1826-1866). Esto q 
las geometrías no euclideanas 


Riemann sostuvo que “por un punto ex- 
terior a uná recta no pasa ninguna recta 
paralela a dicha recta”, 


lo origen a 


“Lobachesvky señaló que “por un punto 


a pasan dos paralelas 
que separan las infinitas re 
de las no secantes”. 


exterior a una rect 


ctas secantes 


2» LÍNEA 


Se entiende por línea al conjunto de puntos 
que han sido generados por el desplazamiento 
de un punto. También podemos afirmar que 


una línea es una longitud sin anchura y que sus 
extremos son dos puntos. 


Ps Pee E 


2.1. TIPOS DE LÍNEAS 
Existen dos tipos de líneas: 


líneas abiertas líneas cerradas 


SOEA 
= Gu 


2.2. LÍNEA RECTA 


Es un elemento de la geometría constituido 
Por un conjunto de infinitos puntos que tiene 


Una misma dirección y es ilimitada en sus ex- 


tremos., 


== 


Se le representa de la siguiente Manera: 


Z 


Notación 


LP: Se lee “recta L”. 


a 


A 


Notación 


AB: Se lee “recta AB”. 


>? Observación a 
Ala línea recta también lá podemos de-- 
nominar simplemente recta. Esla carece 

de extremos, por lo: tanto, es infinita; ES 
decir, no.es medible. AER 


2.3. RAYO 


Es cada una de las Porciones determinadas en 


Una recta por cualquiera de sus puntos, consi- 
derándolos a estos. 


Gráficamente 


18) RP 
AáÓÁKÁK_Á_ A a 


1 , 
rayo | pra 
igen 
li a: rayo 
Se le representa como una porción de recta 
limitada en un extremo e ilimitada en el otro. 


A —A_—_ —JHIIIIIMASS 


O Á 


Notación 
OA: Se lee “rayo O a 
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»» Nota 

La semirrecta es cada una de las. por- 
ciones determinadas en una recta por 
* cualquiera de sus puntos, sin considerar 


a estos. 
semirrecta 
dei > 
A 0) 
semirrecia 
o 
O Á 
Notación 


OA: Se lee “semirrecta OA”, 


3» SEGMENTO DE RECTA 

El segmento de recta es una parte de la recta 
comprendida entre dos puntos de ella, a los 
cuales se les denomina extremos. 


Gráficamente 


Se le representa de la siguiente manera: 


Pq<EqIA<A<A << xx _—q_K$K$É2>e—— 


Á B 


Notación 
AB: Se lee “segmento de recta de extremos A 
yB”. 


3.1. LONGITUD DE UN SEGMENTO DE 
RECTA 

En la métrica euclidiana, al valor numérico de 
la función distancia se le denomina también 
longitud del segmento. 


La longitud del segmento es un número real 
positivo y resulta nulo solo en el caso en que 
los extremos del segmento coincidan, esto es 
cuando el segmento se reduce a un punto. 


30 ' 


a 


| 


Por tanto, cualquier segmento no reducido a 
un punto tendrá longitud positiva, 


Á B 
| ( —| 


En el gráfico, la longitud de AB es l (AB=1). 
AB: Se lee “longitud del segmento AB”. 


3.2. PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO 


Es aquel punto que pertenece a un segmento 
de recta y que determina, con los extremos de 
este, dos segmentos de igual longitud. 


A M B 


En el gráfico, Me AB y AM=MB, si y solo si M es | 
punto medio de AB. 


»» Recuerde : 

Todo segmento de recta tiene un único punto 
medio, pues si un segmento mide 20 cm, su > 
punto medio lo divide en dos partes de 10 cm. 


3.3. OPERACIONES CON LAS LONGITUDES y 
DE LOS SEGMENTOS | 
Puesto que se puede asociar a la longitud de 
todo segmento un número real positivo, pode- 
mos realizar las siguientes operaciones mate- 
máticas con dichas longitudes. 


3.3.1. Adición 
A A 
AD=AB+BC+CD | 


AD=AB+BD 
AD=AC+CD 


MAA 


» Nota 


d NX 
| AC=a+b ) 


3.3.2. Sustracción 
Á B C D 


BC=AD-AB-CD 


BC=AC-AB 
BC=BD-CD 
» Nota 
E A B C 
A 
t— nn — 
HH 19 y, 


3.4.RAZÓN DE LONGITUDES DE BOS 
SEGMENTOS 


La razón e = - se lee “AB es a BC como 3 es 
a 7”, es decir, AB=3b y BC=7b. 
Gráficamente 


AB E 
PqAKáÓAá>=A>>2N OEA A<XAX<ÁA AG 
30310, 


3,5. CONSIDERACIONES 
a. Por dos puntos se puede trazar una recta. 


TASA 


La distancia entre dos puntos es la longitud 


del segmento que tiene por extremos a di- 
chos puntos. 


se BE 


pH AB=a 


donde a es la distancia entre A y B. 


Todo segmento se puede prolongar por 
ambos extremos para obtener una recta 
infinita. 


+ - - — -  —_ _»P_———_— ÁS -——»> 


y 


- Silos puntos A, M, Oy R son colineales, es- 


tos pertenecen a una recta, pero no nece- 
sariamente en este orden. 


0) MA RS 


Si los puntos A, B, P y S son colineales y 
consecutivos, estos pertenecen a una recta 
y en este orden. 


Á B P-S £ 
— _—_———_ __ _—_ _—S+ 
La distancia entre un punto y una recta es 
la longitud del segmento perpendicular tra- 
zado de dicho punto hacia la recta. 


donde b es la distancia de P hacia 4. ' 
* PHLZ (HE) 

- PH=b 

* d(P;L)=b 
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Aplicación 1 
Según el gráfico, M es punto medio de AB. 
Calcule BC. 
A M B C 
El14= 


HH 418 
Resolución 


A M B C 
A A. APA 
El14 —14 Y—- y ——y 


H—— 48 
Piden BC=x. 


Por dato, AM=MB. 
> MB=14 


Sabemos que 
14+14+x=48 
. x=20 


Aplicación 2 

Se tienen los puntos colineales y consecutivos 
A, B, Cy D, tal que C es punto medio de BD. Si 
AC=16 y AB=9, calcule CD. 


Resolución 
Á B E D Z 
19 —H—-x—y 


H— 16 ——=— x — 


Piden CD=x. 

Por dato, BC=CD. 
> BC=x 

Del gráfico 


9+x=16. 
. x=7 
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Aplicación 3 

En una recta se ubican los puntos consecutivos 
BC. 

A, B, C y D, tal que CD 7 Si AB=6 y AD=50, 

calcule AC, 


Resolución 


A: B E Do, 
A—— —e.— —— = —— Y 
E6—+— la > 7a—y 

H——x yy 
HH 50 —————y 


Piden AC=x. 
Por dato, BC = 4 
CD 7 

=> BC=4a 
CD=7a 

Se observa que x=6+4a. 

También 
6+4a+7a=50 
1la=44 

> a=4 

Luego, x=6+4x4. 


x=22 


Aplicación 4 

Se tienen los puntos colineales y 
vos A, B, Cy D, tal que AC+BD=2* 
la distancia entre los puntos medios de 
y CD. 


conseculi- 
4, Calcule 


Resolución 
A MOB MS 
ara —m- bb 
HH X 


Sea x la distancia entre los puntos medios de 
AB y CD. 
Sea AM=MB=a y CN=ND=b. 


> MN=x 
Se observa que x=d+m+b. 


Del dato, AC+BD=24. 
> 2a+m+m+2b=24 
2(a+m+b)=24 

2x=24 - 


. x=12 


dota 
l.. Podemos encontrar fSqmas equiva: : 


lentes de expresar lla razón entre lon- 
Situdes de segmentos: 


mm 


Para expresiones de la forma 
+ 2(AB)=3(BC)=6(CD) z 
se considera una variable a la longitud 
del segmento' que está acompañada 
del mayor coeficiente; es decir; e 

' CD=a > AB=3a: BC=24 

3 PO=SRMA AMOS 
: e considera variable a. MI Ni: pero ies 


sea: divisor de- los coeficientes de. 
-otros s segmentos; es decir, 


—_— aaa 


4» ÁnGuLO 
Es aquella figura geométrica formada por dos 


rayos que tienen el mismo origen y que no es- 
tán en línea recta. 


Gráficamente 


donde 
- O: vértice 


- Ol; OB: lados 


Notación 


<AOB: Se lee “ángulo AOB de vértice O”. 
Es necesario tener presente que, al denotar 


un ángulo, la letra intermedia conesponde al 
vértice. 


4.1. REGIONES DETERMINADAS POR UN 
ÁNGULO-EN EL PLANO 


4.1,1. REGIÓN INTERIOR DE UN ÁNGULO 
Del gráfico, el ángulo AOB está contenido en 
un plano IR. 


región 
interior del 
<AOB 


SiP e OÁ y Q e OB, entonces la porción del pla- 


no R que contiene aPQ, excepto sus extremos, 
es la región interior del «AOB. 
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4.1.2. Región exterior de un ánguio 
Del gráfico, el ángulo AOB está contenido en 


el plano H. 


La región exterior es el conjunto de todos los 
puntos del plano que contienen a un ángulo y 
que no pertenecen a dicho ángulo ni a su re- 
gión interior. 


4.2. MEDIDA DE UN ÁNGULO 

Llamaremos medida de un ángulo a la medida 
de la amplitud de un ángulo, es decir, a la se- 
paración que se da entre sus lados. 

A la amplitud de un ángulo se le asigna un nú- 
mero real entre 0* y 180” al que llamaremos 
medida del ángulo expresado en grados sexa- 


gesimales. 


0'<a<180? 


Notación 
m=AOB: Se lee “medida del ángulo AOP”. 
Entonces m<«AOB= 0. 
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4.3. POSTULADO DE LA ADICIÓN DE Las 
MEDIDAS DE ÁNGULOS 
Según el gráfico 


LA 


0 B 


Si P está en la región interior del <«AOB, en- 
tonces 


- mx AOB=m=xAOP+m=<POB 
B=0+0 | 


4.4/PAR ANGULAR S 

Es la figura formada por un par de segmentos 
cuyo extremo es común y que no están en lí- 
nea recta. 


B b C 
Elementos e 
Lados: AB; BC 
Vértice: B 
Notación . " 
e vértice B”- 


ZABC: Se lee “par angular ABC d 
También mZABC: medida angular 


de ¿ABC 


Además, la medida longitudinal del 4ABC es 


| Long 44BC=AB+BC 


» Observación 


Todo par angular determina un ángulo y 
la medida del ángulo determinado es la 
medida del par angular. 


De 


Del gráfico, el 4ABC determina el <PBOQ. 
Siu=m=xPBO 


> 0a=mZ<ABC 


45. BISECTRIZ DE UN ÁNGULO 

Es aquel rayo cuyo origen es el vértice de un 
ángulo, y sus demás puntos, al estar en el inte- 
rior del ángulo, forman con sus lados ángulos 
congruentes. 


En el siguiente gráfico, P está en el interior de 
<AOB. Luego, m«<AOP=m=<POB=0 si y solo 
si OP es bisectriz de <AOB. 


a. Angulo agudo 


Es aquel ángulo cuya medida es mayor que 0", 


pero menor que 90", 


| 0 <a<90 | 
NETAS 


<AOB: < agudo 


ES Áánermin 7 =$ 
BD. ASuUIO Fecío 


O 


Es aquel ángulo cuya medida es 90". 
A 


Ab 


a 
a=902 | 
CA 
<AOB: < recto 


e. Angulo obtuso 


Es aquel ángulo cuya medida es mayor que 
90”, pero menor que 180". 


90” < a < 180* 
<AOB: < obtuso 
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» Observación 
Una serie convergente cuyos términos 
son todos del mismo signo es absoluta- 


mente convergente, 


mo, A f a 


Es | a+p+0=180? ] 


a 


0+0+0+[=360* ] 


el 


SI y A 


O _— 
Elo. > => 


k 


AG” Ma arpa » la mn: 
aan De acuerdo a ta posicion de sus la 
e Sus la 


dos 
a. Angulos adyacentes 

Son dos ángulos coplanares que tienen un 
lado en común y cuyas regiones interiores no 
se intersecan. 


Gráficamente 


donde 
- XAOBCIR A x=BOC Cc 7R 


- <AOB y <BOC: ángulos adyacentes de 
lado común OB 


E 
| m=xAOC=0a+0 ] 


X 


b. Angulos consecutivos 

Son de tres a más ángulos coplanares con vér- 
tice en común, sus regiones interiores no s€ 
intersecan y tomados uno después del otro 
presentan un lado en común. 


Gráficamente 


donde 
-  <XAOB,<BOC y CODEC ¿DP 


- <AOB, «BOC y «COD: ángulos consec 
vos con lados comunes OB y oc 


m<AOD=a+0+B 


uti- 


> 


e. Ángulos opuestos por el vértice 

Son dos ángulos que tienen el mismo vértice 
en donde los lados de uno de ellos son las pro- 
longaciones de los lados del otro (lados coli- 


neales). 


Gráficamente 


* OAyO0: rayos opuestos 
+ OByOP: rayos opuestos 


+ <xAOB y <POQ: ángulos opuestos por el 
vértice 


» Observación 

Par lineal 

Si OA y OB son rayos opuestos y OP un. 
rayo arbitrario, entonces los ángulos 40P 
y:POB forman un par lineal. 


% 14 xxKÓ- a ON y 
5e cumple] m=< AOP+m=xPOB=180* E 


Teorema 
Si dos ángulos son opuestos por el vértice, en- 
tonces sus medidas son iguales. 


M Á 


Del gráfico, si «AOB y <MON son opuestos por 
el vértice, entonces 


mxAOB=m=xMON ; 


j 


o=B | 
4.8.3, De acuerdo a la suma de sus me- 


2. Ángulos complementarios 
Dos ángulos son complementarios si la suma 
de sus medidas es 90”. 


En el gráfico 


00 -= N 
si mxAOB+m=MQN=90", entonces <AOB y 
Xx MON son complementarios. 


También 


O D 


si mxAOB+m=COD=90", entonces <AOB y 
< COD son complementarios. 


Así, el «A0B es el complemento del <MON, y el 
<MQN es el complemento del x«AOB. 
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Como a+f8=90", entonces P=90"-0. 


Sea C(a) el complemento de Q. 


> C(0)=P. 
| 3 o 
E C(a)=90"-0 
| 

Ejemplos 

+  C36"=90”-36"=54* 

* C7S'=15" 

+  C63"=90*-63”=27" 

+  C86”=4" 


Consideremos lo siguiente: 


Si 0%<8<90" ES CO0=90”-8 
CC6e=08 
CCCO=90”-8 
CCCCo=0 
CCCCCO=90"-6 


En general 
| [Ar ei e 
Meca] TeSpar > 
E 190? — 0; sin esimpar 


il 


b. Ángulos suplementarios 
Dos ángulos son suplementarios si la suma de 
sus medidas es 180”. 


y 


B 


0 
á o 0 Ñ 


Si mxA0B + m=MQN= 180", entonces 
<AOB y <MQN son suplementarios. 
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También 


10) D 


si m«AOB+m>=COD= 180", entonces 
<AOB y <COD son suplementarios. 


También «AOB es el suplemento del <MQN y 
el <MQN es el suplemento del xAOB. 


Corno 0+4=180" =>  (Q=180”-0 
Sea S(0) suplemento de 6. 


Entonces S(0)=0. 


| S(9)=180"-0 
Ejemplos 
. S18”=180"”-18”=162* 
+ S64”=180"-64”=116" 


+ S92=88" 
+ S146”=34? 
+ S172=8" 


Consideremos lo siguiente: -* 

Si 0%a<180" 11) .Sa=180"-0 
SSa=a 
SSSa=180”-a 
SSSSa=a 
SSssSa=180"-a 


En general 


fo; si nes par 


09 OL 
ponia, 


= 1180? a si n es impar 
n veces 


“ Aplicación 5 
Según el gráfico, calcule q. 


Resolución 


«— 
A 


Sabemos que 
304 20% 20+10%a=1802 
6a=1500 
 0=25" 


Aplicación 6 


En el gráfico, A, O y C son colineales. Si 
m«xAOD=150* y mx BOD=160", calcule mxBOC. 


Resolución 
Sea x la mxBOC. 


Sabemos que 
x+8=180" (D 
150%+160*+ 8=360". 

> 0=50> (ID) 

Reemplazamos (ID en (D. 
x+50%=1802 

“. x=130 


—_— > 


Aplicación 7 
Se tienen los ángulos consecutivos AOB, BOC, COD 
y DOE, tal que mx40B =20%, m<BOD=m=xDOE 


y mxCOE=m<BOC+m=xBOD=105". Calcule 
m=xAOC, 


Resolución 
Piden 20%+0x. 


Del dato 

a+8=105* 

a=105-0 (D 
Se observa que 0.+105%=20 (ID 


Reemplazamos (D) en (ID. 
105*-8+105%=28 
210”=38 
70”=8 (ID 
Reemplazamos (IID en (D. 
a= 10570? 
> 0=35 
20+0.=55* 


Aplicación 8 
El suplemento del complemento de la medida 
de un ángulo es 130”. Calcule dicha medida. 


Resolución 
Sea Q. la medida del ángulo. 
Por dato 
SCa=130" 
180”-(90”-=0a)=130* 
90%+a.=1300 
0=40* 
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5» POSICIONES RELATIVAS DE DOS REC- IINAIMA ZAS 


TAS EN EL PLANO + Por un punto de una recta, en un pla- 
Dos rectas en un plano adoptan solo dos posi- no, pasa una recta perpendicular a 


ciones: secantes o paralelas. esa recta y solo una. 


5.1. RECTAS SECANTES : 
Son aquellas rectas que tienen un solo punto ) 
en común, al cual se le denomina punto de : A 
intersección. 
Y: 
Del gráfico, si Pe S., entonces 
3." 1.F,dondeP € % 


£: S': coplanares 


* Si se tiene una recta y un punto exte- 
rior a ella, coplanares, por dicho pun- 
to pasa una recta perpendicular a esa 


En el gráfico anterior, se muestran las rectas eS 
¡5 E A 


£L, y Lo, que tienen un punto común P; por lo 
tanto, dichas rectas son rectas secantes y P es 


el punto de intersección. 


A 
Si las rectas secantes determinan ángulos rec- AS 
Ú 
tos, a dichas rectas se les denomina rectas per- Ñ 

Y 


pendiculares. 


paa 


, E o e iad 
En el gráfico, si e %; además, My 2 

TS 
son coplanares, entonces 3P'1 Q 
donde Me FP". > 


En el gráfico anterior, si las rectas secantes % y 
Ly determinan cuatro ángulos rectos, implica 
que dichas rectas son perpendiculares. 


Notación etría 
j í sala geom á 
PLL: “ : Con el deporte también nos acercamo de 
/ 2: Se lee “la recta % es perpendicular Las mallas de seguridad, así como los fierros de los an 
a la recta 2”. mios, nos muestran rectas secantes y paralelas. 
40 ! x 


3 


5,2, RECTAS PARALELAS 

Dos rectas coplanares, es decir, que están en un 
mismo plano, se denominan paralelas cuando 
dichas rectas no se intersecan. Por consiguien- 
te, dichas rectas no tienen un punto en común. 


En el gráfico anterior, si las rectas 4% y % no 


“logran intersecarse, se denominan rectas pa- 


ralelas. 


Notación 


LNL,: Se lee “la recta 2, es paralela a la rec- 
ta L.. 


Los cables de acero del puente de Nueva York están 
dispuestos en forma paralela entre sí, pero perpendi- 
culares al piso de dicho puente. 


5.3, REGIONES DETERMINADAS POR DOS 
RECTAS EN UN PLANO 

Se tienen las rectas 2, y 2, contenidas en un 
plano PP, tal que A e L, yBe L,. A la porción 
del plano TP que contiene al segmento AB, ex- 
cepto los extremos, se le denomina región in- 
terior entre las rectas % y £, mientras que a la 
porción del plano restante, excepto las rectas 


4 y L,, se le denomina región exterior. 


región interior 


región exterior 


En el gráfico anterior se observan las regiones 
determinadas por dos rectas secantes. 


Si las rectas fuesen paralelas, se obtendrían las 
mismas regiones con respecto a un segmento 


dado. En el siguiente gráfico se muestran di- 
Chas regiones. 


región interior 
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-P» Nota 
Los semiplanos son cada una de las 
porciones determinadas en un plano por 
cualquiera de las rectas contenidas en di- 
cho plano. 


semiple ll, ANA YA 
S”—TSs nu. (9) 
Vi 


Enel gráfi coanter ¡or se muestra el plano TP 
y la recta AB contenida en él, la cual de- 
termina dos semiplanos, uno a cada lado 
de la recta. 


3.4. RECTÁ SECANTE A DOS RECTAS 
COPLANARES hn 

Dadas dos rectas contenidas en un plano, al 
trazar una tercera contenida en el mismo pla- 
no, que sea secante a las dos anteriores, se 
- presentan los siguientes casos: 


* Se observa que Z, y £, son secantes y S 
es secante a ellas. 


+  Seobserva que 4 b L, y $ son secantes en 
el punto O. 


—— y 


+ Seobserva que 2, y 4, son paralelas yS es 
secante a ellas. 


Liz] 


En los gráficos se muestra que L, CO H, 
Z, c LH, donde $ es la recta secante a L, 


Dadas las rectas 4 y L, se dice que la recta L 
es una secante a ellas cuando tiene un punto 
en común con cada una de las rectas. Dicha 
recta forma con cada una de las rectas dadas 


- cuatro ángulos. 


A los ángulos de medida o, 0, 4, y se les deno- 
mina internos; y a los de medida a, B, y, 0 S€ les 
denomina externos, debido a la región donde 
se encuentran. 


5.5.1. Ángulos alternos 

Sean dos ángulos, ambos internos O externos, 
que son tomados uno por cada recta dada, Cu- 
yas regiones interiores de dichos ángulos están 
en diferentes semiplanos, es decir, sus interio- 
res son disjuntos. 


En los gráficos anteriores, O y q son las medi- 
das de dos ángulos alternos internos, así como 
también lo son w y y; $ y o son las medidas de 
dos ángulos alternos externos, así como tam- 
bién lo son a. y y. 


Son dos Angulos uno interno y el otro externo, 
tomados uno por cada recta dada, cuyas regio- 
nes interiores están en un mismo semiplano. 
En los gráficos anteriores, $ y y; o. y 4; w y 0; 0 
y y son las medidas de dos ángulos correspon- 
dientes respectivamente. 


5.5.3, 


Son dos Angulo. ambos internos o externos, 
tomados uno por cada recta dada, cuyas regio- 
nes interiores están en un mismo semiplano. 
En los gráficos anteriores, 9 y yw son las medi- 
das de dos 'ángulos conjugados internos, así 
como también lo son (w y db; mientras que a y 
o son las medidas de dos ángulos conjugados 
externos, así como también lo son $ y y. 


5.0. POSTULADO DE LOS 
PONDIENTES 
Las medidas de dos ángulos correspondientes 


formados por una recta secante a dos rectas 
Paralelas son iguales. 


S ÁNe GULOS CORRES- 


Gráficamente 


Si Z, / L,, entonces 


Teorema 1 
Los ángulos alternos (internos o externos) for- 


mados por una recta secante a dos rectas pa- 
ralelas comparten la misma medida. 


o 


£ 


Si 21 L >| 0=0 ) 


— — f y 


nel 


Demostración 


En el gráfico, Z,//£,; además, ú y y son las me- 
didas de dos ángulos opuestos por el vértice. 


051 (0 

Por el postulado de los ángulos correspondientes 
y=0 (ID 

De (D y (ID 
$=0 


—3 


Teorema 2 En P se observa que | 
teor 

Los ángulos conjugados (internos y externos) P+0=1800 0) 

formados por ur'a recta secante a dos rectas | 

paralelas son suplementarios. Reemplazamos (1) en (ID. 


En y+0=180* 
Si Z Lo sl y+0=180* | | 


En forma análoga se demuestra que los ángu- 
los conjugados externos son suplementarios. 


2 


» Observación 


De os teoremas anteriores, mostramos 


Sus recíprocos: 


+. Enel gráfico 


Si ZE, > | B+y=1800 |] 


7) > “Enelgráfico 


z 
Ed, | 
Teorema 1 
En el gráfico 
Za si DI Lo 


En el gráfico anterior, Z, ML, ¿By y son las me- 
didas de dos ángulos correspondientes, por el 


> 
Postulado de los ángulos correspondientes. 


h 
Ñ ] 
+ Poy 0) | 


Ñ 
: e 1 
44 : 


Demostración 


Por P trazamos LIL, y se observa 
x=a+b 
Por teorema de alternos internos 
a=a 
b=08 
. X=0+80 


Teorema 2 
Del gráfico 


si Li Lo 
> a+B+0=360* 


Demostración 


Por Q trazamos LIL; y se observa 


B=a+b 0) 


Por teorema de ángulos conjugados internos 
a+a=180* (ID 
0+b=180" CID 
Sumamos (ID) y (ID. 
0+d+04+b=3602 (IV) 
Reemplazamos (1) en (IV). 
a+PB+0=360" 


Teorema 3 


Del gráfico 


si LL, entonces 


f 
| 0 + Oy +0g+0=5400 | 


DR, 


Demostración 


Por R trazamos 2 //2%, observándose que 
03=0+b -(D 


Por el teorema anterior 
0+07+0=3602 (ID 


Por teorema de ángulos alternos internos 
b+0.=180". CID 


Sumamos (II) y (ID. 
a +07+0+b+4=540" (IV) 


Reemplazamos (1) en (IV). 


01, +09 +03+04=540* 


Teorema 4 
En el gráfico 


si Z/L , entonces 


AAA DER 


0 + (y +0+...+ 0 -1)=180(n-1) 


Teorema 5 
En el gráfico 


Por teorema 


x=0+0 (D 
a=20+20 
> a=2(a+0) (1D 


Reemplazamos (1) en (ID. 


a=2x > x=l 
2 


Teorema 6 


En el gráfico 


si 4/L , entonces 


( x+y=0+04+0 | 
: ) 


Demostración 


Por M trazamos LIL, . Se observa 


9=a+b (0 
Por teorema 

x=0+a (D 

y=w+b (11D 


Sumamos (II) y (UD. 
x+y=a+a+b+0 (V) 


Reemplazamos (1) en (1V). 
. X+Y=0+0+0 


Teorema 7 
En el gráfico 


2, si LINZ 
EEE, 
> UA 13) | 


donde a >b. 


Por teorema 


x+b=0+0 (00) 
2a+20=a+b 
AO (1D 


Reemplazamos (1) en (ID. 


Teorema 8 


En el gráfico 


si LID, entonces 


| x=90* 


Demostración 


< —H_——=> 


Por teorema 


x=B+0 (D 
Por ángulos conjugados internos 
28+20=180" 


B+w=90* (1D 


Reemplazamos (D) en (ID. 


x=90* 


Teorema 9 


En el gráfico 


si ZNZ , entonces b 


o+0+o+y+9=180% 


Aplicación 9 
Según el gráfico, Z!/ SL. Calcule x. 


Por A, B y Q trazamos respectivamente 


Z, Gy Z, tal que Z// ZBNZIZ. Resolución 
Piden x. 
Por postulados de ángulos correspondientes 


a=a 
b=0+a > b=0+0 


c=0+b > c=0+0+0 (D 


Por teorema de ángulos conjugados internos 
y+c+Q=180" (ID 


Reemplazamos (1) en (1D. Por ángulos alternos externos 


y+0+0+0+9=1800 il 0 
a+0+0+y+4=1800 E 
» Observación «sie (ID 
de sn Reemplazamos (II) en (D. 
j x=5(18) 
-. x=90" 


Aplicación 10 
Según el gráfico, ZNID. Calcule x. 


Zi, ciones 


Resolución 


Piden x. 
Á 
| 


l-——» 
105710 


x+90+40"=360" 
x+130=360* 
. x=230" 


Aplicación 11 
En el gráfico, %//L . Calcule O. 


Resolución 
Piden 0. 


Por teorema 
9+0+489=90" 
60=90" 
9=15 


Aplicación 12 
Si A) Z, calcule x. 


Resolución 
Piden x. 


Por teorema 
x=18+B (6) 
Por ángulos dlciios externos 
3P=60" 
> B=20" (ID 
Reemplazamos (II) en (D. 
x=18"+20" 
. x=38" 
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>» 
iografía 


Euclídes 


No hay mayores datos sobre su vida, pero se sabe que vivió en 
Alejandría, Egipto, alrededor del año 300 a. n.e., donde fue llamado 
para enseñar matemática en el Instituto creado por Ptolomeo |. Fue 
autor de alrededor de una docena de iratados que reflejó su erudi- 
ción sobre témas tan variados como astronomía, mecánica, Óptica, 
música y, por supuesto, matemática. En los Elementos, obra com- 
puesta de 13 libros, intenta desarrollar la geometría estableciendo 
primero definiciones y postulados a partir de los cuales se obtienen 
las proposiciones con razonamientos rigurosos desde el punto de 
vista lógico. 


En los libros | a IV establece propiedades de polígonos, círculos y 
construcciones referidas a dichas figuras. 


En el libro Y desarrolla la teoría de las proposiciones que luego utili- 
za en el libro siguiente para el tratamiento de figuras semejantes. 


Los libros VI!, VIII y IX están dedicados a los números naturales y racionales positivos; repre- 
senta a los naturales por segmentos de recta y al producto de dos naturales por un rectángulo. 
Sin embargo, el desarrollo de estos capítulos es aritmético, no geométrico. Ya en el libro X trata 
los irracionales e intenta una clasificación de los mismos. 


Los tres últimos libros están dedicados.a la geometría del espacio, aunque también hey algu- 
nos resultados de geometría plana; solo en el último comprueba las propiedades de riúmeres 
cuadrados, cúbicos, etc., y la famosa proposición que expresa la existencia de infinitos primos. 
Con el método de exhausión de Eudoxo, define poliedros regulares, diedros, esfera y cono, 
además, logra calcular razones entre área y volúmenes. 


a - 2 ido tal 
Desde la primera impresión de los Elementos, acaecida en Venecia en 1482, ha e 
: 18. 
cantidad de reimpresiones que posiblemente solo ha podido ser superada por la Bl 


¡ E 
4/memories/elementseuctidesl.pd 


Adaptado de <www.xtec.cat/sgfp/llicencies/20030 


> Problemas resueltos -< 


Problema 1 

Se tienen los puntos colineales y consecuti- 
vos A, B, C y D, tal que CD=3(BC). Si AC=20 y 
BD=32, calcule AB. 


Resolución 
Piden AB=x. 


En AC, x+b=20 (1 
En BD, b+3b=32 
> b=8 : (ID 
Reemplazamos (ID) en (D. 

x+8=20 
. x=12 


Problema 2 


Sobre una recta se ubican los puntos consecu- 
tivos A, B, C y D, tal que B es punto medio de 
AC. Si 3(BD)=4(AC) y AD=33, calcule AB. 


Resolución 

Piden AB=x. 
A B E D 
AA: 


H—X —=— x — 
Há 88 


Sabemos que 3(BD) =4(AC). 
> 3(33-x)=4(2x) 
99=11x 


". x=9 


4 


Problema 3 

Se tienen los puntos colineales y consecutivos 
A, B y C, tal que AB=12. Calcule la longitud del 
segmento cuyos extremos son los puntos me- 
dios de BC y AC. 


Resolución 
Piden MN=x. 
Á BM N E 


En MC, x+b=a 
> x=a-b 


En AC, 12+2b=2a 
5 a-b=6 


2. xE6 


Problema 4 


En el patio de comidas de un centro comer- 

cial, Almendra observa cinco lugares alinea- 

dos donde se puede comprar. Se sabe que 
DE 


- AC=4(DE), BC==» CD=4 m y AE=34 m. 


¿Cuál será la distancia entre la pollería y el 
restaurante de comida criolla si A, B, C, D y E 
representan a las cajas de cada lugar? 


SIB pa ; 
ENE 


Need aj 
ISS, SS S 
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Resolución 
Sea x la distancia que nos piden. 
Graficamos. 


A B E D E 
HH 4 —— HH 0H 4 ma 20 4 

H——x ——— 
HH 8 4 m 


De los datos 


AC =4(DE) 
DE ¡DE=2a;AC=8a,BC=a 


x=4+2a 


Del gráfico 

en AE, 71a+a+4+20=34 
10a+4=34 
10a=30 
a=3 

en CE, x=4+2(3) 
x=l0m 


Problema 5 


En el pasadizo de un hospital, Alondra obser- 
va la ubicación de cuatro sillas de rueda ali- 
neadas y dice: “La distancia entre la primera y 
última silla es el triple de la distancia entre la 
segunda y tercera silla. La suma de las distan- 
cias entre la primera y segunda con la tercera 
y cuarta es 10 m”. 

¿Cuál es la distancia entre la segunda y tercera 
silla? 


Resolución 
Sea x la distancia que nos piden. 
Graficamos. 

168 28 30 42 


bt 4 ——— X — Hb» 
2 Y 


Sabemos que a+b=10. 


Del gráfico 
a+b=2x 


> 2x=10 
x=5 


x=5m 


Problema 6 

En los ensayos de danza del colegio de Alexis, 
el profesor lo acomoda a él y tres amigos de 
forma alineada, según el gráfico. Si la razón 
entre la distancia de Alexis hacia Brandoul con 
la de Carlos hacia Daniel es la misma que se 
da entre la distancia de Alexis hacia Carlos con 
la de Brandoul hacia Daniel, y entre Alexis y 
Brandoul hay 2 m, ¿cuánto es la distancia entre 
Carlos y Daniel? 


Resolución 
Piden la distancia entre Carlos y Daniel =X. ) 


A B C D Ñ 
SP 


E 2 4 Ax 71 
Sabemos que a 
Ss %a+2x=2x+ax 


2a=ax 


x=2m 


Problema 7 


En una línea recta se ubican los puntos conse- 
cutivos A, B y C, tal que 2(AC)=3(AB) y BC=8, 
Calcule AC, 


Resolución 
Piden AC. 
AC AB 
Sabemos que —===a 
3 2 
> AC=3a n AB=2a 
Á 8 C 


HA 20 —_ AY 8 yy 
O 


Se observa que 6=a. 
> AC=3(6) 
". AC=18 


Problema 8 


Se tienen los puntos colineales y consecutivos : 


A, B,C yD, tal que AB=2(BC)= 5(CD). Si la dis- 
tancia entre los puntos medios de AB y CD es 


44, calcule la distancia entre el punto medio 
de BC y D. 


Resolución 


Sea x la distancia entre el punto medio de 
BCyD. 


Del dato, AB=2(BC)=5(CD) 
2a 


> CD=2a; AB=10a; BC=5a 
Entonces 


Á M B CN D 

——___— _—_—__— __—_ _—____-_—_—. 

H—50 454 + 50 + 0+ 44 
HH 44 


lla=44 > a=4 


—__— aaa 


Para lo que nos piden 


Á B PC D 
qQQOKÓEÓÓOÓKÓ_Q0QÓ0 _ > 
HH 40 1081088 
Hh—x —y 
. x=1l8 
Problema 9 


En una recta se ubican los puntos consecuti- 
vos A, B, C y D, de modo que M y ÑN son puntos 
medios de AC y BD, respectivamente. Calcule 
la distancia entre los puntos medios de BM y 
NC si AC+BD=I. 


Resolución 
Sea x la distancia pedida. 


BT MB CAN D 
Tam nn 
Ha RIA 


Se observa que 


*  m+x+n=b (D 


* x=ms+a+n (ID 


Sumamos (1) y (ID. 
2x=a+b 


Del dato 
2a+2b=1 
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o 
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Problema 10 


En un línea recta se ubican los puntos consecu- 
tivos A, B, Cy D, tal que 4(AB)(CD)= (BO)JAD) y 


1 4 Ha. Calcule AC, Ñ 
10 AD AB 


Resolución _ 
Piden AC=x. 


Datos: 
4(AB)(CD) =(BC)(AD) (0 
1_4 1 
10 AD AB (1 
Se observa 


CD=AD-x a BC=x-AB 
En (D 
A(ABHMAD-x)=(x-AB)(AD) 
> A(ABYAD) -A(AB)x=x(AD)-—(AB)(AD) 


S(AB)AD) =x(4(AB)+(AD)) 
5 4 1 


== —+— 


x AD AB (ID 


Comparamos (II) y (ID. 
5 


“. x=50 


Problema 11 


Sobre una recta se ubican los puntos consecu- 


tivos A, B, C, DyE, tal que AC=CE, AB 
+CD=16 
y DE-BC=4, Calcule CD. 


Resolución 
Piden CD=x. 


A B C D E 


¡A E AAA 
H— b—— 4 bx —+H4=x Y 
a? O a y AAN 


De los datos 
AB+CD=16 
b+x=16 => b=16-x (D 
DE-BC=4 
a-x-(a-b)=4 
a-x-a+b=4 
> b=4+x (ID 
Igualamos las expresiones (1) y (ID. 
16-x=4+x 
12=2x 
.x=6 


Problema 12 


En una recta se ubican los puntos A, B,CyD, 
tal que C es punto medio de BD. 
Si 4(AB)(AD)= 28-(BD)”, calcule AC. 


Resolución 
Piden AC=x. 


A 


Del dato 
A(«—b)(x+b)=28-(2b)' 
4(x? - p?)=28-4b* 
4x2 - 486% =28- 46% 
x=7 
x=47 


Problema 13 


En una de las filas de un cine se sentaron cin- 

co amigos: Andrés, Brandoul, Cinthya, Delly y 

Sandra, en asientos alternados, pero en ese or- 

den. El joven que atiende observó lo siguiente: 

+ Brandoul equidista de Andrés y Cinthya; 
Delly equidista de Brandoul y Sandra. 

* La distancia entre Andrés y Sandra es 13 m. 

* La suma de distancias entre Andrés y Bran- 
doul con Delly y Sandra es 8 m. 

¿Cuál es la distancia entre Cinthya y Delly? 


Resolución 


Sea x la distancia entre Cintha y Delly. 
Graficamos. 


Andrés — Brandoul Cinthya Delly. Sandra 


H— b —+—- bx 
a A A 7 
A | 3m o | 


Dato: a+b=8 (D 
Del gráfico 
b+a+a=13 
8+a=13 
> a=5 (1D 
Reemplazamos (ID en (D. 
5+b=8 * 
b=3 
De la distancia entre Brandoul y Delly 
b+x=a 
3+x=5 


" x=2m 


Problema 14 


Un albañil va a construir una casa, la cual ten- 
drá forma rectangular. Levantó cuatro colum- 
Nas en una de las paredes principales, como 


muestra el gráfico. Su hijo Marco, quien se 
encuentra estudiando en la academia, al rea- 
lizar algunos cálculos llega a la siguiente con- 


clusión: 


A+ n=! y (ABNCD)=16 m? 


¿Cuál es la distancia entre la segunda y tercera 
columna? 


Resolución 
Sea x la distancia pedida. 


E 2 B E e 
H——X == , 
Del dato 
AB CD 
—+—=] 
AC BD d 
AB CD 


O AB+x x4 CD. 
AB(x+CD)+CD(AB+x)=(AB+x)(c+CD) 
CABJX + (ABACO) +(CD)NAB)+ x(eD) = 

CABIX + CABHCD) + x? + xLeD) 


/ 


(CDXAB)=? 


Por dato, (CD)J(AB)=16 m? 
> x=16m 


. x=4m 


= 


Problema 15 


Arturo, Braulio, Cecilia y Diana son cuatro ami- 
gos que estudian en la academia y deciden ir 
juntos a pagar la pensión del mes al banco. 
Por algunas dificultades en la casa de los tres 
primeros mencionados, al llegar a la cola para 
pagar quedaron en las ubicaciones que mues- 
tra el gráfico. 

Si la distancia entre Arturo y Braulio es el tri- 
ple de la distancia entre Cecilia y Diana, y 
además se cumple la siguiente relación: 
AC+2(CD)+BD=8 m, ¿cuánto es la distancia 
entre Arturo y Cecilia? 


Resolución 
Sea x la distancia entre Arturo y Cecilia. 
¿E p ch 
38 EIA 
| 


De la relación brindada 
AC+2(CD)+BD=8 m 
x+20+x-30+/=8m 
2x=8 m 


. x=4m 


Problema 16 


Se tienen los ángulos consecutivos AOB, BOC, 
COD y DOE, tal que 

m=xAOB=20", mxBOD=m=<DOE y 
m=x=xCOE=m=xBOC+m-=xBOD=90* 

Calcule m=xAoc. 


56 


Resolución 
Piden mxAOC=x. 
Graficamos. 


Del dato 
m=xBOC+m=xBOD=90* 
x-20%a=90" 

> a=110”-x (MD 


Del gráfico 
2a=90%+x-20* 
2a0=x+70" (ID 


Reemplazamos (1) en (1D. 
220-2x=x+70" 
150*%=3x 

. x=50" 


Problema 17 


Edgar y sus tres amigos se sientan alrededor de 
una mesa rectangular, como muestra el gráfico. 
Si él observa que la medida del ángulo formó" 
do por las visuales hacia Milton y Víctor, yl 
medida del ángulo formado po! las a 
hacia Aldo y Joel están en la razón de 2 16 
calcule la medida del ángulo formado por 
visuales hacia Milton y Aldo. 


Milton 


e 


Resolución 
Sea x la medida del ángulo pedido. 


Veamos el gráfico. 


M 


20-400 


Como mx JEA +m x<AEM=m-<JEM 
> 30+20-40”=130" 
58=170" 
0=34" 
En el <VEM 
x+40"”=2(345) 
. x=28" 


Problema 18 


Desde una cámara de vigilancia, la cual se 
encuentra en la parte alta de un edificio, se 
observa a Cecilia con un ángulo de depresión 
que mide la mitad de la medida angular for- 
Mada por la visual hacia Alondra con la pared 
de dicho edificio. Calcule la medida del ángulo 
de depresión hacia Alondra. 


cármnara 
rde vigilancia 


Resolución 
Sea x la medida del ángulo pedido. 
Graficamos. 


P 


En el x< RVA 
x=36+0a (D 
En el <RVP 
30-+36"=90" 
30=54" 
a=18* (ID 
Reemplazamos (II) en (D. 
> x=36418" : 
Lx o 


Problema 19 


Se tienen los ángulos consecutivos AOB, BOC y 


COD, tal quela mx AOB=18*ylam=<COD=24". 


Calcule la medida del ángulo formado por las 
bisectrices de los ángulos AOC y BOD. 


Aesolución 
Sea x la medida del ángulo que nos piden. 


OP : bisectriz del x<AOC 
00 : bisectriz del «BOD 


Se observa que 
<AOC: x+0=0%+ 18 (0 
<xBOD: x+0=24"%+0 (ID 
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Sumamos (1) y (ID. 
2x=18%24" 
. x=21" 


Problema 20 


Se tienen los ángulos consecutivos AOB y BOC 
cuya diferencia de medidas es igual a 567. 
Calcule la media del ángulo formado por OB 

y la bisectriz del ángulo AOC. 


Resolución 
Sea x la medida del ángulo que nos piden. 


RÓ 


M 


OM bisectriz del <AOC 
Por dato 


m=xBOC-m-=xAOB=56" 
> x+0+x-09=560 
2x=560 
. x=28" 


Problema 21 


Se tienen los ángulos consecutivos AOB, BOC y 
COD, tal que 2(m<BOD)+2(m<COD)=3 m<BOC. 
Si mxAOB=0, y MXAOC=P, calcule m<xAOD. 


Resolución 
Piden mxAOD=x. 


-——— 


Dato: 2(m<BOD) +2(m <COD)=3(m <BOC) 
Del gráfico, reemplazamos en el dato. 
2(x-0)+2(x-P)=3(B-0) 
2x-20.4+2x-28=3B -30 
4x=5P-0' 
El 
4 


Problema 22 


Se tienen los ángulos consecutivos AOB, BOC 
y COD, tal que los ángulos AOC y BOD son 
suplementarios. Si la m=AOB=2(m=<COD) 
y mxBOC=42*, calcule la medida del ángu- 
lo formado por las bisectrices de los ángulos 
AOB y COD. 


Resolución 


Sea x la medida del ángulo pedido. 
Graficamos. 


Se observa que 
x=30+42" (D 
Del dato, m<COD=28, entonces mxA0B=40. 
También 
m=xAOC+m=xBOD=180* 
> 40+42%42%20=180" 
60=180"-84" 
60=96" 
30=48" (1D 
Reemplazamos (ID) en (D. 
x=48442" i 
“. x=900 á 


Problema 23 


Se tienen los ángulos consecutivos AOB, BOC, 
COD y DOE, tal que A, O y E son colineales. Si 
m<BOE=mx<AOB+m=xCOD y la medida del 
ángulo formado por las bisectrices de los án- 
gulos BOC y DOE es 60", calcule m<xAOB. 


Resolución 
Piden mxAOB=x. 
Graficamos. 


Del dato 
m=<BOE=mxAOB+m=xCOD 
> 60+o+r0=x+60a-8 
2(09+8)=x > 57 0.+8 
Sabemos 


x+ 0. +60%0 =180* 


x 3x S 
x+==120% — ==120* 
2 2 


x=80" 


Problema 24 


Cristian repartirá su torta de cumpleaños 
entre sus hermanos como se muestra en 
el gráfico. Calcule el suplemento de a si 
mxA0OD=m=xDOC=3(m=x COB). 


O O En 
Sandra. 135510 Rosa - 


--7.80% Janeth 


Resolución 


Piden Sa. Graficamos considerando una vista 
adecuada de la torta. 


Del gráfico 
70.+80%=360* 
7a=280" => 0=40* 
S40”=140" 


Problema 25 


La profesora Sandra lleva a cuatro estudiantes 
al parque para realizar ejercicios y los acomo- 
da según el gráfico. La línea visual 1 con la lí- 
nea visual 3 forman un ángulo de medida 80", y 
las líneas visuales 1 y 4 forman una medida de 
140”, Calcule la medida del ángulo que forman 


“las líneas visuales 2 y 3 sabiendo que los niños 
Son del mismo tamaño. 


Resolución 
Sea x la medida del ángulo pedido. 
Graficamos adecuadamente. 


59. 


Dato: 
x+a=80* 

> a=80—x (0 
2a+x=140* (ID 


Reemplazamos (1) en (ID. 
2(80—x) +1 =140* 
160—2x+x=140? 
160— 140"=x 

5 x=207 


Problema 26 


Edgar se encuentra en una calle y observa, en 
la parte superior de un poste, un letrero de no 
estacionar y un perro, tal como se muestra en 
el gráfico. Si la línea visual 1 con la línea visual 
2 determinan un ángulo que es la cuarta parte 
del ángulo formado por la línea visual 2 y la 
línea visual 3, la línea visual 2 es bisectriz del 
ángulo determinado por las línea visual 3 y la 
línea vertical. Si la medida del ángulo formado 
por Edgar y la línea visual 3 es 40”, calcule el 
complemento del doble del ángulo formado 
por las líneas visuales 1 y 2. 


Resolución 
Piden C2a. 


Del gráfico 
80+40=180* 
80=140" 

E 
2 


ca) css 


C35=55" 


QA = 


Problema 27 


En el gráfico, OX es bisectriz del ángulo 
AOC y OY es bisectriz del ángulo BOD. Si 
m=COD=100%, m<XOY=80", calcule m<AOB. 


Resolución 
Según el gráfico, piden m<AOB. 


La mxAOB=2a+B. 

De los datos 
B+28=100* (0) 
a+p+0=80" (Mm 


En (ID 
9=80—a-—B 


Reemplazamos en (1). 
B+2(80-a-f)=100* 
B+160-20.-28=1008 

> 20+B=60* 

. MXAOB=60* 


Problema 28 


Dados los adyacentes suplementarios AOB y 
BOC, OX, OY y OZ son bisectrices de los án- 
gulos AOB, BOC y XOY, respectivamente. Si 
m=xAOB-m=<BOC=40", calcule la m=ZOB. 


Resolución 
Según el gráfico, piden 9. 


h 


AN 


Del dato 
20-28=40" 
> a-B=20> (D 


Del gráfico 
20+28=180> 
D a+pB=90" (ID 


En el gráfico, mx XOY=a.+ 15) 
MXOY=90? 


Como OZ es bisectriz del «XOY 
2 MXXOZ=mxZOY= 450 


Del gráfico, 
0+PB=45" 


Sumamos las ecuaciones (1) y (ID. 
2a=1109 
a=55 => f=35" 
8=10* 


Problema 29 


Se tienen los ángulos consecutivos AON, 
NOM y MOB, tal que mxAOB=90". Si 


-MXAOM+m<NOB=150", calcule la m <MON. 


Resolución 
Graficamos. Piden x. 


B? 


Se observa que 
A+x+0=902 


Del dato, tenemos que 
ana 0+x=1502 


. x=60* 


Problema 30 


Se tienen los ángulos consecutivos AOB, 
BOC y COD, tal que m=BOD=80* y la me- 
dida del ángulo formado por las bisectri- 
ces de los ángulos AOB y COD es 110". Si 
m=AOB+m-<COD=100*, calcule mxAOB. 
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Resolución 
Graficamos. Piden 20. 


Por el dato 
m=xAOB+m=xCOD=100* 
20.+20=100" 
a+0=50* 

Del gráfico 


502 : 
9 +20=80% => 20=20% 
ed 8=10% “ 
Reemplazamos (ID) en (D. bis 
a+ 10%=50" 
a.=407 
20.=80" 


Problema 31 


La diferencia entre el triple del suplemento de 
un ángulo y siete veces su complemento es 
igual a 50”. Halle el suplemento del doble de 
dicho ángulo. 


Resolución 

Sea O la medida de dicho ángulo. 

Piden Sp. 

Dato: 3S-7C=50" 

> 3(180”-0)-7(90"”-8)=50 
540”-30-630%+70=50" 
40=140" > 20=70" 

*. S7p=110* 
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+ 0 +0 =1102% 0 - 602 La | Y 


Problema 32 


La suma de complementos y Suplemento 
de dos ángulos es 240", Si se sabe que la Eo. 
rencia de medidas de dichos ángulos es A 
calcule el complemento de la medida angular 
mayor. 


Resolución 

Sean o. y O las medidas de dichos ángulos don. 

de 0.>0. d 

Piden C.,. 

Sabemos que C,¿+C¿+8,+S9=240". 
90”— 0 +90”-8+180—a+180”-8=240" 
540” 240”=20.+20 

> a+0=150* (0 

También sabemos que a.-9=20* (11) 

Sumamos las ecuaciones (1) y (1D. 
2a=170" 


Eróblema 33 
El doble del suplemento del complemento de 
un ángulo es igual al triple de dicho ángulo 0d 
mentado en 100”. Calcule el doble del comple 
mento de dicho ángulo. 


Resolución l 
Sea 6 la medida del ángulo. | 


Piden 2C0. | 
Dato: Ñ 
25C0=38+100* ' 
2(180*- (90*-0))=30+ 100? 


2(90*+ 6) =30+100* | me 

180*+20=30+100* l 
=> 0=80" 
Reemplazamos en lo que 

2C80= 2Xx 10? ! : 4 
2. 208020" 


piden. 


Problema 34 


Se tienen dos ángulos suplementarios. Si el 
suplemento del complemento de una de las 
medidas es el doble de la medida del comple- 
mento del suplemento del otro, calcule el su- 
plemento de la diferencia de dichas medidas 
angulares. 


Resolución 

Sean a y B las medidas angulares. 
Piden S (diferencia de las medidas). 
Datos: 


a-+$=180* 0) 
SCa=2C5B 

> 180”-(90*-0)=2(90*- (1802 p) 
90%0:=2(B-90> 
90%0=28-180* f 
28-0.=270* UN 

Sumamos (1) y (ID. Y o S 
a+B=180* 
2P-0=270" 

> 3$=450" 
B=150* a au=300 

:. S(150”-30*)=5120=60* 
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Problema 35 


La suma de las medidas de dos ángulos es 
100” y el suplemento del doble de uno de ellos 
es el doble del complemento de la otra medi- 
da. Calcule el suplemento del doble de la me- 
dida angular mayor. 


Resolución 
Sean o. y O las medidas de los ángulos. 
Piden S2(medida mayor). 
Datos: 
0.+8=100* (0 
C20.=2C0 
> 90”-20a=2(90*-9) 


90”-20=180"-20 

20-20.=90* 

0-a=45* (ID 
Sumamos (1) y (ID. e 

0a.+0=100* l6 


0-a=45* 
> 20=145 

9148, 55 

2 2 


s[? Xx 15). S145" =35" 


Problema 36 


¿En cuánto excede el suplemento de la suma 
del suplemento del complemento de un ángu- 


3, lo con la tercera parte del complemento del 
i triple de dicho" ángulo a la diferencia del com- 
d plemento de otro ángulo con la quinta parte 


del suplemento € quíntuplo de dicho ángulo? 


Según el enunciado del problema, piden 


Es s| sta )+ en). (co- 569) M 
A A 


A B 
— 
> 


A=1802 (180 (90% — 01) + 


A=180%-(90%+ £í +30%+ gí) 
Ñ : 


> A=60* (1) 
A E =) 
B=90"- 8 -36"+ Y 

> B=54 (ID 

Reemplazamos (ID) y (IID en (D. 
E=60"-54 

. E=6" 
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Resolución 
Piden a+0. 


Problema 37 
En el gráfico, GP Lo. Si a+b=40", calcule 
x+y. 


Sabemos que 
a+a+ro+0=180* 


Resolución 
3a+8=180* (D 


Piden x+y. 
8+0+20%20=180" 
a+30=160" (ID 


Sumando (1) y (ID tenemos 
4(0.+0)=240" 


-a+8=60* 
Dato: a+b=40* ; 
Problema 39 , 
Sabemos que 
x+4=150 
a+b=5w | 


> 4050 
|lx3 
120=15w * 
. x+y=120" 


Problema 38 Resolución: 
En el gráfico, P1//L2 . Calcule 040. Piden x. 


»» Recuerde Problema 41 


- 


e En el gráfico, 20.-f > 38”, Calcule el mínimo 
| entero de x si L¡//P,. 


E 
e a-b 
ú 2 


70+b=a-B+B 
70'=a-b 


709 
> = 
dE 


- x=350 , Resolución 
Piden x 


mín. ent. 


Problema 40 ) 
En el gráfico, L Lo y m//n:. Calcule x. 


“Por dato po 
20.-P>38* 


Sabemos 
x=20+9 (D 
28$+20=180" 

=> B+0=90* 
8=90"-B (ID 


Piden x. 


Reemplazamos (II) en (D. 
x=20.+90”—fB 


> 20.-B=x-90* 
LND: x+ Bara En el dato 
Min:60+a=B+1800-5x-a ya x—90”>38" 
> Xx+60%B+0=0+8+180%-5x x>128* 
6x=120> 
" x=200 q “ Xmín. ent.= 1299 
=> 65 


Problema 42 


En el gráfico, a+8 < 238”. Calcule el mínimo en- 
tero dexsi LD1/Lo//L3. 


Resolución 
Piden Xmín. ent. 


Dato: 
a+0<238" 
Sabemos 
x=a+b 
3a+8=180" (D 
3b+a=180 (ID 
Sumamos (1) y (ID. 


3(a+b)+a+8= 3602 
va+b) 


x 
En el dato 
360”-3x<238* 
122*<3x 
40,6"<x 


. a o 
- Xmin. en=41 


AAA 
Problema 43 


Según el gráfico, calcule x. 


Resolución 
Piden x. 


BY 
18020 


Trazamos Lo//L1. 


Completamos las medidas angulares mediante 
teoremas. 7 


AB//PO => x+90=0w+180-y (D 
180—20+2y=90%90" 

2y=20 

y=0 el (ID 


Reemplazamos (II) en (D. 
x+90”=w+ 1800 
x=180"-90* 

. x=290" 


En el gráfico, calcule x 


A .B C D 
HU 8 3 x — HH Y —y 
A 


B) 7 Cc) 8 


E) 10 


A) 8 
D) 13 


B) 10 C)+*12 


E) 16 


En el gráfico, = = E Si AD=32 y CD=14, 


calcule x. 


Á B ( D 
E=x — 
A) 4 B) 5 O 6 
D 7 E 8 


En el gráfico, OM es bisectriz del <AOB. 
Calcule x. 


A) 20* 
B) 40* 
C) 10* 
D) 30* 
E) 50* 
»» 
LAVES 
1 33 ' 
2 4 E3 


e 


En el gráfico, OD es bisectriz del «BOE. 
Calcule x. 


A) 24? 
B) 28? 
C) 31* 
D) 32" 
E) 33" 


El suplemento de una medida angular es 
igual al triple de dicha medida. Calcule la 
medida angular. 


40" 
50* 


A) 30% 60? 


B) 45 


El suplemento del suplemento del comple- 
mento del complemento de una medida 
angular es igual a la mitad de su comple- 
mento. Calcule dicha medida. 


A) :30* 
D) 45" 


B) 15 C) 60 


E) 20 


En el gráfico, 4//L. Calcule x. 


A) 25 B) 35* O 30% 
D) 40 E) 45 
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no 


> Problemas propuestos 


Nivel básico 4, La diferencia de las medidas de dos ángu 


los adyacentes AOB y BOC es 3g* Calcul 
En una recta se ubican los puntos consecu- o . ñ * SAlCule 
la mxBOD si OD es bisect 
tivos A, B, C y D. Si AB=BC y 2(BD) -AC=12, riz del «AOC, 
calcule CD, A 36 
B) 28” 
A) 4 B) 6 O 8 a 490 
D) 10 3 12 D) 38* 
: De dl E) 19* 
Jair es profesor de Educación Física y para 
tudiant iecen liza 
ol E ta MRE RRA E DEIS 5. Se tienen los ángulos consecutivos AOB, BOC 
calentamiento coloca sus conos alineados. Ñ 
Si AB=BC, BD=DE y AC+2(CE)=12 m, cal- y COD, tal que m=xBOD-3(m=<xA0B)=60 
cule DE y mxCOD=3(m=xAOC). Calcule m<xBOC, 
e A) 12 B) 15 Cd) 18* 
p : D) 22* E) 25 
EAS E OS PE DE 


E 


5. Alondra lleva a sus sobrinos al parque para 


que puedan jugar. Ella los acomoda para 
darles algunas indicaciones, según el grá: 
fico. Si las líneas visuales 1 y 3 forman un 
ángulo de medida 100*, y las líneas visuales 
2 y 4 forman un ángulo de medida 70”, cal- 
cule 9. Considere que los sobrinos Son del 
mismo tamaño. 


A) 6m B) 5m O 4m 
D 3m E) 2m 


Alessandro está jugando en la sala de su 
casa. Él ubica sus carritos en línea recta 
junto a él. Su hermana observa la posición 
de estos y afirma: "AB=2(DC), DC=20 cm y 
CA=70 cm. 


¿Cuál es la distancia entre los carritos D y B? 


A AT Ea 


A) 30 cm B) 40 cm 


CO) 35 cm 
D) 45 cm 


A) 35 B) 30* c) 40 
E) 50 cm 


D) 502 : E) 25 


7. Mario, al ir al parque, el cual está cerca de 
su casa, observa a su hermanito llorando, 
pues sus globos se le escaparon y queda- 
ron atrapados en una palmera, tal como 
muestra el gráfico, Se observa que la línea 
visual 2 con la línea vertical forman un án- 
gulo cuya medida es 80", y esta es el doble 
de la medida que forman Mario con la lí- 
nea visual 1, Calcule la medida del ángulo 
que forman la línea vertical con la línea 
visual 3. 


línea! 
vertical: 


S 


va 
Y 


9-19 


> 


A) 40* 
D) 60* 


B) 30" 


C) 50” 
E) 45” 


€. La suma de las medidas de dos ángulos 
es 80” y el complemento del primero es el 
doble del segundo. Calcule la diferencia de 
las medidas de dichos ángulos. 


A) 70* 
D) 50* 


B) 109 C) 602 


E) 40* 


9. Enelgráfico, 21//L2. Calcule x. 


- A) 450 
D) 90 


B) 30 


C) 60* 
E) 70* 


10, En el gráfico, calcule x. 


ys 


A) 30* 
D) 25” 


B) 24” Cc) 20* 


E) 22” 


, Felipe debe armar un prisma con carrizos 


para presentarlo como trabajo en su escuela. 
Para ello colocó los carrizos sobre su mesa 
rectangular como muestra el gráfico. Su her- 
mano mayor, Braulio, observa que la ubica- 
ción de los carrizos forma medidas angulares 
en cierta proporción, lo cual le permite co- 
nocer la suma de x con y. Halle dicha suma. 


A) 56” 
D) 63 > 


B) 58* 


C) 60* 
E) 667 


Nivel intermedio 


En una recta se ubican los puntos consecuti- 
vosA,B,CyD, tal que 10(4B)=5(BC)=2(CD) 
y AD=32. Calcule la longitud del segmento 
que tiene por extremos los puntos medios 
de AB y CD. 


A 15 
D) 18 


B) 20 C) 16 


E) 22 
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13, Se tienen los puntos colineales y consecu- 


14, 


—h 
an 


70 


16. 


tivos A, B, Cy D, tal que BD=10. 
Si (4B - CDXAD+BC)=21, calcule AC. 


A) 9 B) 10 O 1 
D) 12 E) 13 
En una recta se ubican los puntos consecu- 


tivos A, B, Cy D, tal que BD=2(A4B). 


Si AC, L_ 
AB BD 
calcule CD. 
A) 1 B) 1/2 C) 3/2 
D 2 E) 1/3 


. En Fiestas Patrias, para iniciar las celebra- 


ciones se disparan desde el patio de Pala- 
cio de Gobierno cuatro cañonazos. 

Los cañones se han distribuido de forma 
colineal como muestra el gráfico, pero un 
soldado al observarlos se da cuenta que la 
distribución está errada afirmando que la 
suma de distancias del cañón A hacia B y 
del cañón C hacia D es 14 m, y la diferencia 
entre las distancias del cañón C hacia D y 
del cañón B hacia C es 6 m. ¿Cuál será la 
distancia entre el cañón A y el cañón C? 


E O > 
A 


A) 6m 
D 9m 


B) 7m O 38m 


E) 10m 


Omar lleva a su hermanito Andrés al par- 
que para que jueguen volando cometa; 
también los acompaña su mascota. En un 
instante, como muestra el gráfico, Omar 
observa la cometa, a su hermanito y a su 
mascota, dándose cuenta que la medida 
del ángulo formado por las visuales hacia 
Andrés y la mascota es 76, 


Calcule la medida del án 
las bisectrices de los áng 
las visuales hacia André 
las visuales hacia la co 


gulo que (Oran 
ulos formados Por 
S y la cometa O 
Meta y la Mascota. 


- Eo Cometa 


A) 34? 
D) 422 


B) 36? 


O) 38* 
E) 40" 


17. Se tienen los ángulos consecutivos AOB, 
BOC y COD. Si m=<xAOB=3(mxCOD), 
m=A0C=120* y m<xBOD=100", calcule la 
medida del ángulo formado por las bisec- 
trices de los ángulos BOC y AOD. 


A) 6? 
D) 10* 


O 8” 
E) 12* 


B) 5 


18. Edgar se fue de campamento con su £> 
posa e hijos a la playa, y Para cuidarlos 
de la noche desolada los acomodó a 
muestra el gráfico. Si las líneas loe ES 
3 son perpendiculares, la línea visual de 
bisectriz del ángulo formado por las qe 
visuales 3 y 4, y la medida del ángulo 10” 


les 3 y 405 
lo formado por 


mado por las líneas visual 
calcule la medida del ángu 
las líneas visuales 2 y 3. 


19, 


20, 


al, 


22. 


23. 


Se tienen los ángulos consecutivos AOB, 
BOC y COD, tal que mx AOB=3(m=<COD). 
Si m=< 140% y mxBOD=120", calcule la me- 
dida del ángulo formado por las bisectrices 
de los ángulos BOC y AOD. 


A) 10% 
D) 15? 


B) 12? C) 14? 


E) 16* 


Se tienenlos ángulos consecutivos AOB, BOC 
y COD. Se trazanlas bisectrices OM, ON yOQ 
de los ángulos AOB, COD y MON, respecti- 
vamente. Si 2(m=xMOD)=32%+3(m=<DO0), 
halle la mx QO0C. 


A) 12? 
Dj Za* 


B) 24 C) 18? 


E) 16? 


Calcule el complemento del doble de la 
medida de un ángulo si los dos tercios del 
suplemento del complemento de dicha 
medida es igual a su complemento. - 


A) 36? 
D) 62* 


B) 722 O) 54? 


EJ 52* 


La diferencia entre el doble del suplemento” 


de la medida de un ángulo y cinco veces su 
complemento es 60”. Calcule la mitad del 
suplemento de la medida de dicho ángulo. 


A) 55% 
D) 70* 


B) 60” C) 65 


EJ 75? 


En el gráfico, 21//22. Calcule a. 


24, 


25, 


A) 35" B) 40" C) 500 
D) 55? E) 30* 
En el gráfico, si L1//L2, calcule x. 
A) 15 B) 20* C) 25 
D) 30* E) 35” 


Rosa elabora triángulos rectángulos con 
cartulina para.un trabajo del colegio y en 
un descuido dejó uno de sus triángulos 


. sobre la mesa. Su hermanita Sandra, de 4 


A) 40 
D) 60* 


años, a quien le gusta cortar muchas imá- 
genes y crear figuras con papel, encontró 
el triángulo y lo recortó como muestra el 
gráfico. Rosa observa las características 
del corte que hizo su hermanita y se pro- 
pone calcular x. Halle el valor de x. - 


B) 30? 


C) 50 
E) 45" 
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Nivel avanzado 


96. Cuatro niños, Mario, Juan, Sandra y Cecilia, 
se alinearon en ese orden para realizar un 
juego en su escuela. Si la distancia entre 
Mario y Sandra es igual al triple de la dis- 
tancia entre Sandra y Cecilia, la distancia 
entre Mario y Juan es la cuarta parte de la 
distancia entre Juan y Sandra, y la distancia 
entre Mario y Cecilia es 4 m, calcule la dis- 

- tancia entre Juan y Cecilia. 
A) 3m B)32m 

D) 3,8m 


C) 34m 
E) 3,6 m 


152] 
o] 


. Sean los puntos colineales y consecuti- 
vos A, B, C, D y E, tal que AB+CD=3(BC) 
y DE=AB. Si luego se ubica el punto medio 
de BE, M, donde MD= 2 y AE=16, calcule 
MC. 


A) 2 B) 3 O 4. 
D) 5 E) 6 


£, En una recta se ubican los puntos conse- 
cutivos A, B, C y D. Si se cumple que la re- 
lación 4(AB)-BD-2(CD)=4, AB=3 y AC=5, 
calcule AD. 


no 


—<y 


29. En el gráfico, 21//22. Si a.<90>, calcule e 
mínimo valor entero de x. 


A) 44 
D) 91 


B) 45" C) 89" 


E) 46 


30. En el gráfico, 2,/L, y La (/L,. Si a<60, 
calcule el mayor valor entero de x. 


Z, 
- A) 119 B) 115 cy 120* 
D) 121 E) 125” 


Capítulo 


Ll 


y 17 


Ca 


DUEGRE RA 
'or valor entero dex, 


Triángulos 


Edgar Marlon Agreda Naquiche 


CAPÍTULO II 


TRIÁNGULOS 


- Objetivos . 
» - Conocer los teoremas, clasificación y lineas notables asociadas al triángulo. 
> Utilizar adecuadamente los teoremas del triángulo en la. resolución de problemas. 
+. Hacer uso del estudio del triángulo a situaciones de la vida cotidiana. 


introducción 


Alo largo de la evolución histórica del hombre, se presentaron diferentes dificultades, por ejemplo, 
hacerle frente a los fenómenos naturales, buscar alimento para su familia, así como escoger un 
lugar para establecerse, las cuales permitieron que desarrollen diversas habilidades. El hombre 
primitivo se dedicó a la caza y a la recolección, para ello necesitaba herramientas que fabricó utili- 
zando piedras, las cuales talló de diferentes formas, siendo la forma preferida la triangular. De esta 


forma construyó la lanza y el arpón, objetos que le ayudaron a sobrevivir hasta que descubriera el 
fuego y desarrolle la agricultura y ganadería. 


Ya en la etapa del esclavismo, en las sociedades de Mesopotamia y Egipto, encontramos los prime- 
ros indicios del uso de las figuras geométricas. Fueron los egipcios los que desarrollaron de manera 
más profunda y ordenada el conocimiento sobre el triángulo y lo emplearon en la construcción de 
las pirámides, así como para medir las pérdidas de parcelas (lo realizaban los tensores de cuerdas, 
“agrimensores”) cuando el río Nilo se desbordaba. También Grecia tuvo varios representantes de- 
dicados al estudio de la geometría, entre ellos destaca Euclides con su obra Elementos, en la que 
encontramos proposiciones para el triángulo. : 


En la actualidad la forma del triángulo es usado para construcciones arquitectónicas, para construir 
mesas y ventanas, para ir de un lugar a otro usando menor recorrido; también para el diseño de 
interiores, Obras de arte, etc; pero para ello se debe conocer las características y teoremas que se 
cumplen en el triángulo, aspectos que se estudiarán en este capítulo y serán analizados mediante 
demostraciones y ejercicios de aplicación. 
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1» DEFINICIÓN 
Es aquella figura geométrica formada al unir tres puntos no colineales mediante Segmentos q 
e 


línea coplanares, los cuales se intersecan solo en los puntos mencionados. 


B B B 


E + (b) d (0) 

(a) Es un triángulo rectilíneo, pues para unir los puntos se ha usado segmentos de recta. 

(b) Es un triángulo curvilíneo, pues para unir los puntos se utilizaron segmentos de línea curva. 
(c) Es un triángulo mixtilíneo ya que para unir los puntos necesitan segmentos de línea recta y 


también de línea curva. 


Después de haber establecido la definición general del triángulo, enfocaremos nuestro estudio 


; .x *12 ss 2 Ñ su 
exclusivamente en el triángulo rectilíneo (al que denominaremos triángulo) y plantearemos 


definición y sus diferentes teoremas. 


2» TRIÁNGULO RECTILÍNEO (TRIÁNGULO) 


2.1. DEFINICIÓN 


PA = > de recta. 
Es la figura geométrica que se forma al unir tres puntos no colineales mediante segmentos 


ty 


Elementos 
+ Vértices:A,B yC 
*  Lados: AB, BC y AC | 


Notación 


3 a p 
E AABGC: Se lee “triángulo de vértices A, By 


» Recuerde ao $ jocanis | 
cífico de cómo LE 


; ga notación debemos tener en cuenta que no existe un orden espe 
Aetras mayúsculas de los vértices. Podemos denotarlo de las siguientes MM 


AABC; ABCA, ABAC 0000 


aneras: ; 


PS 


2.2. REGIONES DETERMINADAS 
TRIÁNGULO 


Todo triángulo divide al plano que lo contiene 


POR EL 


en tres conjuntos de puntos: la región interior, 
la región exterior y el triángulo propiamente 
dicho. 


región 


exterior 


2.2.1. Región triangular 
Es la reunión de un triángulo y su región 


interior. 


Del gráfico 


B B B 
”n 
pes la 
UU) dá :N == 
us Y Ñ 
AETCAAAEA, 
Á COA C OA C 
triángulo región tiangular — resión blenguler 
ABC delABa  = del ABC 
Notación 


AABC: Se lee “región triangular de vértices A, 
B y (" 


» Recuerde. 


La región interiór de ún triángulo: no con 
tiene: al riángulo que lo determin: nas 


22,2% Perímetro de la región triangular 
Es la suma de las longitudes de los lados del 
triángulo que limita a dicha región. 


IS 
ES 


praaro=aro +e 
Notación 


2p(AABC): Se lee “perímetro de la región 
triangular ABC” 


De manera convencional, p(AABC) se lee semi- 
perímetro de la región triangular ABC, entonces 


a+b+c 


p(AABC) = 3 


2.2.0. Región exterior del triángulo 

En la peón exterior del triángulo, prolonga- 
mos los lados; de esta forma podremos reco- 
nocer seis regiones. Tres de ellas están aso- 
ciadas a los lados del triángulo y sus nombres 
dependen de dicho lados; las otras regiones 
solo son regiones exteriores. 

región 
exterior 


. resión 
résión exlegor 
* exterior : “relativa 
y relativa aBO 
AB 


región 


* región exterior 4 
Pe exterior 


relativa a AC. 
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A 


Para ubicar puntos en las regiones que determi- 
na el triángulo en el plano que contiene, consl- 
deremos como ejemplo el siguiente gráfico: 


+  Pestá enla región interior del AABC. 

+ Qestáen AB (0 pertenece al lado AB). 

+  Mestá en la región exterior relativa a BC. 
.  Nestá en la región exterior relativa a AC. 
»  Festá enla prolongación de AC. 

»  Eestá en la prolongación de CA. 

+  Restá en la prolongación de CB. 


2.3. ÁNGULOS DETERMINADOS POR EL 
TRIÁNGULO 


2.3.1. Anguio interior del triángulo 


Es cualquiera de los ángulos, determinado por 


un par angular de triángulo. 


En el AABC, AB y BC forman el par angular 
ABC (ZABC). 


Además, BM y BN forman el ángulo MBN 
(<MBN o xABC). 


Entonces el 4ABC determina el «MBN (< ABC). 
Por lo tanto, el «ABC es ángulo interior del 


AABC. 


78 


——y 


D Nota 


Dos lados de un triángulo no forman un 
ángulo, sino un par angular. Pero dos la- 
dos determinan un ángulo al cual se le 
llama ángulo interior del triángulo. 


) julo exterior del triángulo 
Es el ángulo que forma un par lineal con uno 
de los ángulos interiores del triángulo. 


1 £ 
M/ 
y 


+ El «ABC es uno de los ángulos interiores 
del AABC. 

+ El <NBM forma un par lineal con el <ABC. 
Entonces <NBM es un ángulo exterior del 
MABC. 


[mn <nam=o | 
A a 


» Nota ELETES RT 
zar 3Ángu 


En un triángulo se pueden tral a 
los interiores y 6. ángulos AS 


EN El 
2,4, TEOREMAS FUNDAMENTALES 
TRIÁNGULO 


Teorema 1 


PE] 


A 
O C 
A 
En el gráfico se cumple 


o+p+0=180 , 


ló siguiente: a 


Demostración 


Trazamos porB a P: P//AC. 
Por ángulos alternos internos 

a=o y 6=y (D 
Sabemos 


0+B+y=180* (ID 


Reemplazamos (1) en (ID. 
. aA+B+0=1802 


Teorema 2 


Del gráfico se cumple que 


(ETE 
a+b+c=360" | 


Demostración 


ción de AB tal que L//AC. 


Sabemos que 
0+b+c=3602 


Trazamos L, que interseca a la prolonga- 


Por ángulos alternos internos 
a=0 (ID 

Reemplazamos (II) en ()). 
a+b+c=360" 


Trazamos BP//AC 


Sabemos que 
y+b+w=360" (D 


Por ángulos correspondientes 
y=a y 0=c (ID 


Reemplazamos (ID) en (D. 
a+b+c=360* 


Del gráfico 


Sabemos que 


* a+pP+0=180 (0 

*  a+o=180" (ID 
-  c+0=180* (ID 
- b+B=180" (IV) 


Sumamos (ID, (ID y (IV) 
a+b+c+a+0+B=540%  (V) 


Reemplazamos (1) en (V). 


 a+b+c=360" 
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Teorema 3 


4 
A 


Del gráfico, se cumple que 


x=a+B | 
EAS 


Demostración 


80 


Por B trazamos 4: LP ¡AC 


Por ángulos alternos internos 
x=0+B 09) 
8=0 (ID 


Reemplazamos (II) en (D. 
. x=0+p 


A partir del gráfico 


sabemos que 
0a+B+0=180" (D 
x+w=180* (ID 


Igualamos (1) y (ID. 
0+P+0=x+w 
a+ P=x 


Teorema 4 
Se le denomina teorema de corres 


eZ Pondenc; 
en el triángulo. 0% 


C 
A partir del gráfico, si a>c, se cumple lo si- 
guiente: 


Demostración 


Como a>c, seaP € BC tal que BP=C 
El AABP es isósceles 
> mxBPA=m=xBAP=P+0 


Se observa que 
a=0+2f 
0.>0 


Nola: ARES 
Teorema de las poligonales- 222.0 


Teorema 5 


EN 


Del gráfico se cumple que 

PAR 
a<b+c 
b<a+c 


c<at+b ) 


cat 


Demostración 


A b E 


Por teorema de las poligonales 
b<a+c 


observación 
+ Sib<a+c 


> cb<d.- 


Teorema 6 


Denominada desigualdad triangular o de exis- 


tencia del triángulo. 
En el gráfico, sic<a<b 


B ES 
b=e<a<b+e 
C Q E» CA=C<b<a+rc 
 b=a<c<b+a 
A b E 


> b=c<aq As 
o > lb=c| <a 
* Sic<a+b s : 


Demostración 


b 


Por el teorema 5 
a<b+c 


Utilizamos la observación anterior. 


Comob=c > b-c<a 


Asociamos (1) y (ID. 


b-c<a<b+c 


Nota 


Como a<b+c 
20<ua+b+a 


Teorema 7 


2p=a+b+c > p= > 


Se cumple que 


 p<men+i<2p 


AY 2p bos : 
=> a<p : a 


a+b+c 
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Demostración 


Por teorema 5 


a<n+( 
b<m+l | 
c<m+n 
2p<2(m+n+0) 
> p<m+n+l (D 


Por teorema de las poligonales 
m+n<a+b 
m+l<a+c 16 
n<l<b+c 
2(m+n+0)<2(a+b+c) 


m+n+l<a+b+c 
m+n+<2p (ID 


Asociamos (1) y (ID. 


p<m+n+0<2p 
Aplicación 1 
En el gráfico, calcule x. 


Ss 


LALA 


Resolución 


—— 


En el AADC, por teorema 1 
x+0+0=180" 


(1D 
En el 4 ABC, por teorema 1 
80%20.+20=1800 
> 0+0=50* (ID 
Reemplazamos (ID) en (D. 
x+50”=180" 
x=130" 


Aplicación 2 


Según el gráfico, si a+8=240", calcule x. 


Resolución 
Por dato sabemos que 0+8=240*. 


En el AAPQ, por teorema | 
4x+w=180* (1) 


En el AABC, por teorema 2 
a+a+08=3602 
2402 
=> a=120" 


En A 
a +30m=180* 
[ués] 
1202 
Z 020 (ID 


Reemplazamos (II) en (D. 
4x+20”=180* 
4x=160* 

.. x=40" 


Aplicación 3 
Del gráfico, calcule x en función de a. 


Resolución 
En el gráfico 


En el AADC, por teorema 3 


a+x=b 

x=b-a (D 
En el AABC, por teorema 3 

0+ 3a=3b 

a=3(b-a) (ID 


Reemplazamos (1) en (ID. 
U=3x 


Aplicación 4 ) 
Las longitudes de los lados de un triángulo son 


4; 9yx. Calcule la diferencia entre el máximo y 
el mínimo valor entero de x. 


Resolución 
Graficamos. 


Sea M=x 
Por desigualdad triangular (teorema 6) 
9-4<x<9+4 
5<x<13 


máx.ent. "A mín.ent. 


Valores enteros de x: (6; 7; 8; 9; 10; 11; 12) 


Xmáx.en=12 
Xmín.ent.=0 
> M=12-6 
. M=6 
Aplicación 5 


En la región interior de un triángulo se ubica 
el punto M tal que AM=5 y MC=8. Calcule el 
mínimo perímetro de ABC si es entero. 


Resolución 
Graficamos. 


Á bd E 
Piden 2p(4BC) mínimo entero. 
Sabemos por teorema de las poligonales 


5+8<a+c (D 
8-5<b 
3<b , (ID 


Sumando las ecuaciones (1) y (ID) se tiene 
l6<a+b+c * : i 
A 


2p 
2p (ABC) mínimo=17 


83 


T——— sn 


Aplicación 6 
En un triángulo ABC, la m=<BAC>m=xbBCA, 


AB=7 y AC=5. Calcule la suma de los valores 
enteros de BC. 


Resolución 
Graficamos. 


Á 5 E 


Sea S la suma de valores enteros de BC. 
Por teorema de existencia 


x<7+5 => x<l2 


Por teorema de correspondencia 


a>0 > x>7 


Relacionamos las desigualdades. 
7<x<12 
x=18; 9; 10; 115 
S=38 


2.5. TEOREMAS ADICIONALES 

Para la resolución de determinados problemas 
no se utilizarán solamente los teoremas de un 
capítulo, por ello planteamos los siguientes 
teoremas adicionales: 


Teorema 1 


Del gráfico, se cumple 
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Demostración 
«  Prolongamos BC hasta R (Re AD) 


B 


En el 4» ABR, la mxBRD=0+P. 
En el 4 CRD 
x=0+p+0 


+ PorB trazamos la PG ¿P //AC. 


A 


Por teorema de paralelas 
x=a+B+0 0) 


Por ángulo alterno interno 


(1 


a=0 ] 
Reemplazamos (II) en (D. 
x=0+P+0 


Teorema 2 


Del gráfico, se cumple 


Demostración 
Por B trazamos 2 : LP // AC 


Á 


Por teorema de paralelas 
x+y=0+pP+0+0 (D 


Por ángulo alterno interno 
a=a (1D 


Reemplazamos (ID) en (D. 
x+y=0+B+0+0 


Teorema 3 


Demostración 


Trazamos la Z, secante a la prolongación 
de AB tal que .£//AD 


Por teorema de paralelas 
x+y=0+b (D 


Por ángulo alterno interno 
9=a (ID 


Reemplazamos (ID) en (D. 
- X+y=a4b 


+» Enel gráfico 


A 


Trazamos AC. 
a=0+B 
b=0+0a 
AMABC: x=0+0 
lm 
AADC: y=B+0 
x+y=0+P+B8+0 
há b 
. X+y=a+b 


Teorema 4 


A partir del gráfico, se cumple que 


AA 
| aRsPB=n+n | 


Demostración 
En el gráfico 


En el AABC, a=0+PB. 
En el APBO, a=m +N. 
a+p=m+n 


»» Observación 


prolongamos 


Del gráfico, se cumple 


a+b=0+0+m+n 


Demostración 
A 
PB O 
<Y 
B 
Trazamos AB. 
a= a; + (40) 
b=b,+b, 


Aplicamos el teorema 4. 
a1+b,¡=0+0 
! 1165 
ay+by3=m+n 


a+b=a+0+m+n 
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Teorema 6 


Del gráfico se cumple que 


| a+b=180>+0 


Demostración 


Sabemos que 
a=0+B (D 
b+PB=180" 

> P=180”-b (1D 


Reemplazamos (II) en (1). 


a=0+180”-b | 
a+b=0+180* | 


Teorema Y 


Del gráfico, se cumple 


” 


x+y=a+0 p 

Demostración 0 | 
Prolongamos AB y CD hasta P. i 
e Ñ 

A p 

ps h, 

4 y IN 

57 1 

] 

| 


A 
En el AAPC, x+y=P+ 180". (1) 
En el A BPD, o.+0=P+180". 


Igualamos (1) y (ID. 
x+y=0+0 


— 
ao] 


Teorema 8 


Del gráfico, se cumple que 


Demostración 
Prolongamos AB y MN hasta Q. 


En el 4 40M, a+b+0=180". (1) 
En el ABQN, a+f+0=180>. (1D 


Igualamos (1) y (II) 
a+b+0=0+P+0 
- At+b=0+p 


» Nota 


Enel gráfico $e cumple que 


Teorema 9 


Del gráfico, se cumple que 


/ A 
| U+0+P+o+0=180* ] 


Demostración 
En el gráfico 


En el AABC, a+m+n=180". (09) 
En el 4PBQ, m=B+0. (ID 
En el AMNC, n=08+0. (UD 


Reemplazamos (11) y (III) en (D. 
0+ B+6+8+w0= 180% 


Teorema 10 


Del gráfico, se cumple que 


a+ a+ bo tamen=360* 
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Demostración 
En el gráfico 


Sabemos que 
x=a+b 
y=m+n (+4 
z=0+0 


x+y+z=0+04+0+b4+m>+n 


En el AABC, x+y+2z=360". 


a+0+a+b+m+n=360" 


Teorema 11 


Se cumple que 


| Xx+y+zZ=0+0+180" | 


Demostración 
Prolongamos AB y DC hasta P. 


—— 


En el AAPD, por teorema 6 
x+z=m+180" (M) 


En el 4), por teorema 3 
m+y=0+0 (ID 


Sumamos las ecuaciones (1) y (ID. 
x+zZ+M+y=M+0+0+1802 
x+y+z=0+0+180" 


Aplicación 7 


Del gráfico, si m+n+100%28 y 0+8=180, 
calcule x. 


a a 
ÉN AS 


Resolución 
En el gráfico 


Como a+ 8=1809 
=> mxPQM=0 


Por teorema 2 ) 
m+x+n+x=0+0 0 
m+n+2x=20 


Del dato 
Y 
m+n+100%20 (mM 


Igualamos (1) y UD. ñ 
m+n+2x=m+n+100 
2x=100? 

. x=50" 


Aplicación 8 
En el gráfico, calcule x+y. 


Resolución 
En el gráfico 


En el AABC, por teorema 6 
x+y=B+180" (D 


En el AA, aplicamos la nota del teorema 8 
B=40* (ID 


Reemplazamos (ID) en (D. 
x+y=40%% 180 
“. x+y=220" 


Aplicación 9 
En el gráfico, calcule x. 


Resolución 
En el gráfico 


Prolongamos BA y NM hasta Q. 
> mxMQA=2x 


Prolongamos MN y BR hasta P. 
=> m=xNPR=50* 


En el AQPB 
2x4+3x+50”=180? 
dx=130" 

. x=26" 


Aplicación 10 


En el gráfico, a.+8=120". Calcule x+y. 


Resolución 
En el gráfico 
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Aplicación 12 
Calcule x+y. 


Por dato sabemos que a.+0=120". 
En el XA, x+y=0+b. 0) 
En el AABC 


o.+0+a=180 
— 
1202 


>a=60 => (ID 


En el APQR 


a+B8+b=1809 
120? 


> b=60* (ID 


Resolución 
En el gráfico 


Reemplazamos (ID) y (ID en (D. 
x+y=60%60" 


. x+y=120" 
Aplicación 11 En el AADAEC, por teorema 7 
A partir del gráfico, calcule a. x+y=20+0+0+20 
> x+y=3(0+0) (0 
En el AABC 
0+ 0+100%=180* 
> at+0=80" (1D 
Reemplazamos (19) en (D. 
x+y=3(807) 
x+y=240" 
Resolución Aplicación 13 a 
En el gráfico Según el gráfico, a+b=110" Calcu 


Resolución 


10 
Sabemos por teorema 12 ogg 
a+b+2x+3x +58 4x=36 
a+ 


Por teorema 9 e 
+ 04 20.+50%%30"= 1802 6x=360"-168” 
4a=100* , 6x=192> 


ai . x=32" 


p-—— 


2.6. CLASIFICACIÓN DE LOS TRIÁNGULOS Además, AB y BC son catetos y AC es la hi- 


Los triángulos se clasifican de acuerdo a sus potenusa. Por tanto 
medidas angulares internas y a la longitud de > 


b>a;, b>c 
sus lados. ) 


sis Teorema de Pitágoras 


| bi=zat+e? 
a. Triángulo acutángulo = 


Es el triángulo cuyas medidas angulares in- — 


ternas son menores a 90. » Nota 
B Del gráfico : 
si Si 
ni=zni+? 
entonces 


c. Triángulo obtusángulo 
Una de sus medidas angulares internas es 


| 0"<a<90* 
l 0r<p<90- 


| 

] 

- 0<O<g00 | 
SS mayor que 90”. 


Además, como a<90* se cumple que A 


AA AAA 


i , 
| a<bire? ] 


Entonces 
B d € S 
90%<f<1800 
b. Triángulo rectángulo Entonces, 0:<90” y 9<90". 


Una de sus medidas es igual a 90". | a+e<90* ] 


Además, B>a: y B>8; entonces 


c 


Como f>90", entonces 


| 


Se observa que 
0<a<90* y 0%<08<90* 


Entonces 
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A — 


Aplicación 14 
En el gráfico, >0 y a.<90". Calcule la suma de 


valores enteros de X. 


Resolución 

Sea S la suma de valores enteros de x. 
Como a>8 

> x>7 (D 


Como a.<90* 
> i<T46? 
12<85 
x<9,2 (ID 


Asociamos (1) y (ID. 
7<x<9,2 
x=(8; 9) 
.. S=17 


Aplicación 15 
En el gráfico, calcule la suma de valores ente- 
ros de x si 0.>90". 


Resolución 


Sea S la suma de valores enteros de x. 
Por teorema de existencia - 
9-4<x<9+4+4 
5<x<13 (D 
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A 


Sabemos que a>0. 


> x>9 (ID 

Asociamos (1) y (ID. 
9<x<l3. 

> x=(10; 11; 12) 
S=10+11+12 

“. S=33 


Aplicación 16 
Si 0+fB=246, calcule x. 


Resolución 
En el gráfico 


A 


Prolongamos CD y FE hasta P. 


-.PDE: x+0=90" Y 
Prolongamos BC y AF hasta Q. 
m=<xCPF=mxCQF=0 
En el AABQ, sabemos 
0+B=a+180" ma 


246"=0.+1802 > 0a=66 


Reemplazamos (II) en (D. 
x+66"=90" 
“. x=24 


a Triángulo escaleno 
Es aquel triángulo cuyos lados son de dife- 
rente longitud. 


AO ed 


Además, a%fB; +0; Bx0. 


b. Triángulo isósceles 
Es aquel triángulo que solo presenta dos 
lados de igual longitud. 


A b € 


a=c+b 
a e o 
AB y CB se denominan lados laterales y AC 
se denomina base. 


También 


B 


ÓN C 
Si el AABC es isósceles de base AC, 
entonces 


0=180*-20; 0%<w<180* 
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Á » Observación 
X : Si AB=BC y 
mx ABC=609, en- 
a : ( 
PS 
a Q 
13 


tonces al trazar 


AC, el triángulo 
ABC es equilátero, 


A 
x=a Aplicación 17 
En un triángulo  acutángulo ABC, 


m=xABC=20+45", m<xBAC=8 +70". Calcule la 
m=xbBCA cuando 8 toma su máximo valor en- 
Yo tero par. 
b Resolución 

Piden x cuando € es máximo entero par. 
Como es acutángulo 


20+45<900 


m ( 
(0) 
x=> 
9 
Ya 
1) 
20<45" > 0<22,5* (M 
x=a y=b | 
Además 
9+70%<90" => 8<20* (1D 


Y A 


<. Triángulo equilátero j 


Sus lados son de la misma longitud. : 


a 
A 5 


De (1) y (ID), obtenemos que 0<20' 
dá Omáx.entpar— 18" 


ES 


También pa 
88+81%+x=180" 

x=180*-169* 
x=11* 


Aplicación 18 Resolución 
Del gráfico, AB=8 y AP=2. Calcule BC. En el gráfico 


E 
4 
Q 


debes 


ES 
p C Á 
Resolución Trazamos BD. 
En el gráfico Como el AABD es equilátero 
B > BD=a 


El ABDC es isósceles. 
> mxCBD=2x 


Se observa que 
x+2x+60= 180" 
3x=120" 

. x=40" 


Aplicación 20 
¡Del gráfico, si BC=BD, calcule x. 


Piden x. 
Se observa que la mxPBC=90"-a, 
Como el ABCP es isósceles, BC=PC=x. 


En el DABC, por teorema de Pitágoras 
84 =(24x) 
64+ 2 =44+ x% 44x 


60=4x 
 x=15 
Resolución 
Aplicación 19 En el gráfico 


Del gráfico, AB=AD=CD. Calcule x. 


y 


Se observa que el ABC es isósceles. Trazamos SD. 
> BC=AB=l El ACDS es equilátero. 
> SD=/l 


Por teorema, en elisósceles como BA=BD=BC 
Como SB=5SC=SD 


> x= an 
E 362 
> x= > 
x=45" 
x=18" 
Aplicación 21 
En el gráfico, AB=CD. Calcule x. Aplicación 22 
e Si CE=EM, SM=CS+CE, mxxEMS=60 y 
z m=<CSM=98", calcule m< CEM. 


r 


E 


Resolución 
En el gráfico 


Resolución 
En el gráfico 


Nos piden x. 
Sea ReSM tal que SR=b- 
=> RM=a 
Prolongamos AC hasta S tal que mxBSC=36>, El A REM es equilátero. 
=> AB=BS=SC=l ea 
96 j 


pa 


ELACSR es isósceles. 
> mxCRS=41* 
Como EC=ER=EM=a 


=> 41=- 
x=82 


2.7. CEVIANA 

Es aquel segmento de recta que une un vérti- 
ce del triángulo con un punto cualquiera de su 
lado opuesto o la prolongación de este. 


B 


Para el triángulo ABC 

* BD y BE son cevianas. 

*  BDes ceviana interior realtiva a AC. 
*  BEes ceviana exterior relativa a AC. 


Se da el nombre de ceviana interior cuando un 
extremo de la ceviana está en el lado opuesto; 
el nombre de ceviana exterior se otorga cuan- 
do un extremo está en la prolongación del lado 
Opuesto. En todo triángulo se pueden trazar in- 
finitas cevianas. 


DP Observación. 


En. el gráfico: ; EE 
BS: ceviana exterior relativa: a CA: 


de BY: seviana exterior relativa AAC 2 


AED DS o 


2.2.1. Trazos auxiliares 


L 20a<90* 


IIL 0%<3w <180* 


2 


lrozar 


l— hb — 


trazar 
. 
e 
- 
* a 


FO 


H—-4 — 3 
prolongar 


trazo 1 


OS, 
do 5 
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2.8. LÍNEAS NOTABLES ASOCIADAS AL 
TRIÁNGULO 

Reciben ese nombre aquellos segmentos de 
recta utilizados con frecuencia para enunciar 


o resolver determinados problemas. 


2.8.1. Mediana 
Es aquella ceviana que une un vértice con el 
punto medio de su lado opuesto. 


ÍS, 


l 


A € 
En la figura, AM es mediana relativa al lado BC. 


En todo triángulo se pueden trazar tres media- 
nas, una relativa para cada lado. 


2.8.2, Bisectriz interior 

Es aquella ceviana interior que forma medidas 
angulares iguales con cada uno de los lados 
adyacentes a ella. 


B 
e 


A Pp C 


En el gráfico, BP es bisectriz interior relativa a 
AC del triángulo ABC. 

En todo triángulo se pueden trazar tres bisectri- 
ces interiores, una relativa a cada lado. 


2.8.3, Bisectriz exterior 
Es aquella ceviana exterior que biseca un án- 
gulo exterior del triángulo. 


En el gráfico, BQ es bisectriz exterior rel 
AC del triángulo ABC. 

Tener en cuenta que para que Q pertenez 
a la prolongación de AC se debe cumplir he 
AB>EC. sá 


ativa a 


»» Observación 

En el vértice opuesto a la base de un 
triángulo isósceles, la bisectriz del ángu- 
lo exterior es paralela a la base de dicho 
triángulo. Por lo cual, BP no sería ceviana 
y no cumple las condiciones de bisectriz 


exterior del triángulo. 


En el gráfico, como m< PBC=m« ACB 


ado al 


0% 
Ls 


fitura 


E l 
Es aquella ceviana perpendicular al 


cual es relativa. cio 
] tipo 
La ubicación de la altura depende de 
triángulo (según sus medidas angU 
. Triángulo acutángulo 
5 
P 
e 
A H 
BH: altura relativa 4 AC 


AP: altura relativa a BC 


« Triángulo obtusángulo eorema 1 


E 


Si AP es bisectriz y BH es altura relativa a AC, 


oa == se cumple que 
AM: altura relativa a CB EE. 


BO: iva a AC - | a=b | 
BO: altura relativa aAC ¿ 
CN: altura relativa a AB 


+ Triángulo rectángulo 


n 
Do 


Á R C 


BR: altura relativa a AC Si BH es altura relativa a AC y BQ es bisectriz 
del xHBC, se cumple que 
2.8.5. Mediatriz 
Es la recta perpendicular a un lado de un trián- om =n ) 
gulo; es coplanar a este y contiene al punto ia 


* medio de dicho lado. Teorema 3 


E 


Si BH es altuta relativa a AC y BP es bisectriz 


- Enel gráfico, L es mediatriz de AC. del <ABC, se cumple que 


En todo triángulo se pueden trazar tres media- 


trices coplanares a dicho triángulo, una relati- 
Va a cada lado. 


Teorema 4 Teorema 2 


¿ l C 
j Del gráfico, se cumple que 
Sabemos que (E 


a+b+c=2p | Xx a 


a 
! 
Lo 
a) 
“E 
| 


Además j j 


b>a. [6 Demostración 


b>c + Enelgráfico 
> (2b>a+c)+b B- 


3b>2p bs 


Por tanto . 


pRER 


LÓCA, 


A 
1 


2.9. ÁNGULOS FORMADOS POR BISECTRICES 


Teorema 1 AARC: x+0+0=180* le 
FA x=b+0+0 
2x=180%%+b 
ob 
x=90%+ 2 


En el gráfico, se cumple que 


» Enelgráfico Q 
a a 07 
| x== | ; 
2 3 E 
A ¿E 


Demostración 
v 
B 
> J 
Lo ¿ ad 
A C a pisectiZ de 
cdi La prolongación de AR y la 
0d: x+w=a+0 jo <BCP se intersecan en Q- 


Por teorema 1 
b 
m=xAQC= 2 


| 


A ————————————————AAA A a a TOA 


Se observa que mxRCQ=090". 


En el t, GCR, por ángulo exterior 


b 
=90%+2 
úl 2 


Teorema 3 


Demostración - 


En el gráfico 


ABSC: x+0+0=1800 
j [6 


a 


Xi x+c=0+B 
2x+c=180" 
2x=180"-c 
"o x=9p9-£ 
2 
En el gráfico 


La prolongación de SB y la bisectriz del 
< BAC se intersecan en V. 
Por teorema 1 


m«BVA = 5 


Se observa que m=< SAV=90". 
En el |» SAV 


x+£-= 90 
2 


Demostración 


Á D 
ÁBPDC: x+0+8=a ñ , 
A.BADP: x=0+0+b 

2x=a+b 
aso a+b 
2 


101 


102 


Teorema 5 


Sa 
AZS, 


En el gráfico, se cumple que 


A A TAN: 


Í 


Demostración 


C 9 d 
E 
] AS 


MICBAP: x+0=m+0a 
XICPAD: x+0a=n+8 


m+n | 
x= —— 


155) 


[6 


2x=m=+n 


m>+n 
ME 
2 


Teorema 6 


Demostración 
En el gráfico 


S7BQDC: x+a+8=a | 
y (+) 
<“ABOD: x+b=0+8 
2x+b=a 
2x=a-b 
a-b 
2 


== 


teorema 7 


En el gráfico, se cumple que 
so Y | 
| ed ñ 


Demostración 
En el gráfico 


En XBPCO, aplicamos el teorema 5. 
-0+B 
“3 


> 0+PB=2x 


Xx 


En el AABC 
a+2(0+B)= 1802 
—— 


2x 
4x=180”-a 

o_2 
x=45 7 


Aplicación 23 
En el gráfico, AB=BP. Calcule x. 


Pp 


Resolución 
En el gráfico 


Á Ey p 


En el AABC, trazamos BM, tal que 
m=xBMA=48" 

> AB=BM=MC=a 

Además 
MXPBM=60" 

entonces el A BPM es equilátero. 


Como MB=MP=MC, por teorema en el isósceles 
609 
> 


* x=30P 


Aplicación 24 
Si BC=2(4B), calcule x. 


B 
D, 


A E 


Resolución 
En el gráfico 


Trazamos AO tal que 
m=xQAC=0 
> mxBQOA=20 
Como AB=BQ=b > QC=b=0A 
El AABO es equilátero. 
. x=60" 


Aplicación 25 

En un triángulo ABC se traza la mediana BM. Si 
AB=MC, mxMBC=20" y mxBAC=868", calcule 
lamxBCA. — 

Resolución 

Graficamos. 
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Piden x. Resolución 

A partir del gráfico | : Graficamos. 

En el 4BMC, mxBMA=x+20". 

El ¿BAM es isósceles. 
m=xABM=20%x 

> 68%%+40%%+2x=180" 


LES LS 
. x=36" 
. Piden x. 
Aplicación 26 Sabemos que el 4,PBQ es isósceles. 
En un triángulo ABC, donde AB>BC, se traza la > BQ=BP=4 
bisectriz exterior BD y se ubica el punto P en En y : ena , POr IESIEmAa de Pitágoras 
AB, tal que AP=PC. Si mxADB=32*, calcule la 6"4+8%=(4+x) 
m=PCB. 100=(4+x)? => x+4=10 
. x=6 
Resolución 
Nespidena. Aplicación 28 
Graficamos. 


Según el gráfico, calcule x. 


En el A DBC 
0.+32=x+0 (1 


Resolución 
En el AABD Nos piden x. 


9+32”=a (ID 


Sumamos (1) y (ID. 
32+32"=x 
x=64" 


Aplicación 27 

En un triángulo rectángulo ABC, recto en B, se 
traza la altura BH y la bisectriz interior AQ, las 
cuales se intersecan en P. Si 4(PH)=2(BQ)=8, 
calcule QC. Considere que HC=8. 
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sa 


En el A4ABC, por teorema En el 4,7KM, por teorema 
2x 
68" =09094 
maBVC=90%42 dí =30"+=> 
m<BVC=124* 1-00 
. x=30" 
En el ASVC, por teorema 
560 Aplicación 30 
x=90"- > Según el gráfico, m xBAC-m=xbBCA=42", cal- 
acós cule x. 
x= o_ [e] 
x=62" 
Aplicación 29 


Según el gráfico, calcule x. 


> 


Resolución 
En el gráfico 


. Resolución 
En el gráfico 


Nos piden x. 

Dato: m-n=42* 
Trazamos BH 1 AC. 
> mxHBP=x 


En el AABC, por teorema 


| _m-n 
Piden x. = E 
En el A7KC, por teorema a 
y - MATKC E 
ET — —> MXTKC=2x . 
2 ' x=21" 
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»» | | 
iografía | 


SES Do SS SIESTA 


Frank Morley (Woodbridge 1860-Baltímore 1937) 


Frank Morley nació en Inglaterra el 9 de septiembre de 1860. De- 
bido a problemas de salud dejó de estudiar en la universidad de 
Cambridge retomando al año siguiente. Esto no le impidió alcanzar 
el octavo lugar en los primeros honores de su clase, graduándose 
en el año 1884. Trabajó enseñando matemáticas en dicha universi- 
dad hasta 1887, periodo en el cual recuperó su salud y afianzó sus 
coneccimientos en matemáticas. 


En 1889, se casa con Lilan Janet, quien era música y poeta. De 


este matrimonio se concebieron tres hijos: Cristopher Darlingion 
Morley, Felix M. Morley y Vigor Franco Morley. 


De ellos, el primero fue novelista, el segundo hijo se convirtió en redactor y presidente de a py 
versidad de Haver Ford; mientras que el tercero, fue director de Faber y también matemático, 
lo cual te permitió colaborar con su padre por más de veinte años, 
Morley muere el 17 de octubre de 1937 en EE.UU., dejando escritos en geometría y a 

" sobresaliendo en el primero. Morley publicó La geometría inversiva, escrita en común CO 
hijo Vigor Franco. 


a pena » publicado eN 

Entre sus papeles sobre Geometría se encontró “En la curva quartic de  Ñ Ent 
> 8 , s dec 

1919 y que ahora es conocido como el teorema de Morley: Si los ángulos d8 on cada 


- s - ¿ A risectores U 
lo son trisecados, entonces el triángulo formado por la reunión de pares trise 
par que está adyacente al mismo lado es equilátero. 


Gráficamente tenemos lo siguiente: 
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Problemas resueltos 


Problema 1 


En el gráfico, calcule x. 


Resolución 

Nos piden x. 

Sabemos que 
50%2x+42%463x=180" 
x+155=180" 

* x=250 


Problema 2 


Del gráfico, calcule x. 


Resolución 
En el gráfico, calcule x. 


1800 


A 
A E 


Nos piden x. 
Prolongamos AE y BC hasta que se intersequen 


enP. 
m=xDCP=0 


Se observa que mxCDE=m=CPE=x. 
En el AABP 
x+3x+x=180" 
5x=180* 
. x=36" 


Problema 3 


En el gráfico, calcule x. 


Resolución 
En el gráfico 


Nos piden x. 

En el APOR 
x+90*+50=360* 
x+50=270* (D 


—— 


En el AAQC En el AMAR 
90”+0.=8 P+0+a=3602 (Dm 
0-a=90* (ID 
En el A,MVSL 
Has a+o=a+70" (ID 
9+0=50 


8=40 (ID Sumamos (1D) y (ID. 
P+0+0+0+% =360%+ d +702 
Reemplazamos (IID en (ID. . 050 
4a—0a=902 - 0+P+0+0=430 
0=30* (IV) 


Problema 5 
Reemplazamos (IV) en (D. 


x+5(30> =270" 
x+150%=270* 
. x=120" 


Del gráfico, calcule «. 


Problema 4 


Del gráfico, calcule a.+P+8+0. 


Resolución 
En el gráfico 


Resolución 
En el gráfico 


M A 


dl Nos piden d. , 
Ñ (o En el ANAB, m<NAM=0:+20" +20". 
WM ts a vaM=m Na 
A L R En el EF MCVA, mx 
En € 
Nos piden a+P+0+0. 40.+0+20=180* 
Prolongamos AV y RL hasta que se intersequen 50.=160* 
en M. - 0=32" 
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Problema 6 


En un triángulo ABC, BC=2, AC=5 y el «ABC es 
obtuso. Calcule el valor entero de AB. 


Resolución 


Sea x el valor entero de AB. 
B 


( 


Por dato, 6>90". 

Aplicamos el teorema de existencia. 
5-2<x<5+2 
3<x<?7 (D 


Como 8> 90? 
> a<90 y B>a 


Por teorema de correspondencia 
5>x (ID 


Relacionamos (1) y (ID. 
3<x<5 
"o x=4 


Problema 7 


En un triángulo ABC, las longitudes de los lados 
AC y BC suman 18. Se ubica el punto S en la 
región exterior relativa a AB, tal que SA y SB 
- miden 8 y 4, respectivamente. Halle el máximo 
valor entero de SC. 


Resolución 
Graficamos. 
Ss 4 B 
3 rn 
A m C 


Nos piden X máx ent: 


Por dato 
m+n=18 


En el /1 SBC 
x<4+n (D 
En el ASAC 


x<8+m (ID 


Sumamos (1) y (ID. 


2x<12+m=+n 
UL 


18 
2x<30 


x<l5 


- XAmáx.ent= 14 


Problema 8 


En el gráfico, m+n+P+y=600". Calcule x+y. 


Resolución 


En el gráfico, nos piden x+y. 
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Por dato 
m+n+PB+y=600* 


En <>BPCQ sabemos 
x+y=0+8 09) 


AABD: 20. +y+m=360* | ) 
a 
AACD: 20+B+n=360* 
2(01+0)+600"=720* 
a+0=60* (ID 


Reemplazamos (ID) en (D. 
x+y=60" 


Problema 9 
En el gráfico, 8—y=6". Calcule x. 


Nos piden x. 


Sabemos que 9-y=6" 
Por teorema en el 4 
x+B=0+700 
> x=710+0-B (D 
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_Nos piden 3x. 


——y 


En el %, 2a.+y=08+28 
2(0.-P)=0+ 
mu 
a—p=3" (ID 


Reemplazamos (ID) en (1). 
x=70%3 
x=13" 


Problema 10 


Erick es un estudiante de Arquitectura y para 
un trabajo de la universidad realiza un bosque- 
jo de calles en una cartulina. Desea conocer la 
medida de! ángulo que forman las calles Victo- 
ria y Aguirre. Indique dicha medida. 


Calle Aguirre 
Resolución 


. «fa fi 
Asociando el bosquejo realizado Po! Ene 


Í ¡guiente: 
guras geométricas, tenemos lo sigul 


Se observa que 
m«PBC=mxPQC=2* 


Por teorema 
5x+3x=2x+96" 
6x=96" 

> x=16" 

. 3x=48" 


Problema 11 


Alessandro es un niño de 5 años que encontró 
el libro de origami de su hermano y trató de 
elaborar la cara de un perrito, tal como mues- 
tra el gráfico. Calcule x+y. 


Resolución 
En el gráfico, nos piden x+y. 


E M 


En el AABC, x+0a+20=180". | R 
En el AMAL, y+8+20=180>. 
> X+y+3(04+0)=3602 


Xx+y=360"-3(0+0) (D 
En el ASVR 

100+20+20=1802 
3 0+8=402 (ID 


Reemplazamos (1D en (D. 
X+y=360"--3(40%) 
“ X+y=2400 


+ 


Problema 12 


Tres pueblos se encuentran ubicados como 
muestra el gráfico. La distancia entre el pueblo 
A y el pueblo B es 5 km, la distancia entre los 
pueblos B y C es 8 km y el ángulo que forman 
las distancias hacia A es menor en medida 
al ángulo que forman las distancias hacia B. 
Calcule la suma entre la mínima y la máxima 
distancia entre los pueblos A y C. 


ez 
cen 
ef da ls a] a 
ce, 222 
> Resolución 
Nos piden ACmín.ent FAC máx.en=S- 


Realizamos el gráfico. 


Dato: O<oz 
Por teorema 


8-5<x<8+5 
3<x<13 (D 
Como 6<a > 8<x (ID 


Relacionamos (1) y (ID. 
8<x<13 
> x=(19; 10; 11; 12) 
S=9+12 
. S=21km 
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Problema 13 
En el gráfico, calcule 8 si AB=BP=PQ. 
B 
8 
(Ss 
Á 12 0) 
Resolución 


En el gráfico, piden 6. 


El ABPO es isósceles. - 
mxPBQ=0 => m=xBPA=20 
m=xBAP=209 


El A4ABP es equilátero. 


> 20=60* 
. 8=30* 


Problema 14 


pl suángulo ABC es isósceles de base AC y el 
triángulo SBA es equilátero. Si mxBAC=56>, 


calcule la m<ASC. 


ja Cc 
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Resolución 
Nos piden x. 


Como BS=BA=BC => mxABC=2x 


El AABC es isósceles. 
> 2x=68" 
x=34" 


Probiema-15 

Dado un triángulo ABC, en AC y BC se ubi- 
can los puntos N y M, respectivamente, tal 
que AB=BN=BM y m<BNM=50”. Calcule 
m =<xBAN=mxBCA. 


Hesclución. 
Piden a-6. 


pl 


El AABN es isósceles. 
m=BNA=a 


El ANBM es isósceles. 
m=<NBM=80" 


En el ANBC 
a=09+80" 
a—8=80" 


Problema 16 
Según el gráfico, SV=CV. Calcule x+ y. 


Resolución 
En el gráfico, nos piden x+y. 


Por teorema 
x+y=a+b 


ELA CVS es isósceles. 
mxcCVvs=40" > b=140" 


En %, por teorema 
mxCTB=30" > a=150* 

> x+y=150%140" 

. Xx+y=290 


Problema 17 


Dado un triángulo rectángulo ABC, recto en 
B, en AC y en la región exterior relativa a BC 
se ubican los puntos E y D, respectivamen- 
te. Si BOCA DE=(P), m«BAC=m<DPC y 
BD=DC=BC=EC, calcule la m <ACB. 


Resolución 


Nos piden x. 


En el BABC 
x+0=90" (D 

En el <óABPE, 0+0=90%+P. 

> 20-B=90" 

En el APDC, 0+f8=120". 


Sumamos (1D) y (ID). 
-39=210% > 8=70" 


(ID 
(ID 


(v) 


Reemplazamos (IV) en (D. 
Xx +70%=90" 
. x=20" 


Problema 18 


En un triángulo acutángulo ABC, 
m=BAC=2(m=«xABC). En la prolongación de 
AB se ubica el punto P, tal que AC=PB=1. ¿En- 
tre qué valores se encuentra PC? 


Resolución 
Nos piden el intervalo de valores en el que se 
encuentra PC=x, 
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Rs 


Trazamos CL: mxCLA=20. Completando las medidas angul 
> AC=CL=LB=1 


se o, ares ¡ 
de los triángulos isósceles tenem 5 Xualos 


OS 
Por dato En el AABC, a+b+x=180". 
20a.<90 > enD, mxEDF=x 
g>90* | 
El ACLP es obtusángulo. En el /A£BFD, x+x=a+0 > 2x=0.+0 i 
Entonces Enel Y, x+0a+0=1202 | 
> 1242? 2x | 
x> 5 x>2,23 (1 => 3x=120* 
2-1<x<2+1 
1<x<3 (1D ici 
Relacionamos (1) y (UD. 
2,23<x<3 Problema 20 
E 23,3 , 
ES) Si AB=AC=CD, calcule x. 
Problema 19 


En el gráfico, ME=MP; FN=NQ; AE=ED y 
FD=FC. Calcule x. 


Resolución 
En el gráfico, nos piden x. 


Resolución 
En el gráfico, nos piden x. 


En el ABPA, M «BAT=12% 
El ABAC es isósceles- 

mn ABc=mxBCA=6% 
> m«xDBC=4X 


El ABCD es isósceles. 
=> BC=l 


El AABC es equilátero. 
> 6x=60" 
.. x=100 


Problema 21 


Carlitos tiene una ficha en forma de triángulo 
equilátero, en la cual realiza un trazo con plu- 
món como muestra el gráfico. Si dicho trazo 
forma con el lado de la ficha un ángulo de me- 
dida igual a 83”, calcule el complemento de x. 


trazo 


Resolución 
Nos piden el complemento de x=C,. 


B 


Como el AABC es equilátero 
> mMxBAC=60" 


Enel AAPC 
Xx+60"=83" 

“> x=230 

- Coy=67" 


Problema 22 


Las casas de Andrés, Brandon y Cecilia se en- 
cuentran ubicadas como muestra el gráfico; 
los caminos que llegan a la casa de Cecilia son 
perpendiculares. En el camino hacia la casa 
de Brandon, Andrés se da cuenta que de esa 
posición, la distancia hacia la casa de Brandon 
es igual a la distancia hacia la casa de Cecilia 
y a su vez también es igual que el camino de 
su casa a la casa de Cecilia. ¿Cuánto mide el 
ángulo entre los caminos que llegan a la casa 
de Brandon? 


Li Brandon 


Resolución 


Elaboramos el gráfico correspondiente. 


Nos piden x. 

Se observa que 

El ACA'B es isósceles: moxBCA'=x. 
> MXCAA=2x 


El AACA' es isósceles. 
> m=xCAA=2x 


En el DB4CB 
2x+x=90" 
. x=30" 
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A 


Problema 23 
Javier, para una exposición en su clase de geo- 
metría, lleva dos moldes de triángulos isósceles, 


cuyas medidas desiguales son 48” y 36" y tienen 


las mismas longitudes de lados iguales, ubicán- 
dolos como muestra el gráfico. Calcule X. 


Resolución 
Nos piden x. 


A E 


Del gráfico, sabemos por teorema en los isós- 
celes. 


Como BA=BC=BD 


pat aaO” 
2 
_ 84 
2 


-X 


. x=420 


Problema 24 


En un triángulo ABC : se traza la mediatriz de 
AC, que interseca a AC enMya BC en Q, tal 
que la mx COM=50" y m<xABC=68". Se ubica 
el punto N en AB, tal que AN=MC. Calcule la 
m=<xANM. 
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Resolución 
Sea x la m <ANM.. 


El AANM es isósceles. 
> maxNMA=x 


En el »QMC 
m=xOCM=40* 


En el AABC 
m=x BAC=72" 


Entonces en el ANAM 


2x+72=180" 
2x=108* 
, De 
Problema 25 a 
Según el gráfico, AR es bisectiiZ intro 
alcule x+y 


triángulo ABC. Si RP=RC, € 


_—— 


Resolución 
En el gráfico, nos piden x+y. 


H 
Como AR es bisectriz 


m=xRAC=m=<BAR=34" 
> mxBRA=56" 


El ASBR es isóceles. 
> y=68" . 


El APRC es isósceles. 
> 2x=124” => x=62" 
. x+y=130 


Problema 26 


En un triángulo ABC se cumple que 


mxBCA 2 o BH 
maBAC E? m=xABC=96". Trazamos BH y 


BP, las cuales son altura y bisectriz, respectiva- 
mente, del triángulo ABC, Calcule la mx PBH. 


Resolución 


Nos piden x. 
Por dato 


MXBCA=28; mx BAC=58 
ms: 


Por teorema 
59 - 20 30 
x= > 


En el AABC 
96”+70=180" 
70=84" 

> 0=12" 


3(12>) 
x= —— 
2 


. x=18" 


Problema 27 


En un triángulo ABC, mxBCA=24” y la 
m=xBAC=48". Sea R un punto en la re- 
gión exterior relativo a BC, tal que AB=RC y 
m=xBCR=36". Calcule la mx BRC., 


“Resolución 


Nos piden x. 


Á PA 43€ 


Trazamos BP en el AABC, tal que 
m«xBPA=48” => AB=BP=PC=a 


Trazamos PR. 


El APRC es equilátero. 
> PR=a 


A 


Como PC=PR=PB 


=> m«RBC = z 
m=xRBC=30* 
En el ABRC 
30%x +36” 180" 
.. x=114" 
Problema 28 


En la región interior de un triángulo ABC se ubi- 


ca el punto S, tal que mxBAS= ma za 


m=xASC=120* y AB=SC. Calcule la mxBCS. 


Resolución 


Sea x la m=xBCS. 


> E ii 


5 A + ko 


p 
ó 1 
BS Ñ 
Mn 7 
- 1 
y 
> 
- 


Prolongamos AS hasta F , tal que mxBFS=20". 
> AB=BF=FS=l 


Se observa que AFSC es equilátero 
=> FC=/l 
Como FB=FS=FC=1 


En y=20 


» 102 


=20*, 


Problema 29 | 


Del gráfico, calcule x. 


En el gráfico, nos piden x. 


Sabemos 
En el AMBNT, x=0.+0+30". 


En el XyMBNP, a.+8=a+30". 


(0 
(1 


“cectrices 
En el AABC, por ángulo entre bisec” 
o. 302 
a=90"+ a 
(11D 
> a=105" 


Reemplazamos (IN en (1D. ió 
a+08=135" 


AAA 


Reemplazamos (IV) en (D. 
x=135%30* 
.,. x=160" 


Problema 30 


En el gráfico, calcule B. 


Resolución 
Nos piden x. 
Sabemos que B+x=180". 
En el AABC 


x= 9002 
2 


x=90"-x 
> x=45" 


. B=135" 


Problema 31 


Según el gráfico, m+n= 240", calcule x. 


Resolución 


En el gráfico, nos piden x. 


En el AABCR 


5x=a+b+c (D 


En el AABC, sabemos 


== o 
m+n=a+180 
2402 


> a=60" (ID 


En el %7AMCN por ángulo entre bisectrices 


30? = b+c 
2 
b+c=60" (UD 


Reemplazamos (ID) y (ID en (D. 
5x=60%+ 60" 
dx=120" 
. x=24" 
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Problema 32 


En el gráfico, a +b = 2207. Calcule x. 


Resolución 
Nos piden x. 


b 
ON 
C 


Sabemos que a+b=220". 


En el ABDL por ángulo entre bisectrices 


En el AABC, sabemos 
a+b+2y=360* 
220”+2y=360" 
y=70" 

". x=3D" 


Problema 33 


Almendra sabe que los caminos de su casa al 
colegio y al mercado, así como del mercado al 
gimnasio, son de igual longitud; además, para 
ir del gimnasio a su casa o al colegio emplea 
120 


el mismo tiempo. Almendra quiere co 
medida del ángulo que forman los ad la 

su casa al gimnasio y de su Pe E de 
Indique dicha medida. "cado, 


4 


A 
casade ¿Qu 
DO e 13 Al 
Almendra ** 08 | 


colegio gimnasio 


mercado 


Resolución 


- Graficamos según las condiciones del problema 


y — AM TT 


Nos piden x. 
El AAMG es isósceles. 


> mxAGM=x 


El ACGA es isósceles. 


> mxACG= - 


El ACAM es isósceles. 
: Xx 


=> m=xAMC= 2 


En el AAMG 
x o 


5x=360" 
. x=72" 


Problema 34 


La cámara de seguridad de un edificio observa 
a Andrés y a su pelota de fútbol; en ese preci- 
so instante Andrés observa a su pelota con un 
ángulo de depresión de 58%, como se muestra 
en el gráfico. Si la línea visual 2 es bisectriz del 
ángulo formado por la línea visual 1 y la pared 
del edificio, la línea horizontal respecto a An- 
drés es bisectriz del ángulo formado entre las 
líneas visuales 1 y 3, calcule la mayor medida 
angular que forman la línea horizontal respec- 
to a Andrés y la línea visual 2. 


cámara de 
seguridad Y 
(9) 


*.. horizontal 
de - $ 
lineas. , 
Y vertical 3 ">. 
ES 


HA 


Resolución 


Graficamos según las condiciones del problema. 
E: 


Sabemos que 
MXABN=58" 


Prolongamos AB y CP hasta R. 
2 MxBRP=32* 


H———— AA 


En el AARC, por ángulo entre bisectrices 


o 
x=9094 22 
Z 


x=106* 


Problema 35 


En un parque, que tiene forma triangular, San- 
dra se ubica en una de las esquinas y un he- 
ladero se ubica en otra esquina. Ella conoce 
que las veredas que concurren al baño forman 
un ángulo que mide 69” y la vereda que une 
la esquina donde está ella con la banca 2 es 
bisectriz del ángulo que forman las veredas 1 
y 2. Calcule la medida del ángulo que forman 
dichas veredas. 


¿SN Sandra 


e vereda 2 


banca 1 


e “heladero 
baño 


Resolución 
Nos piden 20. 
S 
4Y 
A ES 
B B H 


Como SB es bisectriz del BSH 
> mxBSH=0 
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En el ABSH 
69+20+0=180* 
30=111* 

- 9=37" 
. 208=74* 


Problema 36 


Según 


m=xACD = 


el gráfico, 


mx BCA 


se cumple que 


. Calcule la mxACD. 


En el AABC, trazamos AM (M eBD), tal que 
m=xBAM=m=xCAM=0. 


En el AAMD, por ángulo entre bisectrices 
mx AMD 


ES 2 => m=xAMD=2x 


En el ABCA, por ángulo entre bisecty 
ces 


1802 -2x =900 49% 


90=%,9, > 9 = 9% 
2 2 
. =2P 


Problema 37 


En un triángulo ABC, donde AB=BC, se ubica y 
en la región exterior relativa aAC tal que AV=BC. 
Si mx BAC a m<ACV _ MXAVC 

4 3 3 * 
calcule mx CAV. 


Resolución 


En el gráfico, nos piden x. 


En el AACV 
m <CAR=168 
> m=xBAR=120 


Trazamos BV y se observa 
En el ABAV 
m«xABV=mxAVB= =60 


El AVBC es isósceles. 
> BC=BV=Í 


El AABV es equilátero- 0 
x+40=60" 
se=s0" > 0=10 


Reemplazamos (ID en (D. 
x+4(10=60* 
-. x=20" 


Po 


A. 


Test 


En el gráfico, calcule mxABC. 


Ot 


A) 80* 
B) 90” 
C) 100* 
D) 722 
E) 70* A C 


Calcule x. 6. 


A) 15 
B) 18? 
C) 20” 
DJ 22* 
E) 24? 


En el gráfico, calcule 6. 


A) 50* 
B) 60% 
C) 70* 
D) 80 
E) 78? 


En el gráfico, 8>0.. Indique cuántos valores 
enteros acepta x. 


A) 6 
B) 7 
O 8 
D) 9 
E) 5 


e» 
LAVES 

1 3 

2 E a EM 


en 


En el gráfico, a+b=1007. Calcule x+y. 


A) 120” 
B) 130? 
C) 140* 
D) 150* 
E) 160? 


Si a+fB=110%, calcule x+y. 


A) 110 
B) 120* 
Cy 180* 
D) 140* 
E) 1502 


si AP=BP, caléule x. 


£N)- 240 
B) 26 
C) 30" 
D) 322 
E) 36? 


En el gráfico, calcule a. 


A 8 
B) 9 
Cc) 10 
D 1 
EJ) 12 


E El : 
eN 


EE 


o a 


123 


1. 


>>» Problemas propuestos 


Nivel básico 


Del gráfico, calcule Xx. 


Cd) 120* 
E) 140” 


A) 100% B) 110* 


D) 130" 


2. Del gráfico, calcule x. 
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E) 16" 
E) 22” 


A) 19 B) 18" 


D) 21 


El profesor Andrés lleva a sus estudiantes a 
un parque. Coloca a Juan, Carlos y Luis de 
forma no colineal. La distancia entre Juan 
y Carlos es de 2 m y la distancia entre Car- 
los y Luis es de 5 m. Calcule la suma entre 
la máxima y la mínima distancia entera 
que hay entre Juan y Luis. | 


5 
E) 11 


N 7 
D) 10 


B) 8 


| 
4. Alessandro elabora una cometa para i 
Jugar 


en el parque con sus amigos. Piero con ar 
un 


transportador encuentra ciertas medidas an 
gulares de la cometa. De acuerdo al gráfico 
Alessandro le pide a Piero que calcule x 


mn 


> 


A 
uza/ 


A) 20" B) 30" C) 40 
D) 35 E 25 
a BC de un 


5. En la región exterior relativa 
ero ABC, se ubica P tal que 


triángulo equilát 
3 a m<BAP. . 


m=xACP=110" y PC=AB. Calcule | 


A) 20* B) 25 o sd 
D) 35” BEA 
das fu 
un pueblo, las ue 
6. En la plaza de Un P estra el gráfico. 


ron construidas según M ocr. 
Si moBAC=54, indique la mx 


5 % 


4 

10) 19 
A) 17 Bi g 2 
D) 20” 


AAA —— 


7. Eneltriángulo ABC, la mediatriz de AC inter- 
secta a BC en el punto M. La m<BAC=34" 
y la medida del ángulo exterior en B es 82". 
Si N es punto medio de AC, calcule la 
m=xNCB. 


A) 38” 
B) 36" 
C) 42” 
D) 44 
E) 41 


$, En un triángulo isósceles ABC de base 
BC, se traza la ceviana interior BR tal 
que BR=BC. Si mxCAB=52”, calcule la 
m=xABR. 


A) 12 
D) 10? 


B) 22* O 17? 


E) 16* 


%. En un triángulo ABC, las bisectrices de los 


ángulos ABC y BAC se intersecan en M. Si 


2(m=xBMA)=7(m-=BCA), calcule la moBCA. 


Cc) 15. - 
E) 18? 


A) 10? 
D) 16* 


B) 129 


10. Según el gráfico, calcule x. 


B) 182 


Cc) 20” 
E) 19 


prado 
seco 


13 


Nivel intermedio 


. En un triángulo ABC, se sabe que AB >BC y 


m-=BCA=24". Calcule la mxABC si esta es 
mínima y entera. 


A) 1222 
D) 183* 


B) 131 Cc) 182 


E) 123" 


. Las longitudes de los lados de un ángulo 


están en progresión aritmética de razón 7. * 
Calcule el mínimo valor entero del períme- 
tro de la región triangular. 


A) 42 B) 43 O 44 
D 45 E) 46 
Según el gráfico, calcule x+y+2z. 
A) 115? B) 100” C) 110? 
D 120 E) 105? 

. Del gráfico, si AB=BC=DB y CD=ED, 


calcule x. 
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A 
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15. 


16. 


TE. 


En el gráfico, ABC es un triángulo rectángu- 


lo y ABD es equilátero. 
¡ mxCAD 1 


maBCA Br 


calcule lam x< CAD. 


B 
4 de 
D 
A) 15? B) 20* O) 30* 
D) 18* E) 102 


Las fichas lúdicas de-Mario tienen forma 
de triángulos equilátero y triángulo rec- 
tángulo isósceles. Si Mario ubica las fichas 
como muestra el gráfico, calcule m<.SVH. 


A) 15* 
B) 20” 
C) 25" 
D) 30" 
E) 40" 


Edgar tiene un pedazo de cartulina en 
forma de triángulo isósceles de base AC. 
Realiza tres dobleces, tal como muestra el 
gráfico, formando un triángulo equilátero. 
Si afirma que a+B=124", ¿cuál será la me- 
dida del ángulo MLA? 


20. 


doblez 


M 


1 


L E 


doblez 


A) 58? B) 690 0) 64 
D) 66* E) 68 


, Enun triángulo ABC se traza la bisectriz in- 


terior AP y la altura CR del triángulo APC. Si 
m=xACB=m=xPCR y mxBAP=24", calcule 
la mxA£C. 


A) 94 - B) 97” C) 98* 
D) 99* E) 89 


9. En un triángulo rectángulo ABC, recto enB, 


se traza la altura BM y la bisectriz interior 


AP, las cuales se. intersecan en M. o 
mos MN//HC (NePC). Si BP= -4 y MN=b 
calcule NP. 


a -2 Bam 0 ala 
D) 2(413-1) 


Sandra recorta dos 
forma de triángulo y los U caline 
tra el gráfico. Si M, E, ¿vel3on 
m<«MAE=m<EAN, 


calcule la jongitud d 
Á 


ME=! e 
e MA. 


91, José divide su chacra con la intención de 
sembrar diferentes tubérculos. Si BM es Ñ Ñ 
MH » =100*, calcule x+y. 

mediana del triángulo ABC, MH es altura del 24, Del gráfico, si a+b=100", calcule x y 
triángulo BMC y AB=AM, calcule m < BMH. 


Nivel avanzado 


180? -- 93 


A) 220% B) 240" C) 260" 
A) 62 B) 64? O) 66* D) 200* E) 250? 
D) 68? E) 65? 
ú 25, Según el gráfico, si a+b=200", calcule x+y. 

22. Según el gráfico, calcule x. : 


1500 


110%-«a 
A) 1929 B) 159 9) 162 A) 220? B) 2602 O 2002 
D) 182 E) 20? D) 230* E) 2409 
23, Según el gráfico, calcule x. 26, En el gráfico, el triángulo SCM es isósceles 
IN de base CM. Si SV= CM, calcule la m< CSv. 
€ 


B) 26 038" A) 26* B) 27 O) 28" 
E) 28> D) 29 E) 31 
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id 


97. En el gráfico, si AB=BN=MC, calcule 6. 30, Según el gráfico, calcule x. 
Ene , 


A) 4 B) 8? Cc) 10? 
D) 6? E) 12. 


A) 15 B) 18* 
D) 16* 


31, Del gráfico, calcule x. 


A) 24? B) 26? O) 282 
D) 302 ' E) 322 


23. En un triángulo ABC, m=<BAC=4(mxBCA). 
Si AB=4, calcule el mayor valor entero de BC. 


A 1 B) 14 O A) 182 
D) 16 E) 12 - D) 26? 


Capítulo 


Congruencía 
de triángulos 


Ronald Eder Espinoza Fabián 


CAPÍTULO IV 


CONGRUENCIA DE TRIÁNGULOS 


+ Identificar a dos triángulos congruentes mediante los casos de congruencia. 
+ Reconocer los teoremas de las aplicaciones de la congruencia. : 
e Aplicar las propiedades de los triángulos rectángulos notables en la relación de lados y 


ángulos de un triángulo. 


introducción 
Dentro de nuestras actividades cotidianas realizamos constantemente comparaciones entre dos o 


más objetos, por ejemplo, comparamos las botellas de agua, las porciones de torta, los celulares, 
los televisores de pantalla plana, la talla de ropa, etc. Realizamos este análisis para saber si los 
objetos son iguales, parecidos o similares con relación a su forma y tamaño. De acuerdo a dicho 
contraste podemos elegir la opción que corresponda a nuestras necesidades. 


En la matemática, el estudio de ese tipo de comparaciones no debe pasar desapercibido, pues se 
utiliza la igualdad y la congruencia para comparar cantidades y figuras, respectivamente. En este 
capítulo nos dedicaremos al estudio de aquellas figuras que comúnmente denominamos iguales 

- mediante la congruencia. En este estudio analizaremos la forma más simple: los triángulos, a los 
cuales llamaremos triángulos congruentes. 


También conoceremos los teoremas más significativos que se deducen a partir de la congruencia 
de triángulos. Estos estarán agrupados en dos subtemas: las aplicaciones de la congruencia y los 
triángulos rectángulos notables. Cada uno de estos conocimientos nos permitirán encontrar las 
relaciones entre los elementos de uno o más triángulos, entre las longitudes de sus lados y las 
medidas de sus ángulos. 


MÁ, A , . e 
Cada contenido de este capítulo está trabajado de forma teórica y práctica, dando un sustento 
claro y sencillo mediante las demostraciones; además, se reforzará con ejemplos que permitan la 
aplicación de los puntos estudiados. 
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4» CONGRUENCIA DE FIGURAS 


» Nota 
4.1.NOCIÓN DE CONGRUENCIA Se debe considerar la correspondana 
Si superponemos UN papel transparente sobre como una relación biunívoca entre de 
la fotografía del automóvil y luego lo calcamos, elementos de los triángulos congruentes z 
obtendríamos sobre el papel una copia fiel ABC y POR. 5 
del automóvil, donde todos los elementos del ea 
nuevo dibujo y del automóvil coincidirán. Esle OHESDO ls LS 
procedimiento nos da una noción de cómo Es 
obtener dos figuras geométricas que tengan la aa WIR De LA —> xP 
misma forma y el mismo tamaño. BC <= QR aB => 


2 “AR 


Ejemplo 


Si los triángulos ABC y PQR son congruentes, 
entonces 


Con ello podemos indicar que si dos figuras 
geométricas tienen la misma forma y el mismo 
tamaño, estas se denominan figuras geométricas 
congruentes. El signo = es el que usaremos para 


B - 2 
denotar que dichas figuras son congruentes. 
De la misma manera, si superponemos dos - 
triángulos y observamos que existe coinciden- E 
¿a E E P 


cia de todos sus elementos, dichos triángulos 
serán congruentes, específicamente coincidi- 
rán sus tres lados y sus tres ángulos. 


*  aángulos de igual medida se oponen lados 
de igual longitud; por tanto, Xx=8. 


+ alados de igual longitud Se a smS 
1.2. CONGRUENCIA DE TRIÁNGULOS gulos de igual medida; poriani2 
1.2.1. Definición 

Dos triángulos son congruentes si sus lados co- 


rrespondientes son de igual longitud y sus án- 
gulos correspondientes son de igual medida. 


Q 
PS 

ia ; 05 

2.2, Casos de congruens dos ángul 5 

? lante para que o ques 

De aqui en adelan . peces bs 

e 
P b R sean congruentes ya n9 os) 
i 


es ángU y 0) 
* seis elementos (tres al ea das sm z Ñ 
ABABC= APQR respectivamente de sn de loS CU 
0 bastará con tres eleme do. 
Notación: El AABC es congruente al APQR. menos uno de ellos debe ser 
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Veamos los siguientes casos: 
a. Caso lado-ángulo-lado (LAL) 
Dos triángulos son congruentes si tienen dos 
lados de igual longitud y los ángulos determi- 
nados por estos lados son de igual medida. 

B Q 


A E 
Si AB=PQ,BC=0R y «<B==<0 
> AABC E A POR 


b. Caso ángulo-lado-ángulo (ALA) 
Dos triángulos son congruentes si tienen un 
lado de igual longitud y los ángulos adyacentes 


a este lado son de igual medida. 


B O 
Á b C P b R 


Si AC=PR, xA=P y <C=xR 
> AABC= A PQR 


Demostración 

Para que los triángulos sean congruentes bas- 
tará con demostrar que AB=PQ. Previamente, 
tenemos tres posibilidades: que AB>PQ, que 
AB=PQ o que AB<PO. 


SiAB >PO, en AB podemos ubicar el punto 
M, tal que AM=PQ. 


oB 


AAMC = APOR: caso LAL 
> mxACM=m=xPRQ=0 
Como mxACM=m=<ACB 
3 Mcoincide con B 
Como AM=AB a AM=PQ 
> AB=PQ 

AABC = APOR 


+ Si AB=PQ, los triángulos ABC y PQR son 
congruentes por el caso LAL. 


+ Si AB<PQ, en la prolongación de AB pode- 
mos ubicar el punto N, tal que AV=PQ. 


AMANC = APOR: caso LAL 
=> mxACN=m<PRQ=0 
Como mxACN=m-=xACB 
> Ncoincide con B 
Como AN=AB y AN=PQ 
> AB=PQ 

AABC= APQR 


c. Caso lado-lado-lado (LLL) 
Dos triángulos son congruentes si sus tres la- 
dos son respectivamente congruentes. 


Á b EP b R 
Si AB=PQ, BC=QR y AC=PR 
> AABC= APQR 
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AAA — 


Demostración 
Para que los triángulos sean songruentes bas- 


tará con demostrar que m=xABC=m=xPQR; 
para ello construimos el triángulo AMC, con- 
gruente al triángulo PQR, donde AM=PQ, 


CM=RQ y AC=PR. 


Pp b R 


El AABM es isósceles. 
=> mxABM=m=<xAMB=0a 


El ABCM es isósceles. 
> mxMBC=m=xBMC=0 


Como AAMC = APOR 
> mxAMC=m=<xPOR=0+0 
AABC= APQR (caso LAL) 


d. Caso lado-lado-ángulo (LLA) 

Dos triángulos son congruentes si tienen dos 
lados de igual longitud y el ángulo opuesto al 
mayor de estos dos lados es de igual medida. 


B O 


A € Pp R 
SiAB=PQ, BC=0R (a>c) y x<A==<P 
> AABC= APOR 
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Demostración 


B e 


e) 


u 


A 
A C 


En el APQR, por teorema de la corresponden. 
cia, como a>c, entonces q >6. (+) 
Para que los triángulos sean congruentes bas- 
tará con demostrar que AC=PR. Previamente 
tenemos tres posibilidades: que AC<PR, que 
AC>PR o que AC=PR. 


e. Si¡AC<PR,en PR podemos ubicar el punto 
M, tal que AC=PM. 


AABC = APQM: caso LAL 
=> BC=QM 


El AMOR es isósceles: 

> mxQMR=mxMRO=8 

En el APOQM, por ángulo a, opten 
mos que a < 6, lo cual contradice 

do en (*): a. > 0. 


Por tanto, el se e. 
menor que el segmento P'2- 


sel 
grmento AC no puede 


A e 
ra simila” qu 


« ane AC ; 
.- Si PR, se analiza de M ento do: 
ne> que el Se jo PR 


lo anterior y se obtiene gn 

mayor que € e Es 

los 

+ Si AC=PR, por el cas0 e | 
ABC y PQR son congruen 


no puede ser 


Ejemplos | a 
En las siguientes parejas de triángulos, verifi- 


caremos (auxiliándonos de los casos de con- > 
gruencia) si determinan a dos triángulos con- »oS 
gruentes. 
L y Q 
B y a iá 
Be a P Los triángulos ABC y EBD no son congruen- 
e tes, porque no es un caso de congruencia 
a ñ MS a el tener tres ángulos de igual medida. 
E 


Aplicación 1 
Si AB=CD, calcule x. 


Resolución 
AABE = ACBD (caso ALA) En el gráfico 


D 
D D 
ll 
a 
13) b 


Los triángulos ABC y ACD no son congruen- 


tes, ya que faltaría un elemento (lado o án- 
gulo), 


Observamos que 
ACDE <= ABAE (caso LLL) 


. x=26" 
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Aplicación 2 


Resolución 
Si AB=CD, calcule x. 


En el gráfico 


A A Si 
ÓN le ÉS b 
Á B e D 
Ó N 
A A E B 


Resolución 

En el gráfico = 

Se traza DE, tal que m«ADES=f. 
Luego 

AADE = ACBD (caso ALA) 

> DE=BD=a 

El ABDE es isósceles. 

. x=50" 


Aplicación 4 
Si AE=FD, EC=BF y AB=CD, calcule x. 
Observamos que 
MARB = ADRC (caso LAL) 
=> RB=RC 
El ABRC es isósceles. 
> x+x+40=180 
. x=70 


Aplicación 3 
Si AD=BC y 0+fB=50", calcule x. 


Resolución 
En el gráfico 
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Af 


Observamos que 
AAEC = ADFB (caso LLL) 
> mxACE=m <DBF=70" 


En el punto € 
x+70”=180" 
.. x=110" 


Aplicación 5 
Si el AABC es equilátero, calcule x. 


B 
P 


Resolución 
En el gráfico 


Observamos que 

AACP= ABCP (caso LLA) 
2 MXPAC=mxPBC=2x 
EL AABC es equilátero. 

> x+2x=602 

 x=20P 


o 


1.2.3. Triángulos rectángulos congruentes 
Para que dos triángulos rectángulos sean con- 
gruentes, solo son necesarios dos elementos, 


ya que el tercer elemento es el ángulo recto. 


Caso 1 

Dos triángulos rectángulos son congruentes 
si tienen los dos catetos, respectivamente, de 
igual longitud. 


A P 


0 
a a 


Bb ña O Cb OR 


. 


MABC =hPOR (caso LAL) 


Caso 2 

Dos triángulos rectángulos son congruentes si 
tienen la hipotenusa de igual longitud y un án- 
gulo agudo de igual medida. 


DBABC =MPQR (caso ALA) 


Caso 3 

Dos triángulos rectángulos son congruentes si 
tienen la hipotenusa y uno de sus catetos, res- 
pectivamente, de igual longitud. 


MABC =hMPQR (caso LLA) 
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Caso 4 


Dos triángulos rectángulos son congruentes si 
tienen un cateto de igual longitud y un angulo m<AMP=m<BOM=0 
agudo de igual medida. En este caso se tienen 

dos posibilidades. 


Piden x. 


Del gráfico deducimos que 


SPAM = la MBO (caso 2) 
+ Un.cateto y el ángulo adyacente > PA=MB=5 A AM=BQ=9 


A P | Luego 
x=5+9 
. x=14 
o AN 
o B b CE 5 R 
Aplicación 7 
MABC =APQR (caso ALA) 


Si AB=BC, BD=3 y DE=2, calcule AD. 


: C 
+ Un cateto y el ángulo opuesto 


A P 
Is ; Ps 
O Ps 
B e Q R 


IABC =5PQR (caso ALA) 


Aplicación 6 Resolución 
Calcule AB si PM=MOQ. En el gráfico 6 
Q 
P 


Resolución 
En el gráfico * 


Piden x. 
Del gráfico deducimos que 


mxABE=m<BCD=B 


AEB =MBDC (caso 2) 
ñ > AE=BD=3 
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En el DAED, por teorema de Pitágoras 
4=24+3* 
x=v13 


Aplicación 8 
Si AB=CD, calcule 0/f. 


B 
O O 


9 


Resolución 
En el gráfico 


Á b D 


ABD =MDCA (caso 3) 
5 MXBAD=m=xCDA 
8=f$ 


2» APLICACIONES DE LA CONGRUENCIA 
DE TRIÁNGULOS 


Son teoremas que se demuestran a partir de la 
congruencia de triángulos. 


2,1. PUNTO EQUIDISTANTE 
Es aquel punto que se encuentra a igual distan- 
cia de otros dos puntos o dos rectas. 


74 


e 
yr 


El punto P equidista de los puntos A y B, ya que 
PA=PB. 


El punto P equidista de las rectas Z, y L,, ya 
que PC=PD. 


2,2. TEOREMA DE LA BISECTRIZ 


Todo punto que pertenece a la bisectriz de un 
ángulo equidista de los lados del ángulo. 


139 


si OM es bisectriz del <AOB y P € OM, en- 


tonces 


Demostración 


DMPOO=MPRO (ALA) 


> a=b an m=n 


Recíproco 


Si un punto P pertenece a la región interior de 
un ángulo y equidista de los lados del ángulo, 
entonces P pertenece a la bisectriz del ángulo. 


Si PO=PR 


> OP es bisectriz del <AOB (0.=8) 
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»» Observación A 


Cuando se tiene la bisectriz de unán de > 
se sugiere trazar el segmento PR de La 
sÍ- 


guientes formas: 


Por teorema de la bisectriz, 
PR=PQ 


=5 


IRPO =1SOPO (ALA) 
3 PR=PQ 


ES : ETA 


2.3. TEOREMA DE LA MEDIATRIZ trizde un 
Todo punto que pertenece a la a mE. 
segmento equidista de los extremo 
mento. 


AS 
q! 


E 


entonces 


y pel, 


Si 2 es mediatriz de AB 


nota 

Si en un problema tenemos a la mediatriz 
como dato, se sugiere formar un triángulo 
isósceles y utilizar las propiedades de di- 
cho triángulo, 


Demostración 


Como £ es mediatriz de AB 


> AQ=0B a POLAB 


_¡MAQP = IMBQP (caso LAL) 


> a=b a 0=9 


Recíproco 


Si un punto P equidista de los extremos de un 
segmento, entonces P pertenece a la mediatriz 


de dicho segmento. 


SIAP=PB y Y es mediatriz de AB 
+ Pez 


» Observación 
En todo triángulo 


si una línea es altura y mediana a la 
ES ez; trazar PB. 


10 Pp 


5 trazar 


Xx 


A m Pric=skg 


| 
Aplicamos el teorema de la mediatriz | 
x=) | 

| 


*..siuna línea es altura y bisectriz ala 
vez, trazar BP. 


P 


SA 


BOP = 5 SAQP (ALA) SS A | 
NO | 
de x=7 de IS IA 

En ambos casos obtuvimos un, triángu-- | 
+ lo isósceles. Tendremos. en cuenta estos, 
casos como olras. formas de: obtener un 
“triángulo is isóse celos, 


Colorario 

En un triángulo isósceles, la altura relativa a su 

base es también bisectriz, mediana y porción | 

de mediatriz del triángulo. | 
B 


l 
Am .wHmc<C 


Si AB=BC, entonces HB es altura, bisectriz, 
mediana y porción de mediatriz. 


A — 


2.4, TEOREMA DE SEGMENTOS PARALE- donde 
LOS Y CONGRUENTES - MN'es base media. 
Si dos segmentos AB y CD son paralelos y de  * si AM=MB y BN=NC, entonces 
igual longitud, entonces los segmentos no se- 


cantes BC y AD son paralelos y de igual longitud. 


E AAA 
la (mu 


Demostración Ú 
Sea AB//CD, AB=CD=a y los segmentos no se- 
cantes BC y AD. Demostración 
B C 
E, 
a ' 
a, 
A D 
Trazamos BD. 


Por ángulos alternos internos ] 
m <ABD=m<CDB=0. En la prolongación de MN se ubica el p 

tal que MN=NQ. 

AMBN = /3QCN (caso LAL) 

> MB=0C a mxMBN=m «QCN=B 


unto O, 


Sea BD=b. 


AABD = ACDB (caso LAL) 


> AD=BC a mxADB=m=<CBD=B 


; internos 
Por el recíproco de ángulos alternos inte 


AB//CQ 
Como AM=CQ y AM//CO, y 
los segmentos paralelos y congrú 


— 


nemos que MO=AC y MQ//AC. 


Por el recíproco de los ángulos alternos internos 
AD//BC 
. AD=BC A AD//BC 


por el teorem de 
entes, Olé" 


2.5. TEOREMA DE LA BASE MEDIA 
En todo triángulo, el segmento que une los 4 -? MN//AC 
puntos medios de dos lados se denomina base A 

media y su longitud es la mitad de la longitud 

del tercer lado y paralela a dicho lado. Recíprocos 


¡a 


AAA 


si AM=MB y AC//MN 
> Nespunto medio de BC. 


Por tanto, MN es base media del AABC. 


Á 2b E 


Si AC=2(MN) y AC//MN, entonces M y N 
son puntos medios de AB y BC, respectiva- 
mente. 


Por tanto, MN es base media del AABC. 


2.6, TEOREMA DE LA MEDIANA RELATIVA A 
LA HIPOTENUSA 


En todo triángulo rectángulo, la longitud de la 
mediana relativa a la hipotenusa es la mitad de 
la longitud de la hipotenusa. 


B 


A b/2 M b/2 € 
O E 


Si BM . é 
¡BM es mediana relativa a la hipotenusa, en- 
tonces 


» Nota ; 
Como BM es mediana relativa a la hipote- 
nusa, entonces el AAMEB y el ABMC son 


isósceles. 


A  b72 M Br C 


Ubicamos N en el punto medio de BC. 
Como MN es base media 
> MN//AB a moMNC=90" 


Como MN es altura y mediana a la vez del 
ABMC 


> BM=CM 


Lo 
2 


Recíprocos 


1. Enel gráfico, si AP=BP, entonces x=m. 
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2. En el gráfico, si AP=BP=CP, entonces 
a=90". 
B 


—k 
pun] 


12 m 


O 


Aplicación 9 
Calcule x. 


Resolución 
En el gráfico 


R 
D 


á 


Por teorema de la bisectriz 
BD=DE=1 


Eli DEC es notable de 30” y 60", 
. x=30" 


Aplicación 10 
Si AC=8, calcule x. 


Resolución 
En el gráfico 


En el AABC, por teorema de base media ob- 
tenemos que 


MN=2=4 
2 


En el /4MQN, por teorema de base media ob- 
tenemos que 


4 
=2=2 
x=>3 ¡ 
Aplicación 11 
Si AC=2(BD) y AE=£C, calcule x- 


B 
Y 


A É 


Resolución 
En el gráfico 


B 


a -——— 


En el DABC, por teorema mediana relativa a 
la hipotenusa 
BE=m a m<xEBC=32" 
El AÉEBD es isósceles. 
> x+x+32=180" 
.. x=74 


2.7, TEOREMAS ADICIONALES 


RTS Van mo as al rima leñaeraias 
2.7.1. Teoremas en el triángulo isósceles 


Teorema 1 
En todo triángulo isósceles, las alturas relativas 
alos lados iguales son de igual longitud. 


Si AB=BC 
> AM=CN 
es decir 
GEA 
Lay) 
A C 
Demostración 


ElAABC es isósceles 
3 MxA=m xC=8 


Del gráfico 
M Ñ 
x > 
LN 

Á 
A ñ za : : 

AMC = -CNA (caso 2) 
> AM= CN : 
ON X=y 


Teorema 2 

En todo triángulo isósceles, la suma de distan- 
cias de un punto de su base a los otros dos la- 
dos es igual a la longitud de cualquiera de las 
alturas trazadas desde los extremos de la base. 


SiAB=BC y De AC 


> CH=DF+DE 
Es decir 
' | 
h=a+b 
Demostración 


El AABC es isósceles. 

> mxA=m=xC=8 

Del gráfico se deduce que 
m =xADQ=m <CDP=B 


En el <PDR aplicamos teorema de la bisectriz 
> PD=SD=b 
En el 127 CSQH 
=>. HC=QS 
h=a+b A 
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Teorema 3 ) 2.7.2. Teoremas en el triángulo en 

En todo triángulo isósceles, la diferencia de Teorema 1 Equilátero 
distancias de un punto de la prolongación de En todo triángulo equilátero 
su base alos otros dos lados es igual a longitud son de igual longitud > SUS tres ls 


de cualquiera de las alturas trazadas desde los 
extremos de la base. 


Si AB=BC=CA 
> AP=BH=CQ 


r 


AA SAS Es decir | a=b=c ) 

=> CH=DF-DE k 
( y a 

Es decir | h=a-b | Demostración 
A Como AB=BC 

>> AP=CQ0 (por teorema 1) 

Como AC=BC 

>, AP=BH (por teorema D 


:. AP=BH=CQ 


Demostración 


Teorema 2 
En todo triángulo equilátero, la A 
tancias de un punto interior a los Pap 

igual a la longitud de cualquiera de las 


suma de las dis" 


El AABC es isósceles 
> mxA=m=xC=89 


De los triángulos AHD y CQD, se deduce que 
m xADH=m x<CDQ=a. 


En el <HDQ, por teorema de la bisectriz 
DQO=DS=b 

Ñ He A $ Si AABC es equilátero 
de =h gión interior 

En DH > BH=PE=PF+PD 


h+b=a j 
“. h=a-b Es decir 


Demostración 


Por P trazamos MN//AC , entonces AMBN es 
equilátero. 
En el AMBN, por el teorema 2 
BR=a+c 
En el CJPRHF 
PF=RH=b 
En BH 
BH=a+c+b 
 h=a+b+c 


3» TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS NOTABLES 
Son aquellos triángulos rectángulos donde a 
Partir de la razón de sus lados (al menos dos) 
se pueden calcular las medidas de sus ángulos 
agudos y viceversa. 


3.1. TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS NOTA- 
BLES EXACTOS 
3.1.1. De 30* y 60? 


En un triángulo equilátero, al trazar la altura se 
forman dos triángulos rectángulos de 30” y 60”. 


MH RE A m HH 
Se “aleto opuesto a 30? es la mitad de la hipo- 
£nusa, 


3.1.2. De 45 vas 


En el cuadrado, al trazar la diagonal se forma 
el triángulo notable de 45? y 45?, 


Á Y) D 


Sus catetos son de igual longitud. 


3.1.3, De 15” y 75 
Formaremos el triángulo rectángulo de 15* y 


75” con los triángulos rectángulos notables an- 
teriores. 


(UI 


V6+42)m 


Colorario 

En este triángulo, la relación más significativa 
para nuestro curso es la relación entre la altura 
y la hipotenusa, que es de l a 4. 


E ] 


Demostración 


En el DABC (15* y 75%), sea AC=4b. 

Trazamos BM (mediana relativa a la hipotenusa). 
> AM=BM=CM=2b 

El 5 BHM es notable de 30* y 60”. 

+. BH=b 


ee 


3.2. TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS NOTA: 
BLES APROXIMADOS 

Son aquellos triángulos rectángulos cuyas medi- 
das de sus ángulos agudos son aproximaciones. 
Veamos las más frecuentes. 


Como se puede apreciar, las medidas de los 
ángulos agudos no son exactos, pero por la re- 
lación conocida de sus lados (3; 4 y 5) la apro- 
ximaremos a 37” y 53". 


37" 143" 


3.2.2. De 


2 


moÍ10 


3m 


Notamos que la razón entre sus catetos de l a3. * 
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8 A 


2m 


Notamos que la razón entre sus catetos es de 
la2. 


2.2.OTROS TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS 
NOTABLES APROXIMADOS 


ám 


24m 


58m 


Aplicación 12 
En un triángulo 
m xACB=30" y BC=*0: 


— 


Resolución 4» CRITERIOS PARA LA CONSTRUCCIÓN 
Graficamos. DE TRIÁNGULOS 


4.1. FORMANDO TRIÁNGULOS CONGRUEN.- 
TES CON LA CONSTRUCCIÓN DE UN 
TRIÁNGULO EQUILÁTERO 


Metodo 1 

Sea el siguiente triángulo: 
ElMBAC es notable de 30? y 60%. 

> BH=8 


El SAAB es notable de 45” y 45", 
x=84/2 - 


Construimos el triángulo equilátero ADC. 
Aplicación 13 a 
Si BC=10, calcule AC. 


Resolución 
En el gráfico 


Al trazar BD, obtenemos los triángulos con- 
gruentes ABC y ABD; por tanto, BC=BD. 


ElBDC es notable de 37” y 53, 
5 CD=8 


ELNMADC es notable de 30* y 602. 
“+ x=16 
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Método 2 
Sea el siguiente triángulo. 


B 
A E E 


Construimos el triángulo equilátero BOC. 


B ; 
LR a 
DÍ 


Á a ME a 


- 
“mr 
+ 
2” q 
. 
* 
- 


sa > 


Al trazar AO, obtenemos el circuncentro O del 
ABC; por tanto, AO=a. 


B 
q 
PL 
A“ m3 
e as E 
aos: leña. ¿2 
e AO 
O 
0) 


Aplicación 14 
Calcule x. 


Resolución 


OS A Ao equilátero Ac 
D 


/ 


Al trazar ED, obtenemos que A£=£D=x. 


NAED = AABC (caso ALA) 
=> AE=AB 
x=5 


Aplicación 15 
Calcule az. 


Resolución 
Construimos el triángulo equilátero BOC. 


v + 
1600 
¡Bd 

E 


Al trazar AO, obtenemos el circuncentro O del 
AABC, entonces AO=a. 


En el AAOC, OP 1 AC. 
> OP=b 
BPO = ABPC (caso LLL) 
> MXOBP=mxCBP=0 
El AOBC es equilátero. 
> 2a=60* 

a=30" 


4.2. FORMANDO TRIÁNGULOS CONGRUEN- 


TES CON LA CONSTRUCCIÓN DE TRIÁN. 
GULOS ISÓSCELES 


Método 1 


Sea el siguiente triángulo: 


La primera forma consiste en trazar la ce- 
viana interior BD, tal que m<ADB= 20; ob- 
tenemos que AB=BD=DC=a. 


B 
Q 
A D a € 


La segunda forma consiste en trazar la ce- 
viana exterior BE, tal que m <BEA=8; obte- 
nemos que BE=BC=b y EA=AB=a. 


Método 2 
Sea el siguiente triángulo: 


+ La primera forma consiste en trazar la ce- 
viana exterior BD, tal que m=ADB=90"-8; 
obtenemos que BC=BD=b y AB=AD=a. 
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+ La segunda forma consiste en trazar la Aplicación 17 


ceviana exterior BE, tal que mxCEB=20; Cie ÁB<CO: 
obtenemos que AB=BE=EC=a. 


Aplicación 16 
Si AB=DC, calcule x. Resolución 


Trazamos la ceviana interior BE, tal que 


m=BED=80", entonces BE=BD=b y AB=AE=a, 


Resolución 
Trazamos la ceviana exterior BE, tal que 
m=<BEA=20", entonces CB=BE=b y BA=AE=a. 


E 
: 
. 


De AC, podemos deducir que AD=EC=c. 


dad ráfico: 
De lo anterior, obtenemos el siguiente £ z 


(caso LAL) 


AADB= ACEB 


AABE = ADEC (caso LAL) 
. x=20" AO x=20" 
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4,3. FORMANDO TRIÁNGULOS CONGRUEN- Resolución 
Me UTILIZANDO EL EJE DE SIMETRÍA Construimos el triángulo AEB, que es el simé- 


trico del triángulo APB. 
Sea el siguiente triángulo: : 


eje de 
B a 


simetiía 


ÉS 


Á 


Construimos el triángulo ADB, que es el simé- 


trico del triángulo ACB. De lo anterior, obtenemos el siguiente gráfico: 


eje de 
simetría 


Obtenemos los triángulos congruentes ABC y El A£BC es equilátero. 
ABD. > CE=a 


El ÑMAEC es notable de 45" y 45". 
> mxECA=mxEAC=45" 
Del gráfico 

wm=60%% 45? 

m=105* 


4.4. FORMANDO TRIÁNGULOS CONGRUEN. 


TES CON LA MEDIANA O LA MEDIATRIZ 
Aplicación 18 
Si BC=BP, calcule (. Metodo 1 


Sea el siguiente triángulo: 


B 


Á Q 


a 
a, 


a] E 
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Prolongamos la mediana hasta P, tal que 


BM=MP=b. 


Á a Mo 4 C 


Al trazar CP, obtenemos los triángulos con- 
gruentes AMB y CMP); por tanto, AB=CP. 


Método 2 
Sea el siguiente triángulo: 
B 
A a a € 


Trazamos la mediatriz del segmento AC. 


Al trazar AP, Obtenemos los tri 
tángulos congruentes AMP y 
m <CAP=m x<ACP=0. 


Ángulos rec. 
CMP; Por tanto 


Aplicación 19 
Si BC=2(BM) y AM=MC, calcule x. 


Resolución 
Prolongamos BM hasta el pu 
BM=MD=b. 


mto D, tal que 


AABM = /3CDM (caso LAL) 
> m«ABM=M «CDM=2X 


De lo anterior, se obtiene el siguiente gráfico: 


El ADBC es isósceles 
> 5x=180" 
. x=36" 


Aplicación 20 
SIAM=MC, calcule x. 


Resolución 
Trazamos la mediatriz de AC. 


A a 
B y mediatriz 
LL 


ip 


A a Mi! a € 


Obtenemos que 


MXPAC=m-<PCA=10* 
MXAPM=m <CPM=80" 


y L 


Observamos que el /AABPM es inscriptible. 


x=10* 


Se cumple que a=b. 


VMiétodo 2 


Se cumple que a=b. | 
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Virus ] 


Aplicación 21 En el ABCE, CE=BD=b. 
ica | 
p NADB = ABCE (caso LAL) 


Calcule X. 
24" . x=18" 


4.6. TEOREMAS EN CUADRILÁTEROS No 


CONVEXOS 
6 
, Teorema 1 


Resolución 
Trazamos BD, tal que M X 


> BD=CE=4 


DBE=30" 


Sea AABCD un cuadrilátero no CONvexo. 


El AABD es isósceles. si AB=BC=AD y m<«BAD=2(m<BCD), 


q entonces 


Aplicación 22 


Si AD=BC, calcule x. 
Teorema 2 


Resolución 
Prolongamos BD hast 

a el punto E 
m=xECD=18> , tal que 


O convexo: 


Sea AABCD un cuadrilátero n 
¿BCD), 


Si AB=BC=AD y m<BAD=2M 


entonces 
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Aplicación 23 
- — siAB=AD=DC, calcule a. Considere que el án- 


gulo ABC es agudo. 
B 
> 
| 
Á C 
Resolución 


Trazamos AE, tal que mxBEA=70. 


De lo anterior, se obtiene el siguiente gráfico: 


En el AAECD 
MXAEC=120*- q 
Enel AAEC 


120%60.=180 
.. A=1]02 


_— AAA 


Aplicación 24 
Si BC=CD, calcule f. 


B 


Resolución 
Construimos el AAKC, tal que sea simétrico 
del AADC. 


eje de 
simetna 


De lo anterior, se obtiene el siguiente gráfico: 


BB 


En el AABCE 
m=<ABC=120"-2fB 
Enel AABC 
120% 4P=180* 
B=15* 
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El Bahraín World Trade Center y la energía eólica 


El Bahrain World Trade Center (BWTC) consiste en dos torres 
gemelas y está ubicada en la capital del país de Baréin, Arabia 
Saudita. Este proyecto pretende mostrar al mundo que los paí- 
ses de los Emiratos Árabes, mundialmente conocidos por sus 
producciones de petróleo, también se han puesto en marcha 
con las energías renovables, como la energía eólica. 


Las dos torres están colocadas sobre un pódium de tres pisos 

de altura, más pisos subterráneos que albergan la zona de ocio 

del complejo que incluye restaurantes, un centro comercial y 

los aparcamientos del complejo. Cada una de las torres alberga 

34 pisos dedicados a oficinas y un mirador en la planta 42. 
Las torres están inspiradas en la forma de las velas de los barcos que utilizan la energía del 
viento para navegar, el BWTC utiliza la energía del viento para abastecer las necesidades delas 
actividades que se desarrollan en su interior. 


Las dos torres están unidas por 3 puentes que soportan cada uno de ellos una de las 3turbinas 
eólicas con las que cuenta el proyecto. El conjunto de los edificios está diseñado para mel 
zar el paso de! viento por la zona donde se ubican las turbinas incrementando su velocidad 
natural hasta en un 30%. 


Con las tres hélices funcionando a pleno rendimiento, estas pueden proveer alo 


7 -año. 
el 11 y el 15% de la energía que demanda, lo cual equivale a 1100-1300 megavatios par $e 
, : levado 
Otros proyectos que pretendían ¡ ía eólica fracasaron debido a los € 
proy que pretendían incorporar la energía eólic ¡WTO Se pudo. 


costes que suponía implementar esta tecnología a los edificios. En el caso de 0 
llevar a cabo, ya que el diseño soporta 3 hélices convencionales de 29 metros 

cada una. Aunque se trata de turbinas diseñadas para minimizar las vibraciones) 

son más que una pequeña variación de las hélices ullizadas en los parques eólicos, Y 
tanto el presupuesto que se dedicó a la investigación científica fue mínimo. 


En el Perú, hay proyectos que impulsan por una energía limpia y verde q 
la fuerza de los vientos del sur, en Nasca, como el parque eólico ubicado eN 


iy de 
cidas a partir 
arcona (102): 


pe 
enterl sá 


d io et in=w pld-trade-é 
Adaptado de <https://es.wikiarquitectura.com/edificio/bahrain o. 41 E 


onjunto entre... 


z% 


! 


Problemas resueltos 


Problema 1 Problema 2 


En el gráfico, las regiones sombreadas son 


En el gráfico, las regiones sombreadas son 
congruentes y AB//CD. Calcule x. 


congruentes. Calcule x. 


Resolución 
En el gráfico 
Resolución 
En el gráfico 


As 
[vo] 


WA 
L 


¡Wip 


Como AB//CD, por ángulos alternos internos 
obtenemos que m <ABC=m xBCD=B. 


» Recuerde 

En triángulos congruentes, a ángulos de 

al medida se le oponen lados de igual Sabemos que AABC = AEDC. 
Ongitud. , 


=> AC=EC=a a m<xBAC=m <DEC=x 


Como AABE= AECD En el DABC 
2 AE=ED=m x+30%2x=90" 
ELAAED es isósceles, sd 

* X=4(p0 x=20* 


: y 159 


A : | S . 


Problema 3 


En el gráfico, AB=DE, AC=EC+CD y 


m xDCE=42". Calcule x. 


B 


ha la 


Á JE D 


Resolución 
En el gráfico 


Sabemos que AB=DE=a, EC=b y CD=c 
=> AC=b+c 


Ubicamos el punto P en AC, tal que AP=b 
> PCl=c 

ABAP = ADEC (caso LAL) 

> BP=CD=c a mxAPB=m=xECD=42* 
El APPC es isósceles 

> x+x=42" 

“. x=21? 
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Problema 4 > 


En el gráfico, AB=DE. Calcule 104 


Resolución 
En el gráfico 


C 
ÍA 
B ó 
b 
Z AS 
pS D 

Sabemos que AB=DE=4. 
El AACD es isósceles. 
> AC=CD=b 
ABCA = AEDC (caso LAL) 
> mxBCA=m «ECD=20 | 

| ángulos 


de 
En el AABC, aplicamos suma 


teriores. 
30.+150=180* 


a.=109 


a — 


Problema 5 Resolución 
$ 

Graficamos. 
En el gráfico, BP=CQ y AP=BQ. Calcule x. : 


B 


Resolución 


En el gráfico 


Piden a+Pf. 
AABC = ACED (caso LLL) 
> m x<BAC=m <ECD=0 


En el vértice C 


m<xACB=B-0 
Sabemos que BP=C0Q =a y AP=BQ=b. En el ZNABC, por suma de ángulos interiores 
El AABC es isósceles. a+ 8+B-8 =1800 
> AB =BC=c 

a+fB= 180" 
ABOC=AAPB (caso LLL) 
> MXBQC=m<APB=126" Problema 7 

á PB=2 = ] 
En el vértice O En el gráfico, PB=2(BQ) y 3(RC)=5(SC) 
Calcule x. - 


Xx+126" =18p0 
. x=54% 


Problema 6 


En un trián 
en BC 


Dectiv. 


gulo ABC se ubican los puntos EyD 
Cy en la región exterior relativa a BC, res- 
aMente. Si AB= =CE=2, AC=CD=4, BE=1 
s3, calcule M<ABC+m=<ACD. pd 
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Resolución 
En el gráfico 


El MPQB es notable de 30? y 60”. 
=> m=PBQ=60" 
El MRSC es notable de 37" y 53”. 
> mxRCS=53" 
En el AABC, por suma de ángulos interiores 
x+60%53”=180" 
.. x=67" 


Problema 8 
En el gráfico, el AABC es equilátero, BP=4 y 
CQ=2. Calcule AQ. 


Resolución 
En el gráfico 


Sabemos que el AABC es equilátero 
ElILBPQ es notable de 30 y 692. 
> BQ=8 a PO=44/3 
En el AABC 

AB=BC=10 
> AP=6 


En el MAPQ aplicamos teorema de Pitágoras 
x2=6* + (4/3) 
x=2v/21 


Problema 9 

En el interior del triángulo ABC se ubi- 
ca el punto P. Si AP=BC, m=<APB=100" y 
m xPAC=m =<xPBC, calcule m xPAC. 


Resolución 
Graficamos. 


Piden B. 

Por dato 

*« AP=BC=a 

* m=xPAC=m<PB 


C=m «PCB=P 
de mm «APO=b 


Trazamos la ceviana PO, tal q 
AAPO = ABCP (caso ALA) 
> PQ=CP=b 
El ACPQ es isósceles. 
> mxPCQ=mM «PQC=2B 
En el DAPBC 

p+3PB+B= 100* 

58=100* 

p=20" 


_— 


Problema 10 
En un triángulo ABC, se trazan las alturas 
A0 y BH, tal que se intersecan en el punto P. 


AP 
: =45", calcule —. 
sim<ABH BC 


Resolución 
Graficamos. 


Pan tt. 

BC y 

El MAHB es notable de 45? 
> AH=BH=a 


Del gráfico 


MAHP=ABHC (caso ALA) 
> x=y 


Problema 31 
En un trián 
Ubica el p 
ABC. si 

"MIACB 


gulo isósceles ABC, de base AB, se 
unto D en la región exterior relativa 
MXABD=90" y AB=BD=DC, calcule 


Resolución 
Graficamos. 


Piden x. 

Por dato 

+  AB=BD=DC=a 

+  AABC esisósceles de lados iguales a 2b. 
En el ABDC se traza DH 1 BC 
> BH=HC=b 

En el AABC se traza AP 1BC 
MAPB =I5DHB (caso ALA) 
> AP=BH=b 
El MAPC es notable de 30* y 60", 
. x=30" 


Problema 12 


AD 
áfico, calcule 5. 
En el gráfico calcule ¿7 


163 


Piden X. 
nesolución Por dato 
En el gráfico 5(AE)=4(ED) 


> AE=4b a ED=5b 


En el «CBA aplicamos teorema de la bisecty 
> RE =AE = 4b 


En el «BCD, también por teorema de la bisecti 
RE=EF= Ab 


EL EFD es notable de 37" y 53", 


. x=D3" 
si 


in 
iS 


Problema 14 


En el gráfico, m«BAC=80” y m=xCAD=30". 
. En el gráfico, BE=EC. Calcule X, 


Se traza CE, tal que mM «AEC=80". 
> m«BCE=30" A AC=EC=a B 
ABEC= ADCA (caso ALA) - C 
=> X=Y A 
y21 s 
: Lat : 
y 
Problema 13 : 
En el gráfico, 5(4E)=4(£D). Calcule x, Resolución 
En el gráfico 


Resolución 


En el gráfico Piden x 


En el MBAF aplicamos teoreM 
> BF=5 

Como FE BC y BE=EC 
> BF=FC=5 

El CDF es notable de 37 
. x=4 


y 


pa 


problema 15 Problema 16 


En el gráfico, L es mediatriz de AC, Mes punto En el gráfico, BC=PC. Calcule ñ 
medio de BD y AB=8. Calcule CD. 


B 


Resolución 
Resolución En el gráfico 
En el gráfico 


Sea x la medida de CD. 


Sabemos que BM=MC=m y es £ es mediatriz Piden y. 


de AC. Sabemos que BC=PC=2a. | 
Trazamos BH LAD. , . 
] bservació 
ElAHB es notable de 30? y 60* ón: % 
> AH=4 Con 327 y 74* se pueden construir triángu- 
> los isósceles. : 
En el NBHD aplicamos teorema de los puntos pi , 3 e 
medios. z z orar trazar” 
2X1A “24 :3 
Á TEE E Gal 
Los triángulos BCO y CAQ son isósceles. sl 
42 Como el ACAQ es isósceles, prolongamos la 
tÁ=k+x A NT 
bisectriz AP hasta H, entonces AH es altura y 
X=4 


mediana a la vez. 
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a 


El BPHC es notable de 30” y 60” Resolución 


> m=xCPH=30"* 


Graficamos. 


En el AAPC, por ángulo exterior, obtenemos 
x+16%=30" 
., x=14 


Problema 17 

En un triángulo ABC, se traza la cevia- 
na BD, tal que mxCBD=90". Si AB=8 y 
m <BAC=2m=xBCA, calcule CD. 


Resolución 
Graficamos. . 
Piden x. 
En el DABC 
m xBAC=54" 


En el LABC se traza la mediana BM relativa a 
la hipotenusa. 
> AM=BM=CM=2 


Piden x. El ABMC es isósceles. 


En el MCBD trazamos la mediana BM relativa > m<xMBC=m< MCB=36" 


a la hipotenusa. 


> DM=BM=CM= y El ADBM es isósceles. 


> BD=BM 
El ABMC es isósceles 2 
de 6 
> mxMBC=mxMCB=0 
El AABM es isósceles Problema 19 D 
Úl s e ule Ci , 
> BM=BA En el gráfico, PB=BQ y AB=8- Calc 
Z=8 
2 
. x=16 
Problema 18 


En un triángulo ABC, recto en B, se traza la 
ceviana interior BD. Si AC=4, mxACB=36" y 
m=<ABD=18", calcule BD. 
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Resolución 
En el gráfico 


Piden x. 

Sabemos que AB=8 y PB=BQ=m. 

El APDO es isósceles y PB=BQ 

> DB1L PO 

En el 1 CBD se traza la mediana BM relativa a 
la hipotenusa. ” 


ca CM = BM =MD==> 


ELABMC es isósceles. 
> MIMBC=m <MCB=0 


El AABM es isósceles. 
> BM=BA 


Problema 20 


En el gráfico, m <PBH=rn «HBQ=53", MO=6 
y HM=5. Calcule PM. 


B 


H M 


Resolución 
En el gráfico 


Piden x. 


El! CQM es notable de 372. 
=> MC=10 

El AABC es isósceles. 
>AH=HC=15 


ELISAPM es notable de 37". 
x=12 


Problema 21 


El gráfico muestra el tramo final de una carre- 
ra. Un corredor observa al oficial de la carre- 


ra sosteniendo la bandera a cuadros con un 


ángulo de elevación de 167; y el otro, con un 
ángulo de 53”. Calcule la altura en que se en- 
cuentra el oficial de la carrera. 


Resolución 
En el gráfico 


08m, 
¡(Ae <== 
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Piden h. 


Resolución 
Sea CD=28b 


En el gráfico 
ELMBDC es notable de 37” y 53”. 


> BD=21b 


EL DMADC es notable de 16” y 74”. 
=> AD=96b 


En AD 


96b=7,5+21b 


O: El gallardete que nos muestra el gráfico es un 
1 triángulo isósceles (AB=BC). 
h= 28( 2) +0,8 


Trazamos la altura BH, que es a la vez mediana 
y bisectriz. 
a C= A 
"> AH=HC==5 A ABH=mxHBC= 2 
Problema 22 : 
Al estudiante que obtenga el primer puesto en 
la XV Olimpiada Nacional Escolar de Matemá- 


tica se le otorgará un gallardete, cuyas dimen- 
siones se indican en el gráfico. Calcule o.. 


Del gráfico 


A ar E 
Ú 


Ñ 
B 


ELDABB es notable de 5372. 


c. 0=53" 
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Problema 23 


Jean y Camila juegan en un sube y baja, cuya 
altura es de 80 cm. Indique a qué altura se en- 
cuentra Camila en el instante en que Jean toca 
el piso. 


Camila 


Jean 


Resolución 
En el gráfico 


Piden h. 


La propiedad del sube y baja es que el punto O... 


es punto medio de AB. 


En el ACB, por base media, obtenemos que 


g9=2 | 
2 


- h=160 cm 


Problema 24 
En el gráfico, PQ=3. Calcule AC. 


Resolución 
Piden AC=x 


Sabemos que 
PQ=3 
El MAPB es notable de 15? y 75%. 
AB= 
4 
AB=12 


PQ= 


El IMABC es hotable de 45". 
. Le122 


Problema 25 


El gráfico muestra los brazos idénticos de dos 
grúas sosteniendo un bus. Calcule la longitud / 
de dicho bus en el instante mostrado. 


K— 15m ———p— 38m — 
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Nx 3 
E 


.s Piden x. 
Resolución po 


En el gráfico Por teorema de la mediatriz 


* AP=PN=m a m<xPAN= 
.* BP=PC=n 


MXPNA=x 


AABP = ANCP (caso LLL) 
> m=xBAP=m=xCNP=x 


En el ángulo BAC 


x+x=80" 
15. M———+=8 M4 “. x=40" 
Piden: l Problema 27 


Sabemos que los brazos de las grúas son idén- 
ticas, entonces AE=DC=a Ñ 


DABE =DBC (caso ALA) 
> BE=BC=8m 
AB=DB=15m 


Las dimensiones de la parte frontal de un bus 

son 3 m y 4 m; además, a es la medida del 
* ángulo de inclinación que debe soportar el bus 

para mantenerse en equilibrio. Calcule a. 


Del gráfico 
04+8=15 
(=7m 


Problema 26 


En un triángulo ABC, se ubica el punto N 
en la prolongación de AC, tal que CN=AB y 
m-<BAC=80". Si las mediatrices de BC y AN se 
intersecan en P, calcule m<CNP. 


Resolución 
Resolución En el gráfico 
Graficamos. pos 


mediatriz de AC 


ElI»BABO es notable de 37” y 53%, 
=> mxAOB=53" 


En elxAOC aplicamos suma de medidas an- 
gulares. 
0453810 


0.=28* 


Problema 28 


En el gráfico, ML=AM+LD, AB=1, CD=/2 y> 


BC=W/3. Calcule __la medida del ángulo 
determinado por AB y CD. 


C 


a 


ls 
U] 


D 


so 


Á 
Resolución 
Graficamos el enunciado. 


[] 
a L 10 SbDMEbA 
HA Hb 


Piden Nx 


En LM Ubicamos un punto S, tal que 
lS=a 3 sM=b 

Como CL LBS y DL-¿S 

> CS=CD=.5 

Como BM LAS 

> BS 

Enel 


A MXCDS=m=xCSD=8 
y AM=MS 


“BA=1 A MxXBSA=m=<BAS=0, 
ABSC se cu 


> MX-CSB=90> 


Mple el teorema de Pitágoras 


En el punto $, a.+0=900. 


En el ADEA, por suma ángulos interiores 
x+0+0=180" 
90 


x=90" 


Problema 29 


El gráfico muestra las medidas de un toldo. 
Calcule la altura h. 


Resolución 
En el gráfico 


Piden h. 


El AABC es isósceles 
> mxBAC=mxACB=30" 
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Se traza BH 1 AC. 
El DABB es notable de 30” y 60”. 
> BH=75 cm 


Luego 
h=200+75 
, h=215cm 


Problema 30 


En un triángulo ABC, se traza la ceviana BD. 
Si mxACB=4m=xABD, mx«BAC=7m=xDBA y 
BD=AC, calcule m<xDBA. 


Resalución 
Piden x. 


-»» Observación 


Enel ABDC 


Trazamos la ceviana exterior BE 


que mxBED=4x 
> DB=DE=a 
BE=BC=b 


Analizamos el segmento EC. 


> EA=DC=c 


“ABEA = /ABCD (caso LAL) 
=> mxEBA=m=xCBD=3x 


En el ABDC, 8x+3x+4x=180". 


x= 12" 


Problema 31 


Un puente tiene la propiedad de que su eje es 
mediatriz de AB, CD y EF, respectivamente. El 


cable que une los puntos M y D se rompió. Si 
CD=16, calcule la longitud de MD. 


eje del puente 


Resolución 
En el gráfico 


—— 


Sea x la medida de MD. 
Como “L es mediatriz de EF 
> mxEMN=mxFMN=20* 


Como “% es mediatriz de CD 
> maCMN=mxDMN=45" a CN=ND=8 


ElDBMAD es notable de 45", 


x=8v/2 


Problema 32. 


En la cima del cerro San Cristóbal se colocó 
Una cruz, Desde un punto A, situado en el sue- 
lo, se observa el pie P de la cruz con un ángulo 
de 53* y el extremo superior S de la cruz con 


un ángulo de 60". Si AB=12 m, calcule lá altura 
de la cruz, 


Resolución 
Elaboramos el gráfico: 


Piden Rh. 
ELIMPBA es notable de 37* y 537, 
> PB=16 


Elx SBA es notable de 30? y 60”. 
> SB=12V/3 


En BS se obtiene 
h+16=12/3 
h=1243 -16 
h=4(3/3 - 4) m 


Problema 33 


Un juego de plantillas está conformado por 
una escuadra y un cartabón, donde la hipo- 
tenusa de la escuadra y el cateto mayor del 
cartabón son congruentes, Si las plantillas son 
colocadas como el gráfico, calcule x, 


escuadra 


cartabón 
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Resolución 
En el gráfico 


Resolución 
Piden x. Separamos los triángulos. 


»» Observación 
La escuadra está formada por el triángulo 
rectángulo notable de 45”. 

El cartabón está formado por el triángulo 
rectángulo notable de 30? y 60", 


Piden a—b+c. 


Como AC=CE y BC LAE, entonces AABE es 
Como los tres triángulos son congruentes, el- 


isósceles. i 
tonces los ángulos de uno de ellos se repiten 
> mxBAC=mxBEC=30" uno a uno en los demás triángulos. 
Como AABC = APQR 
En el xCED AB=PQ > a=5 
x+30=45" 
Como ALMN = AABC 
. xa=15" MN=BC == b=7 
Como APOR = ALMN 
Problema 34 PR=LN > c=6 
En el gráfico se muestra el croquis de un par- Luego 
que. Si los bancos son los vértices de triángu- a-b+c=5-7+6 
los congruentes, calcule a—b+c. . a-b+c=4 


174 


»> Test «4 


1, Enel gráfico, AB=CD y mxAEB=26>". A) 522 B) 380 O 36 
Calcule x. D) 26? E) 18* 
A) 189 5, En el gráfico mostrado, AB=10, BC=16 y 
B) 20* AE=EF. Calcule DF. 
C) 24” 
D) 26* A) 2 
E) 28* B) 3 
CO) 4 
E D 5 
2. En un pliego de cartulina se hacen trazos E 6 


interiores que forman dos piezas con- 


gruentes. Halle el valor de x. * LU, Enel gráfico, BD=1. Calcule AC. 


A) 60* a Y6 
B) 40 B) 2 
C) 80* C) 242 
D) 70* D) 243 
E) 30 


E) 3 


3, En el gráfico, 2 es mediatriz de AP YE YA En un triángulo ABC, se traza la altura BH. 


AB=PC. Calcule x. Si mxBAC=2mx<BCA, AB=5 y AH=2, 
calcule HC. 
A) 36* 
B) 52* A) 4 B) 5 O 6 
E) 8 
O) 66* aye | ) 
an 8. Enel gráfico, calcule BC si AB=3 y DB=BE. 
E) 80? 
A) 6 
4. Enun triángulo ABC, recto en B, se ubican ' B) 8 
los puntos M y N en AC y en la prolongación Cc) 3 
de CB, respectivamente. Si AM=MC=BN y D) 7 
MXMNC=26", calcule m<ACB. : E) 12 


> 
LAVES j 
1581 25 29 +5 sE sE 768 sE 
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Problemas propuestos « | | 


Nivel básico 3, En el triángulo ABC, en AC YE 
i 


can | 
1. Indique la secuencia correcta de verdade- S; pee My Ny, respectivamente, 
ro (V) o falso (F) respecto las proposicio- á M< ABM=m x< CMN, 
nes. mx MBN=m < MNB y m < BAC=5p> ca, 


1 cule m x< ACB. 


A) 50* B) 40 O 60 

> E D) 25 E) 750 

ÓN 4, 2 — 
q € 


En el gráfico, AB=CP, BP=CD y AB//CD. 
Aa B q 
Calcule f. 
AABD = ACBD AABC= AADC 


TT. IV. 


B B Í 
va q b 
D a 
A 
A A a 
AABD=ACDB AABC=AEDC C e 
A) VVVV— B) VVFF.  C) VVFV A) 16? B) 24 qe 
D) FFVV E) FVFV D) 37 E) 45 


2. Enel gráfico, las regiones sombreadas son 2 

congruentes. Calcule x, 5. En un triángulo AB Ñ 
la ceviana interior BD. Si 
m«BAC=37>, mx<CBD=9 
cule CD. 


recto en B, $ a 
m«ACB= =15 
y AB= =10% cal 


0) 20 


A) 12 B) 16 y 2 


D) 24 
Aza 
g sel 
6. En un triángulo AL ABC, e a 0 
la mediatriz de AC, que in al ge 


el punto Ñ. si AN=13 y BN=5 


0 3 
A) 1009 B) 109 O) 115* A) 10 B) 11 1 14 | 


D) 120" E) 125" D) 13 


7, Dado un triángulo ABC, se traza la me- 


diana AM y la altura BH. Si BC=2(4H) y 
mxMAC=20", calcule mx CBH. 


antalla 
ss y 


A) 20? 
B) 30* 
C) 40" 
D) 50* 
E) 60* 


8. El gráfico muestra un árbol de 21,5 m y otro 
de 16,7 m de altura. En la parte más alta de 
cada árbol se encuentra una paloma. Am- 


: A) 53,4 cm 

bas palomas salen a comer los residuos 
, , B) 61,6 cm 

de una fruta seca dejados por una ardilla 
. ] C) 63,6 cm 

y llegan a un mismo punto ubicado entre 
los árboles. Si las líneas que describen sus D) 70,1 gm 


E) 72,6 cm 


vuelos son perpendiculares entre sí y tie- 


nen la misma longitud, ¿cuál es la distancia ¡ 
entre las bases de los árboles? 10, El portero Luis se encuentra en un punto 


P, que equidista de las líneas de tiro AB y 
AC que tiene Jorge hacia la portería. Cal- 
cule a. 


A) 20,2 m B) 242m  C) 30,6m 
D) 32,8 m E) 38,2 m 


La posición más adecuada de ubicar el 
Monitor de una computadora es a la altu- 
Ta de los ojos y perpendicular a estos, tal 
pea Muestra en el gráfico. Si la medi- A) 8* 
ae as observación hacia el mo- B) 16? 
e 30” y el ancho del monitor es de C) 24% 


35,6 
me Em, calcule a qué distancia (d) de los D) 32 
S está ubicado el monitor. Ad 


177 


A 


+11. Pablo está sobre la escalera pintando la 


12, 


pared y Andrea está sosteniendo otra es- 
calera, idéntica a la anterior. A partir de los 


datos de los gráficos, calcule a+b. 
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E60 cm RS 


PEER TS 


A) 150 cm 
D) 230 cm 


B) 220 cm 
E) 235 cm 


Nivel intermedio 


En un triángulo ABC se traza la altura y la 
ceviana interior BH y AD, respectivamen- 
te, las cuales se intersecan en el punto P. 


Si AB=PC y mxDAC=m=ACD, calcule 
m=xADC. 


A) 60* 
D) 80* 


B) 70* C) 75? 


E) 90* 


. En un triángulo equilátero. ABC, se ubi- 


can los puntos N y M en BC y AB, respec- 


tivamente, tal que m<NAB= m=MCA. Si 
AM=3 y CN=5, calcule AC. 


C) 225 cm 


14, 


17. 


A) 6 
D 8 


9 


E) 10 


En el gráfico, AB=BC y EC=8 CA E 
E e 


A) 6 Fo 

B) 7 ] 

2. SA 
Ds a 
E) 10 


« En el gráfico, AP=3 y AB=PC. Calcule AC. 


B 
A 


3 B) 4 e 
D) 6 Eje 

» 
al gráfico, AB=4 y BM=MC. Calcule M 


cule CD. 


En el gráfico, AB= 2, Cal 


A) 1 
B) 2 
os +4 
D) 4 
E) 6 


—É  ATAáA 
— 


18. Enel gráfico, AD=CD+CB. Calcule x, | 400 cm—y 


Lem 


120 cm 
gráfico 1 
A) 66* B) 702 O) 72 
D) 76* E) 80" 
19. En un triángulo ABC se ubica el punto Q aia 
y el punto medio P sobre AB y BC, res- 
ión Si AB=2(AC), AC=2(BQ) y A) 30 B) 37 O) 45 
m=xAQP=553", calcule mxBAC. D) 53* E) 602 
A) 50" B) 60% Si 
) ) 6 Clggo 22. Sobre la mesa se derramaron unos granos 
D) 80* E) 100* 


de azúcar en el punto M. Dos hormigas 
ubicadas en los puntos A y B parten en lí- 


, 77) FG . E E 
20. En el gráfico, % y 4 son mediatrices de nea recta hasta los granos de azúcar. Si tie- 


AB y CD, respectivamente. Si AP=3, BC=5 nen la misma velocidad y llegan al mismo 
y PD=4, calcule x+y. tiempo, ¿qué distancia recorre cada una 
de ellas? 


64 em 


A) 10* B) 20 O) 30 
D) 4p> E) 500 
2%. Las A) 25cm 
Medidas de un carpa para campamen- B) 34 cm 
to están indicadas en el gráfico 1. Luego de C) 40 cm 
“mar la carpa tal como se muestra en el D) 52 cm 
Sláfico 2, calcule aL, E) 60 cm 
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A — 


93, En una hoja de papel está el dibujo de la 
región cuadrangular ABCD, de perímetro 

16. Si se realiza un doblez en torno aAC, los 
puntos B y D coincidirán. Calcule el máxi- 


mo valor entero de AC. 


doblez 


A 7 B) 8 CE), 9 
D) 6 E) 15 


24, Unjuego de plantillas está conformado por 
una escuadra y un cartabón, donde la hipo- 
tenusa de la escuadra y el cateto mayor del 
cartabón son congruentes. Si las plantillas 
son colocadas tal como se muestra en el 
gráfico, calcule x. 


escuadra 


carlabón 


A) 15? 
D) 53%2 


B) 16? O) 372 


E) 30" 


180 


Nivel avanzado 


25. En el gráfico, BM=MC y MP=43 
Calcule CD. : 


A SN 
A 1 B) 2 os 
D) 4 E) 5 


2%, En el gráfico, M y N son puntos medios 
de AB y CD, respectivamente. Si AD=BC,. 
calcule Q. 


> "3 
C- 


gar 


20” 
B) yr. 


A) 10? 
D) 40* 


Ol. 
07. En el gráfico, A8=CD. Calcule 


D 
5 
D 
4 B 3 
ds 
A) 30" y  p% 
D) 27" 


Capítulo 


Polígonos 


Luís Alberto Francia Ruiz 


CAPÍTULO V 


POLÍGONOS 


“Objetivos 
* Conoceralos polígonos planos, indicando sus elementos. 
+ Comprendér adecuadamente los teoremas de los polígonos. 


+ Relacionar los diferentes tipos de polígonos. 


Introducción 
El hombre, en el transcurso de su desarrollo, ha buscado delimitar los terrenos donde habita o tra- 


baja; para ello recurre al uso de líneas cerradas que suelen presentar partes rectilíneas, curvilíneas 
o mixtilíneas (principalmente formas rectangulares, cuadradas, hexagonales, etc.), de este modo 
es que estudió las formas poligonales, cuyas propiedades son necesarias conocer. 
La historia de la matemática hace referencia el uso frecuente de los polígonos. Desde los tiempos 
de Euclides (300 a. n. e.) se conocían construcciones geométricas con regla y compás para polígo- 
- nos regulares de 3, 4, 5 y 15 lados y los que de estos se deducen. Notables geómetras se dedicaron 
durante bastante tiempo a este tema de las construcciones. Arquímedes (287 -212 a.n.e.) usando 
el método exhaustivo llegó hasta el polígono regular de 96 lados con circunferencias inscritas y 
circunscritas, para aproximar el valor del número T (pi), buscando la mayor aproximación posible. 


Los polígonos están presentes en nuestra vida diaria. En la naturaleza se observan formas poligona- 
les, por ejemplo, un panal de abejas está formado por celdas hexagonales y con esta forma logran 


obtener una mayor cantidad de miel y una mayor resistencia de sus celdas. 


Los polígonos también están presentes formando parte de diversos diseños arquitectónicos que 


dan origen a los poliedros (edificios), en diseños mecánicos que dan forma desde las piezas mecá- 
nicas más sencillas hasta las maquinarias pesadas y también en los megaproyectos. 

El polígono más sencillo es el triángulo (lo podemos observar en las pirámides de Egipto), pero 
los más usados son los cuadriláteros y en especial los cuadrados y los rectángulos, por ejemplo, 
las mesas, los libros, los cuadernos, etc. También hay construcciones pentagonales, hexagonales, 
octogonales, etc. 

Podemos ver así que el estudio de los polígonos es de gran importancia, ya que nos ayudará a 
entender y explicar, con el apoyo e integración de otras ciencias, lo que encontramos en nuestro 
entorno y la manera de emplear sus propiedades para resolver nuestras necesidades. 
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1» DEFINICIÓN | 


Sean P;, Po, Pg» «+0» Pn-19 Pp PUNtOS distintos en un plano con n>2. Al unir los segmentos Pp" Pa 


, P,_¡P,, P,P, se forma una línea cerrada, la cual recibe el nombre de polígono. ¿PR Py 


Dicho polígono tiene las siguientes propiedades: 
+ Dos segmentos con un punto común no deben estar en línea recta, 
+ Dos segmentos cualesquiera solo pueden intersecarse en sus extremos. 


+ Encada extremo común concurren solamente dos segmentos. 


1.1, ELEMENTOS 
* Los puntos P;, P,, ..., P, se denominan vértices del polígono. 
* Lossegmentos P¡P,, P¿Pz, ... PriPr PP se denominan lados del polígono. 


+ Doslados del polígono con un vértice común forman un par angular y determinan un ángulo al 
que se denomina ángulo interno del polígono. 


+ El segmento que une dos vértices que no son extremos de un lado se denomina diagonal del 
polígono. 

La intersección de los interiores de los ángulos de un polígono recibe el nombre de interior 0 
región interior del polígono. Los puntos del plano al cual pertenece el polígono (que no perte- 
necen al polígono ni a su interior) constituyen el exterior del polígono. 


» Todo polígono es una línea continua cerrada. 


interior del polígono 


Notación: 
Polígono PP¿P3P4PsPePiPs 


En el gráfico 

- Py; Po; ...; Pgson vértices: 
- PP; PoP3; PoPa; Pe «PSP son lados. le 
- <P¡PoPg; .. EP¿PgP1S0N pares ang! 


- PyPg; PyP6; --- SON diagonales.. 
El Pa 


x exterior del poligono 
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En el segundo milenio se pueden 
observar diversas construccio- 
nes con diseños que emplean 
varias formas de polígonos. 


=  Enlaépoca de los incas, las construccio- 
nes de las fortalezas se realizaban con 
piedras de formas poligonales. 


Las siguientes figuras son polígonos: 


DO EN 


Las siguientes figuras no son polígonos: 


OXVAL 


» Nota PO A 
En todo polígono, al segmento que une los puntos medios de dos ladés cualesquiera sele deno- 


mina diagonal media. 


El caparazón de-una tortuga presenta en 
el dorso escudos que tienen forma de po- 


2 


S sráfico muestra el polígono ABCDEF, en el cual se han trazado las diagonalesmmedias PO yRS.: > 
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2» CLASES DE POLÍGONOS 


2.1. POLÍGONO CONVEXO 
Es aquel polígono cuya región interior es un conjunto convexo. 


En ambos polígonos su región interior es un conjunto convexo. 


2.2. POLÍGONO NO CONVEXO (CÓNCAVO) 
Es aquel polígono cuya región interior es un conjunto no convexo. 


n muestra un borde poli- 
interior es un conjunto no 
e 


Conjunto no convexo 


La pileta del jardí 
gonal cuya región 
convexo. 


2.3. POLÍGONO EQUILÁTERO 
Es aquel polígono cuyos lados tienen la misma longitud. 


b Y 
E pa b D 
a o) 
A . convex 
Polígono equilátero convexo Polígono equilátero concavo (no 90 no 
ser comes 


puede 


De los gráficos anteriores podemos concluir que un polígono equilátero 
convexo, 
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. 
] 
. 


-—— 


2,4. POLÍGONO EQUIÁNGULO 
Es aquel polígono cuyos pares angulares son de igual medida. 


El cristal (magnetita) 
nos muestra un hexá- 
gono equiángulo. 


El gráfico muestra un polígono cuyos pares angulares tienen igual medida, por lo que a dicho po- 


lígono se le denomina equiángulo. También podemos concluir que todo polígono equiángulo es 
convexo. 


2.5. POLÍGONO REGULAR 


Es aquel polígono que es equilátero y equiángulo a la vez. 


ae” 


CHANY 


En el reloj predomina el octógono regular. 


En el gráfico observamos un polígono cuyos lados son de igual longitud (equilátero) y sus res- 


E Pares angulares son de igual medida (equiángulo). A este polígono se le distingue como 
Sular. j 


Todo pol ] 

PAR O regular se puede inscribir en una circunferencia y circunscribir a otra, siendo estas 
c | O , : 

Níricas, es decir, tienen el mismo centro, el cual es el centro de dicho polígono regular. 
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_—y 


Se denomina ángulo central de un polígono regular al ángulo cuyo vértice es el centro de] 


regular y CUyOS lados contienen a dos vértices consecutivos de dicho polígono. 


Polígono E 


La presencia de los polígonos regulares es 


importante en los diseños arquitectónicos en 
techos o pisos. 


3» NOMBRE DE ALGUNOS POLÍGONOS 


Ciertos polígonos, segú 


n el número de lados, reciben un nombre en particular. 


instado 


tiángulo 
cuadrilátero 
pentágono 
hexágono 
heplágono 
octágono 


nonágono o encágono 
decágono 


undecágono 
dodecágono 
| pentadecágono 

- Acoságono l 


0 as 


Cuando las células epica A 
muestran una distribucion pollg 


es están 1 


h gono de 
Ñ n OS po 
Alos demás polígonos se les menciona por su número de lados, Po! ejemplo, al 
17 lados, polígono de 29 lados, etc. 
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4» TEOREMAS EN LOS POLÍGONOS 


Teorema 1 
En todo polígono, el número de vértices es igual al número de lados e igual al número de ángulos 


internos. Por ejemplo, si un polígono tiene seis lados, entonces tiene seis vértices y seis ángulos 


internos. 


Teorema 2 
En todo polígono, el número de diagonales trazadas desde un vértice (N.? D, y) es igual al número 
de lados disminuido en tres. 


| N*Dwy=n-3 | 
( 
donde 


Ejemplos 


1. En un polígono de cuatro lados se procedería de la siguiente manera: 


N.2 D¡y=1 =4-3=n-3 
(n: número de lados) 


A La fluorita tiene seis caras de for- 
ma cuadrangular. 


z : : Dada 
En un polígono de cinco lados se procedería de la siguiente manera: 


N.2 D,y=2=5-3=n 3 (n: número de lados) 
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A 


3. Enun polígono de seis lados se procedería 


de la siguiente manera: 


N.2 Diy= 1 =6-3=n -3 
(n: número de lados) 


Un corte de cristal de cuarzo muestra 
| una sección hexagonal. 


En cada uno de los casos 
demos decir que, en Un polí 


las diagonales posibles desd 
número de triángulos form 
(n —2), donde n es el númer 


Mostrados E 
Sono, al trazay 
€ UN Vértice, q 
ados es igual a 
O de lados, 


Teorema 3 

En todo polígono, el número total de diago. 
nales (N.* D) que se pueden trazar es igual al 
semiproducto del número de lados con el nj. 
mero de lados disminuido en tres. 


donde 


- neselnúmero de lados. 


Demostración pe 

En el gráfico apreciamos que AD es diagonal y 
que es posible trazarla de AaDo deDad,lo 
cual indicaría que al contar las diagonales, se 
cuentan dos veces. De esta manera, el número 
total de diagonáles es la mitad denín-3). 


D 

A partir de lo anterior se puede decir que un 
vértice puede unirse con todos los demás vér- de 
tices, menos con los dos adyacentes ni consi- € % lados ! 
go mismo. d 
Por tanto B 

Á 
donde 

. a 
- ¡esel número de lados del polígono. A N.D==">3 
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Ejemplos j , 
1. Para obtener el número de diagonales que 


se traza desde uno de los vértices de un oc- 
tógono se debe aplicar el teorema 2, 
Tendríamos que N.* D,,=8-3; por tanto, 
obtendríamos que N.* D,y=5 diagonales. 


Se puede comprobar en el gráfico siguiente: 


SS 


En efecto, en un octógono se trazan cirico 
diagonales desde un vértice. 


» Recuerde 


En los polígonos de n lados, 


desde un vértice solo hay (1: -3) diago- 
- hales. 


el número tota) de diagonales es 


NopD= nín—3) 


- Para calcular el número de diagonales que 
tiene un heptágono se debe aplicar el teore- 
Ma 3, de la siguiente manera: 


No p= 2-3) 
2 


No p=7(1-3) 
2 


N*D=14 


Aplicación 1 
En un polígono, desde un vértice, se trazan 
nueve diagonales. Calcule su número de lados. 


Resolución 
Sabemos que N.* D, ,=9. 
Por teorema 2 


N.2 Dy=n=3 
n-3=9 


n=12 lados 


Aplicación 2 


Un polígono tiene 27 diagonales. Calcule su 
número de lados. 


Resolución 
Sabemos que N.* D=27. 


Por teorema 3 


on _nín-3) 
N2D= 2 


Teorema 4 


En un polígono de n lados, el número de dia- 
gonales que se pueden trazar desde K vérti- 
ces consecutivos N.? Df yy, está dado por la 


- siguiente expresión: 


NOD ye = (m0) - EME 


para todo K<n 
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Demostración 
Desde el vértice V,, así como del vértice V.,, se pueden trazar (n-—3) di 
a, lagonales, y si bie 


azarse también (n-3) diagonales, la diagonal V, Vz ya se trazó desde (v,) n desde (y, 
1). : 


deberían tr 
Entonces, desde (V,) se pueden trazar (1 -4) diagonales, desde (V4¿) deberían tr 
ATA azarse (n 


nales, pero las diagonales V, Vs, V¿V5 y V3V5 ya han sido trazadas desde V, y V. 
1 2: 


Entonces, desde (V¿) se pueden trazar (n-5) diagonales; desde (V;) deberían traz, 
nales, pero las diagonales V¡V;, Vo Vs y V3V; ya han sido trazadas desde V,, V, y V. a (n-3) diago- 
¿ 3 Pectivamente 


Desde (V;) se pueden trazar (n-6) diagonales, por lo cual en forma análoga: 


desde (Vg): (n—7) diagonales 
desde (V,): (n—8) diagonales 


desde (V¿): In-(K+ 1D] diagonales 


N.2 DME ve = (n - 3) + (n- 3) + (n- 4) + (n- 5) + (n- 6) + [n-(K+ 1)] 
= (n-3)Hn- Dn - Den —3)Hn - Yen 5)Hn—0)+...+Hn= (K+D)+)-M- 1) id ; 


_p-n-2 


N.2 DMÉ y 


M-3+(K+1)n -(1+2+3+4+5+6+... [K+1)-(1 


2 


) 
(n. ) 
(N.2 DM y) 
(N.2.DMZ )=(K+1) n 


E e para todo KénN 


pan 
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Aplicación 3 | 

En un heptágono, calcule el número de diago- 

nales trazadas desde tres vértices consecutivos. 
C 


Resolución 
Sabernos que n=7 y K=3. 
Piden N.2 Dive: 
Por teorema 
, (K+D(K+2) 
Nepjo ER 
(3+D(3 +2) 


N.2 DE =7(3)— 
N.*D=11 diagonales 


» Recuerde 
El polígono que no tiene diagonales es el 
triángulo, 


» Observación 

Para calcular el número de diagonales irá- 
zadas desde K vértices consecutivos en po- 
lígonos de n lados se debe usarlo siguiente: 


No Dm. DK +2) 
N9 Dr. =nk- 4D +2) 
E 2 


Para todo ken 


Aplicación 4 
E A . . Ga 
nun Pentadecágono, indique el número de 


di O 
ag nales trazadas desde cinco vértices con- 
Secutivos, ] 


Resolución 
Por teorema 


AND mk - (K+D(K +2) 
2 


13 


N.*Df = 155) - 810612) 


N.* D=54 diagonales 


Aplicación 5 

En un polígono, desde seis vértices consecu- 
tivos se puede trazar 92 diagonales. Calcule el 
número de lados de dicho polígono. 


Resolución 

Sabemos que N.* D=92; K=6 

Debemos hallar n. 

Por teorema 

_(K+D(K+2) 

2 

(6+D(6+2) 

y 


N.D =nK 


92 =n(6 


6n=92+28 


n=20 lados (icoságono) 


Teorema 5 
En todo polígono, el número de diagonales 
medias trazadas desde el punto medio de uno 


de sus lados (N.? DM) es igual al número de 
lados disminuido en 1. 


| N.DM¡,=n-1 | 
donde 


- nesel número de lados de lados del polí- 
gono. 


Ejemplos 


1. Para el polígono de tres lados 


N.2 DM ¿=2=3-1=n-1 
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2. Para el polígono de cuatro lados 


N.2 DM ¿=3=4-1=n-1 


3. Para el polígono de cinco lados 


N.2 DM,,=4=5-1=n-1 


Por lo cual podemos concluir que para todo 
polígono N.* DM, =n — 1, donde n es el núme- 
ro de lados. 


Teorema 6 

En todo polígono, el número total de diago- 
nales medias (N.? DM) que se pueden trazar 
es igual al semiproducto del número de lados 
con el número de lados disminuido en 1. 


nítn—-1) 


( 


N.2 DM = 


donde 
- —nesel número de lados. 
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Demostración 


Aplicamos el teorema 5. 
N.2 DM¡=n SS 1 


Como el número de lados es igual al número 
de puntos medios, entonces n(n- 1), pero po- 
demos apreciar en el gráfico que la- diagonal 
media PQ se ha podido trazar de PaQo soda 
P, es decir, que toda la diagonal media ha sido 
contada dos veces, por lo cual el número total 
de diagonales medias es la mitad de n(n- 1. 


Entonces 


nap 
2 
Ejemplos | 
1. Si se tuviera un polígono ee Cozad e 
mero de diagonales medias ados? 
de el punto medio de UNO 
hallaría de la siguiente man 


de su 
era: 


Por teorema 
N2DMy=n-1 


N.eDM =11-1 . 
N.2DM¡y = 10 diagonales 


ediaS 


nn 


o de diagonales medias en un po- 


9. Elnúmer 

lígono de 14 lados se hallaría de la siguien- 
te manera: 
Por teorema 

nopm= 28D 

2 
14(14-1) 
N.2 DM = 1401-D 


N.2DM=91 diagonales medias 


Aplicación 6 

En un polígono, el número de sus diagonales 
medias es el quíntuplo del número de lados. 
Indique de qué polígono se trata. 


Resolución 
Sabemos que N.* DM=5n. 


Aplicamos el teorema 6. 
No pm = 20D 


_nín-1) 
2 


10=n-1 


5n 


n=11 


Por tanto, se trata del undecágono. 


» Observación 


St el triángulo. hay tres diagonales me- 
dias, ya que AB, BC y AC son diagonales 
Medias, ; 


» Nota 
El número total de diagonales medias se 
obliene aplicando lo siguiente: 


donde 
-  ii3número de lados del polígono 


Teorema 7 

En todo polígono de rn lados, el número de dia- 
gonales medias que se pueden trazar desde 
K puntos medios respecto a lados consecuti- 


vOS (n.o DMfsc) está dado por la siguiente ex- 
presión: 


f 


N. DM. = (MK) 


(KK+D 


para todo K<n 


Demostración 


Sean P,, Pa, Pa, Pa .... P,, los puntos medios de 
los lados del polígono de n lados. 


Por el teorema 5 visto anteriormente 
N.2D¡¡=n-=1 
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Entonces desde P, se trazan (n-— 1) diagonales 
medias. Desde P, se deberían trazar (n-—1) ) dia- 
gonales medias, pero la diagonal media P,P, 
ya ha sido trazada desde P.. 

Dado que desde P, se trazan (n-2) diagonales 
medias, desde Py se deberían trazar (n-—1) dia- 
gonales medias. No obstante, las diagonales 
medias PSP) y PsP, ya han sido trazadas desde 
PP, respectivamente. 

Entonces, desde Py se trazan (n-3) diagonales 
medias. En forma análoga, desde P, se trazan 
(n - 4) diagonales medias, desde P; se trazan 
(n -5) diagonales medias y desde Py se trazan 
(n-K) diagonales medias. 


> NDME(¿=n-1+n-2+n-3+n-4+...+n-K 
N.2 DM ¿=(M(K)+(1+2+3+4+...+K) 

: NSDME, = (mx) - ED 

para todo K<n 

Aplicación Y 


En un polígono de 14 lados, ¿cuántas diago- 


nales medias se pueden trazar desde 4 lados 
consecutivos? 


Resolución 
Sabemos que n=14 y K=4, 
Por el teorema 7 


N.2DM?,, = nk LED 
N.0 DM, = 14(4) LED 


N.? DMx(¿=58 diagonales medias 


Aplicación 8 


Si un polígono tiene 50 diagonales trazadas 


desde cinco vértices consecutivos, calcule su 
húmero de lados, 
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Resolución 


Sabemos que N.2 DMk(.=50 y K=5 
Debemos hallar n (número de lados) 
Por el teorema 7 


N.2DM?.. =nk LED 
50 =n(s) 2D 


5n=50-15 
- n=13 


Ejemplos 
1. El cuadrilátero tiene 6 diagonales medias. 


N.2 DM = 


nín 1 
2 


Como sabemos que n=4 
> N.2DM=86 diagonales medias 


2. Enunpentágono, desde los puntos medios 
de dos lados consecutivos solo se pueden 
trazar siete diagonales medias. 


NO DM, =5(2)- 2 


N.2 DM K 07 7 
m 
En efecto, desde 105 are 
hay siete diagonales me 


edios MY 


Teorema 8 

En todo polígono convexo, la suma de las me- 
didas angulares es igual a 180? multiplicado 
por el número de lados del polígono menos 2. 


O 


m=s=180* (1-2) | 


donde 


- —n:número de lados 


Demostración 

Como en todo polígono, desde un vértice se 
pueden trazar como máximo n — 3 diagona- 
les (n es el número de lados del polígono). Si se 
forma n — 2 triángulos y la suma de las medidas 
angulares en un triángulo es 1807, concluimos 
que la suma de las medidas angulares en un 
polígono será igual a 180? multiplicado por el 
número de triángulos que forman las diagona- 
les trazadas desde un vértice. 


2m<s=180'x(N.? de triángulos) 


El número de triángulos es igual al número de 
diagonales trazadas desde un vértice más 1. 


N.* de triángulos = (n - 3) +1=n-2 


“- Em<«s= 180 (n - 2) 


» ota 
El número máximo de ángulos exteriores 
obtusos en un polígono convexo es 3, 


Los leorernas en un polígono equiángulo 
son los siguientes: 


Sea n el número de lados de un polígono 
equiángulo. 


La medida del < interior q 


_ 180%(n-2) 


(Z : 
Ñ n 


La medida del < exterior f) 
360" 
n 


-8 


Aplicación 9 
Indique la suma de las medidas angulares en 
un polígono de 22 lados. 


Resolución 

Sabemos que n=22. 

Por el teorema 8 
>m=xs=180'(n-2) 
*m<xs=180"(22-2) 

+. 2m<s=3600" 


Aplicación 10 
Un polígono tiene cinco diagonales, indique la 
suma de las medidas angulares de dicho po- 


lígono. 

Resolución 

Sabemos que N.2D=5. 

Por dato | 
A = | 
n =5 

Por el teorema 8 
Ym«s=180"(n-2) 

> Emxs=180(5-2) 


. Em«s=540" ¡ 
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Aplicación 11 
Calcule el valor de 0. A 


> »mxi=180(9-2) 


- Pmxi=1260* 


Aplicación 14 


Resolución 
Comon=5 Si el número de diagonales de un polígono es 
> Emxs=180(n-2) 21, calcule la suma de sus ángulos interiores, 
5a.=180(5-2) Resolución 
a=108* Por dato 
Aplicación 12 am» =21 
La medida del ángulo interior de un polígono 
regular es 150”. Calcule el número de lados de n-n-42=0 
dicho polígono. ' ns =1 
n PS 6 
Resolución 
os dd E > n=7 
Si el ángulo interior mide 150”, entonces el án- 
gulo exterior mide 30”. 
Luego 


3602 y 
Luego e = NY m«xi=180%(7-2) 
3po = 3600 2m<i=900" 
2 n=l2 . »» Recuerde GU 
Un polígono regular es e 
Aplicación 13 látero a la vez; por ejemplo, > 


En un polígono regular, la medida del ángulo hexágono regular. 


exterior es 40”. Indique la suma de sus ángulos 
interiores. 


Resolución 


2m<i=180%(n-2) 


be 3602 


» Observación 
En los polígonos regulares, la medida del 


ángulo central se calcula con lo siguiente: 


donde 
c: medida del ángulo central 
- - ninúmero de lados 
Para el hexágono regular, O es su centro, 
entonces el ángulo central DOX mide 


Teorema 9 


En todo polígono regular de n lados (n > 4), 
con cada tres vértices consecutivos se forman 
triángulos congruentes entre sí. 


Demostración 


Consideremos el polígono regular ABCDEF..., 
con el número de lados mayor o igual a cuatro. 


(n>4) 


El polígono es regular, por lo tanto, es equián- 
gulo y equilátero a la vez. 


Entonces, según el gráfico los triángulos ABC y 
CDE son congruentes por el caso LAL. 


Se concluye que AABC=ABCD=ACDE ... 


Ejemplo 
En el hexágono regular, con sus diagonales de 


menor longitud se forman dos triángulos equi- 
láteros. 


B Es 


F E 


" Los triángulos ACE y BDF son equiláteros y 
congruentes entre sí. 


*») Recuerde 
“e En el cuadrado las diagonales tienen 
«la misma longitud.: 


=B Cc 


] pu => : ABCD es cuadrado, + 
YES LD entonces AC=BD.: 


OMAN TOD 
«Enel pentágono- regular, todas sus: 
0, diagonales son congruentes entre sí. - 


B 


-ABODE es pentágono - 
)G. regular; entonces 
ES ¡AC=BD=CE=DA=EB 
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Teorema 10 
En todo polígono regular de n lados (n > 5), 


con cada cuatro vértices consecutivos se for- 


man trapecios isósceles. 


Demostración 
Consideremos el polígono regular ABCDEF..., 


con el número de lados mayor O igual a cinco. 
7 


7 


1 


q 8 


El polígono es regular, por lo tanto, es equián- 
gulo y equilátero a la vez. 

Entonces, según el gráfico, con los ángulos ex- 
ternos (e) en los vértices C y D se tienen los 
triángulos CTD y BTE isósceles, lo cual deter- 
mina que CD//BE; por lo cual, el cuadrilátero 
BCDE es un trapecio isósceles. 

Luego se concluye que los cuadriláteros ABCD, 
BCDE, CDEF,... son trapecios isósceles. 


Ejernplo 
En el nonágono regular ABCDEFGHI, calcule la 


“ mxADG. 


200 


B 


Los trapecios ABCD, DEFG y GHIA : 
gruentes; el triángulo ADG es a Con 
tonces mx ADG=60>, lero, ep. 


» Recuerde 
El trapecio isósceles es aquel cuadrilátero. 
que liene dos lados paralelos y los os 


dos congruentes. 


B C 


A D 


En el gráfico, si BC//AD y AB=CD, enton-* 


Ss 


ces ABCO es un trapecio isósceles. 


A an rata 


»> Observación 
En el pentágono regular, considerando - 


sus lados y diagonales, se forman cinco” 


trapecios isósceles, 


¿ YAA SERE] 

E : ¿gono re 

“En el gráfico, ABCDE OS 4" a ABCDs 
-gular, entonces 10S cuaduila ape 

“BCDE,CDEA, DEAB y EABCSO" 


Sásceles, 1997 (A 


SY 


n— 


Teorema 11 
si LD Lz, entonces 01, +OL9+Olg+...01,=1800, 


donde n 22. 


2, 


Demostración 


FS, A 


Con el trazado de AB se forma un polígono 


convexo. La suma de medidas de ángulos ex- 


ternos es 360”, 

Entonces 01 +02 +0l3+...+0L +8B+0=360% ade- 
más, $+0=180* por ángulos conjugados inter- 
Nos en paralelas. 

01409 +0g+...+ 01, =1800 


Aplicación 15 
E 2 — — 
nel gráfico, %//G%. Calcule el valor de x. 


Resolución 


En el gráfico 


%, 


Por el teorema 11 podemos obtener el valor de 
B y luego el valor de x. 
30% 10264 40+P=180* 
B=80" 
Entonces 
x+B=180" 
. x=100* 


Aplicación 16 
En el gráfico, ZUD. Calcule x—y. 


Resolución 
Con 4//2 


(9 Ed 
La 
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Por el teorema 11 En % 


0+y+180”-x+0=180" x+20=180" 
=> x-y=20 (0 
' Por el teorema 11 
Para hallar el valor de 0, consideramos el po- 
lígono. B+2a+30=180" (10 


Por suma de ángulos externos en el polígono 


¿ 


Por suma de ángulos externos 
9+90%+ 10%+20*+40% 120"=360* 


> 0=80" 
Luego 
x-y=2(80>) 
to ALADO” Tenemos que 
140%+20+100*=360* 
Aplicación 17 pe pe 
> PB+20a=120* 


En el gráfico, %//2 . Calcule el valor de x. 
Reemplazamos en (1). 


30=60 => 0=20" 


Reemplazamos en (D. 
x=140* 


Teorema 12 be 
GN, ads 
Si Z//%, entonces 0 +07+03t1 09 


donde n>4. 


Resolución 


Con 2,//L,, consideramos la prolongación de 
AB. 
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A 
x+0=180" Y) 
Por el teorema 12 en L, VL> 
20% 30% 40%50%+60%0=360" 
=> 06=160* 


En el gráfico 


En (+) 
x=20" 


Por tanto, el complemento de x es 70*. 


NN Aplicación 19 
Con la prolongación de AB se forma un polígo- Si Y, / 7 O 
no convexo. Considerando que 6=0,,,, por ángu- 
los correspondientes en paralelas tenemos que 
0 +07 +0g+...+0=3600 


. 0/+0+03+...+0,=360* 


Aplicación 18 
Las rectas % y L son paralelas. Calcule el 
complemento de x. 


Resolución 
En el gráfico 


Resolución 
En el Bráfico 


Por el teorema 12 con Z,//P3 
2x+424+48"+90%0=360" 


> 2x+0=180" h (D 
Como L:¿//L, 
> 45%25%40%0=180" (ID 
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A 
En (0) y (ID igualamos los primeros miembros. Teorema 13 4 


2x+0=110%0 Si Z, // L,, entonces 
. x=5)D" 0] + Ol + Olg+...+Ol(— 1) + 0%=180(m-1) 
donde n > 2 
Aplicación 20 


En el gráfico, calcule el valor de x. 


Resolución Demostración 


En el gráfico 


ENE se (gono 
ee e Ap (D Con el trazado de AB, se obtiene UN en 
Aplicamos el teorema 11. E convexo de (n+2) lados; entonces la suma 

0+30%+40%+90"=180" sus ángulos internos es 
> 0=20" AD . 
j Sm<i=1801(n+2)-21 Ñ 
Aplicamos el teorema 12. 
30%+40%+30% 20" 10% 60%+y=3602 Luego e 
> y=150* il 
0 +09 +04. 0 + (a+!) codi 
En £, es 
y arale 
Pry=180" => B=30> (ID Por conjugados internos en P 
Reemplazamos (1D) y (ID en (D. Aín+1) 4 n+2)7 180 de 
asd | 02 +07 +03+.-+OlnT 180"=1 
A X= 502 z e 180(n 1) 


0; + 0L9 +03 +=» +Oín 
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Aplicación 21 Aplicación 22 
En el gráfico, calcule 0 +09 +03+0+b+c+d. En el gráfico, calcule 0 +0++03+a4+b+c+d+e. 


Resolución * Resolución 
Tomando en cuenta el gráfico En el gráfico 


Trazamos Lo// L,. 
Por el teorema 13 
Q + a o — — 
1+02+03+04=180* (4-1) (D Considerando Z, //.2,, aplicamos el teorema 13. 
Aplicamos el teorema 11. - +09 +03+04=180"(4-1) (Mm 
a+b+c+d+8=1802 (ID 
sal Aplicamos el teorema 12. 
embro a mie jen- 
cias (1) y (1D, bro dasceperien a+b+c+d+e+0=360% (ID 
Q+ 
1702 +03+04+0+b +Cc+d+04+0=540%% 180? Sumamos miembro a miembro las expresio- 
to en Z, nes (D) y (ID. 
%4+8=1200 0 +A +0 +a+b+c+d+e+04+0=6000 
Luego 
0+ Pero en £L,: ay +0=100” 
xi tab +e+d+120%720* > 0/+0)+03+0+b+c+d+e+100%=600* 
1 +0 s ] 
%+0+a+b+c+d=600 “. 04+03P03+0+b+c+d+e=500* 
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Los polígonos 


El origen de los polígonos tiene lugar en Egipto; después de 
que el ser humano, por una necesidad de contar, crea los nú- 
meros, se ve en la necesidad de hacer medidas y cálculos. Al 
contemplar la naturaleza y admirar su belleza, quiso imitarla 
y empezó a crear conceptos que contenían líneas, formas, 
figuras, polígonos, dando origen a la geometría. 


De acuerdo con los registros históricos, los conceptos geomé- 
tricos que el hombre ideó para explicar la naturaleza nacieron 
en Egipto, específicamente a orillas del río Nilo. Los egipcios 
debían marcar los límites de los terrenos ribereños para cons 
truir diques paralelos que encauzaran las aguas, va que se estaban causando inundaciones 
que perjudicaban los cultivos. Se dice que las clases pudientes podían saber de esta manera 
cuánto era lo que se sembraban y de esta forma, cobra: 


las tierras los egipcios aprendieron a calcular el área de los triángulos, rectángulos y de los 
polígonos en general usando cuerdas. 


En la época de la Primera Revolución Industrial (siglo xvi) se crearon diversas máquinas, tales 
como las máquinas textiles y las maquinas a vapor, en cuyos diseños y ensamblajes había 
componentes con forma de polígono. Fue una época donde la ingeniería mecánica se doses 
lló notablemente. En la Segunda Revolución Industrial (siglo xix) es la ingeniería eléctrica la qu 


Ñ mos ransporte 
se desarrolla más; las locomotoras hacen su aparición y resuelven el problema del transp 
de aquella época. 


s, 
A través de los años, las diversas ingenierías están innovando y mejorando varl0s Jingrte 
inclusive se considera la existencia de una Tercera Revolución Industrial (siglo, pai 
rrollo se debe mayormente a la ingeniería electrónica (era digital), igualmente a qe ins 
y construcciones están siempre presente los polígonos. Además, en la actualidad Sos y Ines 
trumentos de medida bastantes sofisticados que permiten realizar medidas de ángu 

para luego hacer cálculos de alta precisión en los polígonos. 


' 
1 

¿.comie! 

. > , « blogspO 
Adaptado de <http://viajealmasalladelospoligonO mi? 


0 
zo 
A comen AE 
historta-de-los-poligonos-toó0 
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Problemas resueltos 4 


problema 1 

En un campo deportivo de forma heptagonal 
regular, las diagonales menores miden 25 m 
cada una. ¿Cuántos metros tiene el máximo 
recorrido de un atleta que ha decidido seguir 
las diagonales menores sin repetición? 


Resolución 

En el hexágono regular CDEFGH, el ángulo ex- 
terior mide 60". Los triángulos FGH, GHC y HCD 
son isósceles y el triángulo AMB es equilátero y 


Resolución 
Representamos al campo deportivo con el 
heptágono regular ABCDEFG. 


su lado mide 1 cm. 


Obtenemos que GA=AH=1 cm y BC=HB=1 cm. 


El máximo recorrido es con siete diagonales 
(se puede iniciar y terminar en el vértice A); 
Porlo tanto, es de 175 m. 


Problema 2 
En z 
el gráfico se muestra una tuerca de base 


h 
“Xagonal regular. Si AB=1 cm, calcule CD. 
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Problema 3 

El hexágono ABCDEF muestra la sección de 
una piscina. Si BC=15 m, CD=1 m, DE=9 m, 
AF=5 m y mxFED=120", calcule cuántos me- 
tros tiene la mayor profundidad de la piscina. 


B C nivel de 
mi 


zona para 
zona de niños 


tampolín 


Resolución 
Nos piden calcular x. 


> ” , Y urgen 
B y MAiN eo |» 


A 5 F 


En el gráfico se observa que BM=AF=5 y que 
NC=ED=9, entonces, MN=1 y QE=1. 
En el DEQF QF =4/3. 

x=4/3+1 - 


Problema 4 

En el gráfico se muestra la base cuadrada de 
una clínica, que está rodeada de dos jardines 
y una zona de parqueo. Si el lado del polígono 
regular ABCDEFGH mide 60 m, calcule el perí- 
metro de la zona de parqueo. 


€ D 


zona de 
parqueo 


Resolución 


Hace falta calcular BM y NE. 


Y 60 D 


El ángulo externo del octógono mide 45” y el 
ángulo interno mide 135”. 

Los cuadriláteros ABMH y GNEF son rombos, 
por tanto, BM=AH=60 y NE=GF=60. 
Entonces, el perímetro de la zona de parqueo 
es seis veces 60 m, es decir, 360 m. 


Problema 5 


o; ecá- 
En un parque zonal hay varios juegos M 


: lígo- 
nicos, uno de ellos tiene forma de un po E 
n el gráfico. | 


muestra € 
no regular'como se ra del 


AE=6 u y la altura JP= 1 u, calcule la altu 
punto E. 


_____— AA 
— 


resolución bicis 

Se trata de Un dodecágono regular, cuyo ángu- En el gráfico 
A 360" a 

lo central mide Cc == —=302, 


12 


En el hexágono regular ABCD..., los trián- 
gulos AOB y BOC son equiláteros, luego 
m=AOC=120". 


El AAOC es isósceles en 120? 


Entonces 
(OA) /3 = AC 

El AAOE es isósceles de 120? en el vértice O, 0/3 =9 
entonces d/3 = 6. Tenemos que d = 2/3. 1233 
En el AAQE de 30” y 60", tenemos que EQ=3, . Por tanto, la longitud de la soga AOC es . 
Luego h=243 +3+1  20=6/3m. 
- h=2(43 + 2)m , 

Problema 7 

En el gráfico se muestra el octógono regular 
Problema 6 S g g 

ABCDEFGH como componente de una puerta. 
La línea PABCO muestra parte del techo de un La parte central está libre para una pequeña 
CIICO. Fabián está colgado de las manos ensa- ventana. Calcule el perímetro de dicha venta- 
Yando el recorrido de la soga AOC. Si AC=9 m y na si el perímetro del octógono es 160 cm. 


O es el centro de un hexágono regular que tie- 


n 
| € alos puntos A, B y C como vértices, calcule 
a longitud de la soga. 


B 
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Resolución 


En el gráfico 


ventana 


Sabemos que el perímetro del octógono regular 
es 160 cm, entonces, se tiene 20 cm por lado. 


Se observa que OR=CD=20 y RT=EF=20. 


Por tanto, el perímetro de la ventana es 4(20), 
es decir, 80 cm. 


Problema 8 


La poligonal equilátera ABCDEFG tiene por 
lado 4 u de longitud y es parte de la estructura 
de un restaurante campestre. En dicha poligo- 
nal, los ángulos externos en B y F miden 45" 
y los ángulos externos en C, D y E miden 30", 
¿A qué altura se encuentra el punto D? 


Resolución 
Nos piden calcular PD. 


En el gráfico se observa que PO=AB=4 4. 
En el 5BSC, QT =SC=24/2 u 
En el I5C7D, de 15” y 75”, con hipotenusa 
CD=4, tenemos que 7D = 0 = 2. 
Entonces 

PD=PQ+0QT+TD 

PD =4+24/2 + /6 -/2 


PD=(4+/2 +46) u 


Problema 9 


onal 
El esquema muestra un parqué hexag 


la di- 
cuya vereda tiene 2 m de ancho. al 
ferencia de longitudes de los bordes 


vereda. 


vereda 


— 


resolución 


Él borde mayor es 6a y el menor es 6b, enton- 


ces debemos calcular 6a-6b. 


Los triángulos AOB y POQ son equiláteros. 


Luego 
om=2 3 
2 
ON =2 43 
2 
3 OM-ON=2 
Luego 
a b 
¿88-713=2 
a-p- 3 
3 
y 6a-6b=8/3 m 
Problema 10 


Los choferes de autobús que se dirigen por las 
Carreteras Ca, 


tada por la re 
tal que los po 
además, AP= 
el punto A y 


C, y Cz cruzan la colina represen- 
gión sombreada mediante túneles, 
lígonos ABCDE y EFD son regulares; 
200 m. El señor Manuel, que está en 
de desea llegar a su destino, el punto Q 
lecala o por el punto P), decide caminar 
Co C, Há a Menor distancia hacia la carretera 
la dera trasladarse en otro autobús. Calcule 
que debe recorrer el señor Manuel. 


Resolución 
En el gráfico 


El ángulo exterior del pentágono regular mide 
72*, entonces la distancia del punto A hasta las 
carreteras C, y Cz son iguales. 


El AAEF es isósceles, luego m <BAP=42"; en 
el triángulo ABP, la mx APB=30". 


El 4ATQ es de 30” y 607, entonces si AP=200 m, 
d=100 m. Por tanto, esa es la distancia que 
debe recorrer el señor Manuel. 


Problema 11 


Se tienen dos polígonos convexos cuyos nú- 
meros de diagonales se diferencian en 3; ade- 
más, la razón entre los mismos números: de 
diagonales es de 2 a 5. ¿Cuántos lados tiene el 
polígono de mayor número de lados? 
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Resolución 
Graficamos. 


N.¿D=d+3 
n lados 


d=2 


El polígono de mayor número de lados tiene 
cinco diagonales. 


No D= nín-—3) 


“. nm=5lados 


Problema 12 

En un hexágono regular ABCDEF, las diagona- 
les AC y BF se intersecan en el:punto Q. Cal- 
cule la razón entre las longitudes de CO y CE. 


Resolución 
Graficamos. 


n=6 
D i= 180(n-2) 
n 
¡=120* 


Cada ángulo interno del hexágono regular 
mide 120” y los triángulos FAB, ABC y CDE son 
isósceles y congruentes. 


Problema 13 


En un pentadecagono regular ABCD 
calcule la medida del ángulo que Pa 
diagonal AE y la bisectriz del ángulo CDE hala 


Resolución 
Graficamos parte del pentadecágono. 


n=15 lados 


Hallamos la medida del ángulo exterior 


as 3602 
15 
e=24* 


Además, BD//AE; tomando la bisectriz del án 
gulo CDE, obtenemos que x=66". 


Problema 14 ; 


En un polígono regular ABCDEF... 4 
del ángulo ACE es 132”. ¿Cuántos lados 
el polígono? 


, la medida 
tiene 


Resolución 
Graficamos parte del polígon 


o regular. 


n— 


¡Sabemos que 
360? 
e=— 


n 


Los triángulos ABC y CDE son congruentes, en- 
tonces el ángulo externo es e=20. 


En el vértice C, 48=48". 
Luego 


e=2e=24" 


Calculamos el número de lados. 


360 _ ago 
n 


. n=l5lados 


Problema 15 


En un hexágono regular ABCDEF, internamen- 
te está el cuadrado EFPQ y externamente está 
el cuadrado CDMN. Calcule la medida del án- 
gulo que forman las rectas CM y FO. 


Resolución 


Piden el valor de Xx. 


El 4 : t 
o externo del hexágono regular es 60”, 
"Sngulo FED es isósceles. 


Y diagona] de cuadrado 
MX OFE=450 
MXIDCM=450 


Por propiedad en los triángulos CTS y FSD te- 
nemos que 


x+45=15%%90* 


. X= 602 


Problema 16 


Se tienen dos polígonos equiángulos, don- 
de el número de lados de uno de ellos es el 
doble del otro. El número total de diagonales 
trazadas en el polígono de menor número de 
lados más el número de ángulos rectos a que 
equivale la suma de medidas de los ángulos 
internos en el otro polígono es igual 14. Calcule 


la medida del ángulo exterior del polígono de 
menor número de lados. 


Resolución 
Consideramos ambos polígonos. 


Ñ ; 
nlados  Zmlados 
Piden 


3602 
mxe.= 


65) 


Del enunciado 


n(n-—3) , 1809(2n - 2) y 


14 
2 90 


nh? -3n 


+2(2n-2)=14 


rá -3n+8n-14 _ 


8 
2 


n2+5n-36=0 


| 


n=4 lados 
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AAA 2 


En (*) 
Aoi 


mxe = 90* 


Problema 17 


En el gráfico se muestran dos hexágonos regu- 
lares congruentes. Calcule m<¿VML, 


Resolución 
En el gráfico 


Piden maNML=x. 


Se sabe que 
ma 180%(n - 2) 
n 
Como n=6 


> mxi=120* 
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En el gráfico, ma<NAF=9p> Y MXEAF 


Como los polígonos son congruentes 
> AL=AM 


30, 


Se sabe que AL y AM son bisectrices de los 4 
gulos internos FAB y EAN Ñ 


> maMAE=60" a m«LAB=60" 


En ANHM, mxHNM = 30* 
=> mxANM=90% a mxAMN=30* 


En /4MAL, mxAML = m<ALM=75* 
x+30*=75" 
. x=45" 


Problema 18 


En un octágono regular ABCDEFGH, se trazan 
BE y DH, los cuales se intersecan en L. SiAB=a, 
calcule AL. 


Resolucion 


Graficamos. 


Piden AL=x. 


180%n-2 


Se sabe que mxi= =p 


Como n = 8, entonces mal= ERES 


n— 


Notamos que ¡[ABCDE es un trapecio isósceles. cta a 180%n - 2) 
> maDEB=m«CBE=45" o 
1352 Comon=5 => mx<í=108* 
mxCDH = m«EDH= Por dato 
MmxPBA = m<xPAB =60* 
En el ADLE, maDLE = — > mxCBP =m=<xEAP =48* 
> LE=a En el APAE, m<APE =m<AEP=66" 
CLED es un rombo. o a 
> mxLCD = 45” > PC=PE 
ELM BCL es notable de 45". EACDEP es un trapezoide simétrico. 
> BL=aV2 > m«CDP=mx«EDP= mz = 540 


En 5 ABL, aplicamos el teorema de Pitágoras. En el AEPD, x+54*+42= 1802 


2 
x?=q? +(ay2) “. x=84" 
. x=aW3 
Problema 20 
En un pentágono convexo ABCDE, AB = CD y 
Problema 19 


BC=DE. Si se ubica el punto medio M de AE 
interiormente a un pentágono regular ABCDE, y MXBCD + m«BAE + m<DEA = 3607, calcule 


se traza un triángulo equilátero APB. Calcule la la mxBMD, 
m«DPE. 
Resolución 
Resolución Graficamos. 
Piden m«DPE = X. E 
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Piden la mxBMD =X. Operando n,=7, se sabe que 


Sabemos que $ +0.+B=360", e 1802 (11, - 2) _180%(7-9) 
AAA 


BM mi 
Se prolonga BM hasta L, tal que BM=ML. m - 
ABMA = ALME (LAL) 500 
> EL=AB=a y mxMEL=mxMAB=0 “ MXí= > 


En £ y por dato 

m<DEL=0 Problema 22 
En el gráfico se muestran los polígonos BCDF. 
FG y ABGFEDH..., donde los números de dia. 
gonales están en la razón de 1 a 3. Calcule el 
En ABDL, como BD=DL y BM=ML número de diagonales medias del polígono de 
mayor número de lados. 


ABCD = ADEL (LAL) 
> BD=DL 


> DM es altura 


. x=909 


Problema 21 | y 


Dados dos polígonos regulares, tales que la ' 
suma total de sus medidas angulares internas 
es 2340” y la diferencia de sus números de dia- 
gonales es 21, calcule la medida del ángulo in- 
terno del polígono de menor número de lados. 


Resolución 
Sean n; y n, los números de lados de los polí- 


gonos regulares (considerando n¿<n). Resolución 
En el gráfico 


Piden la m«i del polígono de menor número 
de lados. : 
Por dato 

180"(1, -2)+180(m,-2)=2340" 

n¡-2+n,-2=13 

ny +n,=17 


n ¡=17- n, (0) 


ni (n, -3) Mo (n, SS 3) 
y RM 
í n,: N.£ de y H 
n(n; -3) -n2(n)-3)=42 0) polígono ABGEEDH... o 
mero de E 
Reemplazamos (1) en (ID. Piden N.2 DM (del políg ¿no mayor nú 
1 a 


(17=n2(17-n2,-3)-no(n,-3)=42 lados). 
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'— 


Se sabe que 


(n-1) 
NoDM= == — 


2 
Para el polígono BCDEFG (n = 6) 


nín-3)_ 6x3 
2 2 


E) 


N.2D= 
N.D =9 


N.D del polígono ABGFEDH.... es 27. 


Tn (n -3) =27 
2 
ni+3n,-54=0 


Por lo cual n, =9 


Reemplazamos en (*). 
9(9-1) 
AS 


". N2DM= 36 


Problema 23 


En el polígono convexo ABCDEF..., se traza la 
diagonal AE, determinándose dos polígonos. Si 
la diferencia de los números de sus diagonales 
es 15, calcule la suma de las medidas de los 
ángulos interiores del polígono ABCDEF... 


Resolución 
Graficamos. 


N.? de lados del (1,3: 
mn =35 


N* de lados del (ny: 
n=? 


AEF... 
E 
Piden 2m mm 


lascorr... (suma de medidas de los 
Ángulos inte Y : 


riores). 


— Y 


Se sabe que 
2m<ipgcper.= 1802) (*) 


Del enunciado 
nolm-3) 5(5-3)_ 
2 q. 

n3+3n, =40 


15 


n3+3n¿-40=0 


n -8 
n +5 
n,=8 


Entonces, el número de lados 


Mascorr.= (1 -D+(m)-1D=5+8-2=11 


Reemplazamos en (*). 


2m<iscorr.= 180112) 


es ro RA 1620? 


Problema 24 


Calcule el número de diagonales de un polí- 
gono equiángulo ABCDEF..., si las rectas per- 
pendiculares a BA y DE forman un ángulo que 
mide 36". 


Resolución 
Graficamos. 
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Piden N2 D (del polígono ABCDEF...) Resolución 
En el gráfico 
nop (9) 
: 2 


En el polígono MBCDNT, el número de lados 
es 6. 


2mx<«i= 1806 -2) =90% 30. +90? +36" 
a=168 => 0=12* 


(9 es medida del ángulo exterior de ABCDEF...) 


Como 
mie =12*= son 
n 
> n=30 Se sabe que la 
mej = 180%n-2) 
Reemplazamos en (*). : z n 
no p-20680-3) Comon=5 => mxi=108" 
2 Se traza AD 
No p-20x27 > m«EAD=m<EDA=36" 
2 ¡ m<DAF=30* 
N.2D=405 Se traza EM perpendicular a AD y DT perper- 
dicular a AF. 
Problema 25 El MATD es notable de 30? y 60* 
Si ABCDE es un pentágono regular y DF = DE, AD=2(TD) 


calcule el valor de x. M.FTD =MEMD (LLL) 


> mxTDF=m=MDE= 36" 


En el vértice D 
> mxTDC=108"-36"-60* 
m=xTDC=12" 


En el gráfico se observa qué 
x=m<FDT+mxTDC 
x=36"+12" 

. x=48" 
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problema 26 
En un dodecágono equiángulo ABCDEFGHIIKL, 


KF 
c6=6K y ADE) =FC=2N3(CD)=2./3(EF)==-. 


Calcule la mXCGK, 


Resolución 
Graficamos. 


Piden hallar el valor de x. 
Sabemos que 


- 180%(n-2) 
n 


mMxi= 0 


Como n=12, entonces Qa=150", 
Se prolongan CD y GF hasta N. 
Se prolonga FE hasta F*, 
Enel ADFE: DF" =F'E=a 
ElOFNF es notable de 30* y 60”. 
EN=a; FN= al3 
En elCNG, como NG = CN/3 
> MXCGN= 30% mxNCG=60% CG =60 
Del dato 
CG = Gk= 6a 


' | , 


En el AFGK, como se tiene la relación de sus 
lados, luego es 5h». de 30* y 60". 


=> mxKGF=90" 
. x=60" 


Problema 27 


Se tienen dos polígonos equiángulos, tal que 
los vértices de uno pertenecen a los lados del 
otro. Si dos lados de un polígono con un lado 
del otro polígono determinan ángulos cuyas 
medidas están a una razón de 9 a 1 y su valor 
numérico del menor ángulo mencionado es 
igual al número de lados de un polígono, calcu- 
le el número de lados del polígono equiángulo. 


Resolución 
Graficamos. 


¿ nlados 


- 


Piden n (número de lados de un polígono). 
180(n-2) " 


Se sab QA = 
e e que > 


EnT 
9 LA, 180 


101122 180 


10n? + 180n — 360 = 180n 
10n? = 360 
n=6 
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Problema 28 

Un piscicultor tiene distribuidos sus peces por 
tamaños según los estanques hexagonales que 
se muestran en el gráfico. El hexágono ABCDEF 
es equiángulo y los otros dos hexágonos son 
regulares; además, la recta PQ representa el 
desagúe. Si BC=4 m, calcule la distancia del 


punto E a la línea de desagúe. 


Resolución 
Piden calcular ET. 


En el triángulo CMN, CL=LN=4, 
> DS=SQ=CN=8 
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En el A£DS 
ES=8V/3 

En el 4 STQ 
ST =44/3 

Luego ET=ES+ST 
ET =1243 


Problema 29 


En un octógono regular ABCDEFGH, se ha tra- 
zado interiormente el cuadrado ABMN. Calcule 
la medida del ángulo que forman CM y EH. 


Resolución 


El ángulo externo del octógono regula! es 


8 


El ABCM es isósceles 


obtené” 


Como BC//HE, por alternos interno? 


mos que 


pa 


Problema 30 

Se tiene un polígono regular ABCDE...; si al ubi- 
car un punto Q en su interior se forman los pa- 
ralelogramos ABCQ y CDEQ, calcule el número 
de diagonales de dicho polígono. 


Resolución 
Graficamos. 


Los paralelogramos ABCD y CDEQ son con- 
gruentes. 


Luego 


mxBCO=mx0Q0CD=0 
MxCDE=m=<BCD=20 


Con CQ//DE y por ángulos conjugados internos 
9+20=180* 


9=60" => e=60" 


Por ángulo externos 


> No. 2-3) 


* N%D=g diagonales 


Problema 31 


En un polígono regular ABCDEF..., la bisectriz 
interior trazada desde £ es paralela al lado AB. 
Calcule el número de lados de dicho polígono. 


Resclución 
Piden el número de lados. 


Por dato 


TE//AB 


Por teorema de paralelas 


P=3e 


En el vértice E, se observa que 


7e=180" = e= 190 


Aplicando el teorema del ángulo externo para 
polígonos regulares tenemos que 


360% 180% 
e= = 
n 7 
. nm=14 lados 
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Resolucion 
Graficamos. 


n 
Piden—. 
B 


Con HG//AB tenemos por el teorema 11 


6e=180" 
Luego e=30* 
Por ángulo externo e= 300" 
n 


se obtiene que 


n=12 


Por ángulos correspondientes en paralelas. 
P=2e => B=60" 


222 


n 1 
.. a 
p 3 
nm a $3 
mhlarma 2 
FIODIS ta yy 


En un poligono equiángulo, la suma de las me- 


didas de sus ángulos internos excede a la me 
dida de su ángulo externo en 1220”. Indique el 
de qué poligono se trata. 


Sea n su número de lados. 
Entonces por dato sabemos que 
Xm<i-e= 12607 
Luego en términos de n 
A 3607 y 
180"(n-2)= ——=1220" 
n 
Efectuamos las operaciones. 


9n”-79n-18=0 
n -9 
o 2 
Luego de aplicar el aspa obtenemos que 


n=9 


ángulo 


Por tanto, se trata del nonágono eqU' 


Test 


1. Respecto a las siguientes proposiciones, in- 
dique la secuencia correcta de verdad (V) 
o falsedad (F). 

1, El polígono cuyo número de diagona- 
les medias es igual al número de lados 
es el triángulo. 

Il. En un pentágono regular ABCDE, las 
diagonales AC y BD forman 72. 

III. En un octágono equiángulo, la medida 
del ángulo externo es la cuarta parte de 
la medida del ángulo interno. 


A) VVF B) FVF C) VFV 
D) VFF E) VVV 


2. Respecto a las siguientes proposiciones, in- 

dique la secuencia correcta de verdad (v) 

O falsedad (F). 

l. En un pentágono regular ABCDE, la 
medida del ángulo ACE es 36". 

IL En un hexágono regular ABCDEF, las 
diagonales AC y BF forman 60>. 

II. El número de diagonales medias de un 
pentágono convexo es 5. 


A) FVy B) VVF C) FFF 
D) vvv E) FVF 


eo 


Con relación a los polígonos convexos, in- 


dique la secuencia correcta de verdad (V) 
O falsedad (F). 


En el Pentágono, el número de diago- 
: nales es igual al número de lados. 
: Enel heptágono, el número de diago- 
Nales es el doble del número de lados. 


>> 
LAVES 


TIL. En el hexágono equiángulo, el ángulo 
externo mide la mitad del ángulo in- 


terno. 
A) VFV B) VFF C) VVV 
D) VVF E) FFF 


Respecto a los polígonos convexos, indi- 

que la secuencia correcta de verdad (V) o 

falsedad (F). 

IL. Las diagonales del cuadrilátero son 
congruentes. (: 

II. En el pentágono regular, todas las dia- 
gonales son congruentes entre sí. 

III. En un hexágono regular ABCDEF, el 
triángulo ACE es equilátero. 


A) FFV B) FVV C) FFF 
D) VVV E) VFV 


Respecto a las siguientes proposiciones, in- 
dique la secuencia correcta de verdad (Y 
o falsedad (F). 

I. El cuadrilátero equiángulo es necesa- 
riamente regular. 

IL. En el pentágono equiángulo, la razón 
entre lasmedidas de los ángulos exter- 
nos e internos es de 2 a 3. 

II. El polígono equiángulo cuyo ángulo in- 
terno es el triple del ángulo externo es 
el octógono. 


A) VVV B) VFF C) FVF 
D) FVV E) FFF 
4 5 3 
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Problemas propuestos 


Nivel básico 


En una piscina de forma pentagonal re- 
gular, una de las diagonales mide 20 m. 
¿Cuántos metros tiene el máximo recorri- 
do de una bañista que ha decidido seguir 
las diagonales sin repetición? 


A) 40m 
B) 60m 
C) 80m 
D) 100 m 
E) 120m 


Un ganadero tiene uno de sus establos en 
una forma hexagonal regular, tal como se 
muestra en el gráfico. Si la parte sombrea- 
da está techada y tiene 300 m de períme- 
tro, calcule la longitud del cerco ABCDEFA. 


B en 
4 D 
/ E 
A) 400 B) 600 C) 30042 
D) 300/43 E) 60043 


Una tienda de electrodomésticos está ilu- 
minada por lámparas led ubicadas en el 
techo según los vértices de los hexágonos 
regulares que se muestran en el gráfico. 
Si la distancia entre las dos lámparas más 
cercanas es 2 Mm, calcule la suma de las 
longitudes de AB y CD para colocar lámi- 
nas transparentes. 


MA 


7] 


D 


A) 6m 
D) 9/3 m 


B) 12m C) 643 m 


E) 12/3 m 


En el gráfico se muestra la distribución de 
criaderos de animales y un depósito. Si 
BC=40 m, AE =404/3 m y CP=PQ, calcule 
la longitud del cerco ABCDEA. 


A) 40(5+/3) m 
B) 20(5+24/3)m 
o) 40(5+2/3) m 
D) 25(5+ 2/3) m 
E) 5s0(5+2./3) m 
¡tuido 
Un seleccionado de fútbol está a ' 
por 23 jugadores (considerando * gecide! 
suplentes). En una de sus a cal ción 
pasarse el balón unos a otros SIN pe pie 
En primer lugar hacen los ¡al ¿Cuántos 
derecho y luego con el quiero a? 


- m 

pases se han realizado como 
q 2 

A) 46 B) 506 0) 230 


D) 460 


A — 


6. Óscar está participando en unos juegos A) 150 
en un centro de esparcimiento y está ubi- B) 120 
cado en el centro de un hexágono regular. O 60(/2+1) 
si ABCD es un cuadrado, calcule la me- D) 80(/2 +1) 
dida del ángulo con que visualiza Oscar E) 80(4/3 +1) 


la línea AB. 
£, En una recta están los puntos A, £ y J 


(AE=E)) y a un mismo lado de la recta 
están los polígonos regulares ABCDE y 
EFGHIJ. Calcule la medida del ángulo que 


- forman AC y GJ,. 
A) 12? B) 24* C) 36" 
D) 48" E) 667 


9. En el gráfico, ABCDEF es un hexágono re- 
gular y MCNLE es un pentágono regular. 
Calcule la medida del ángulo que forman 


A) 15 B) 30" C) 37? HA E 
: CD y MN. 
D) 45* E) 22,5” : Y + 
B € 
/.. Una de las ventanas de un centro de con- y 
ferencias de matemáticas aplicadas tiene 
forma de un dodecágono regular cuyo pe- Ñ 
fimetro es 240 cm. Calcule el perímetro de é 
la parte Cuadrangular ABCD. 
L j 
B F E 
A) 66" B) 42" C) 540 
D) 78* E) 48 ] 
Á 
Cc 10. Dado el pentágono regular ABCDE y el 
triángulo equilátero PCO, tal que AE e' PQ, 
calcule la mxBCP. y 
A) 12 B) 24* C) 36" 
D - D) 18* E) 72* 
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11. En un icoságono regular ABCDEFGC..., 


pa 


14, 
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15. 


. En un polígono regular ABCDEF... 


cal- 
cule la medida del ángulo que determina 
la diagonal AF y la bisectriz del ángulo CDE. 
By) 12 C) 9 
E) 81? 


A) 18? 
D) 78” 


El número de diagonales de un polígono 
regular ABCDEF... es 35. Calcule la medida 
del ángulo que forman las diagonales AD 
y BE. 


A) 35 
BJ 72 


B) 36" Cc) 18? 


E) 54? 
Nivel! intermedio 
, el ángu- 


lo ACE mide 90”. ¿Cuántos lados tiene di- 
cho polígono? 


A) 6 
D) 9 


B) 8 Cc) 10 


E) 12 


En un polígono regular ABCDE..., las bisec- 
trices de los ángulos internos de vértices B 
y E forman un pentágono BCDEO, de modo 


que mxBOE=90". ¿Cuántas diagonales 
tiene dicho polígono? 


A) 9 
DJ) 27 


B) 28 C) 54 


E) 35 


En un polígono regular, las bisectrices de 
dos ángulos externos consecutivos forman 
un ángulo que mide 144?. ¿Cuánto es la 


suma de las medidas de los ángulos inter- 
nos de dicho polígono? 


A) 720* 
D) 12607 


B) 900" C) 1080 


E) 1440" 


—— yy 


16. En un polígono regular ABCDE, 


UL 


19: 


l 
longaciones de BC y ED forman e pe 
triángulo equilátero. ¿Cuántas ds 
tiene dicho polígono? A 


A) 6 
D) 20 


B) 9 0) 14 


E) 27 


En un pentágono regular ABCDE, interna. 
mente están los triángulos equiláteros ABm 
y DEN. Calcule la medida de los ángulos 
que forman las rectas AN y EM. 


A) 24? 
D) 60? 


B) 36” C) 48" 


EJ 12" 


. En un nonágono regular ABCDEFGH, inte- 


riormente están los triángulos equiláteros 
ABP y GIQ. Calcule la medida del ángulo 


.que forman las rectas IP y EQ. 


0) 60" 
E) 100* 


A) 40? 
D) 80? 


B) 30* 


El gráfico muestra una parte de la estruclu: 
ra de una fábrica. Si ABCDEFG es la mitad 
de un dodecágono regular y NQ=1m,C 
cule el ancho MN de dicha fábrica. 


A M 


A) 342 +vV6 
B) 2(3/2 + 46) 
O) 3/2 +246 
D) 2(2,/2 +46) 
E) 2(3/6 +42) 


| — 


9, El croquis muestra la ubicación de un ho- 


2, 


tel y los compartimientos que lo rodean. 
ABCDEFGH es un octógono regular y CODMN 
es un cuadrado de 30 m por lado; además, 
los triángulos APH y FQG son equiláteros. 
¿A qué distancia de MN debe estar el farol 
(O) para iluminar la parte posterior del ho- 
tel según los rayos ON y OM? 


hotel 


B 


H G 


A) 15m 
D) 15/3 m 


C) 1542 m 


B) 30m 
E) 1545 m 


En la proximidad del cruce de dos carrete- 
ras C, y C, se encuentra una garita de con- 


trol de forma pentagonal regular ABCDE, ' 


en cuyos vértices hay cámaras de vigilan- 
cia. La cámara que está en A dista 60 m de 
C; y la cámara que está en B dista 40 m en 
C,. Calcule la diferencia de distancias de la 
cámara en D hacia las carreteras C 1 y Co. 


—_—— aaa” 


22. La señorita Vilma tiene un cuadro recorda- 


torio de sus abuelos, el cual cuelga de la 
pared mediante un hilo de 40 cm. Las imá- 
genes de sus abuelos están adornadas por 
octógonos regulares, tal como se observa 
en el gráfico. Calcule longitud de la cinta 
que usará la señorita para adornar todo el 


“borde rectangular del cuadro. 


A) 120(/2-1)cm 
B) 120(4/2 +2) cm 
C) 120(4/2 -2) cm 
D) 120(42 +1) cm 
E) 120(/3 +1) cm 


Nivel avanzado 


« Un grifo de combustible cuyo terreno tiene 


forma hexagonal regular se encuentra en la 
proximidad de las carreteras C, y C, como . 
se muestra en el croquis. La distancia de B 


hacia C, es 30 m y la distancia de C y D hacia 


C, es 40 m y 50 m, respectivamente. Calcu- 
le la distancia de A hacia C,, considerado 
como el nuevo acceso al grifo. 


B) 45 m 


C) 60m 
E) 40m 
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24, 


25. 
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La señora Victoria cría sus aves distribuidas 
en tres hexágonos regulares como se mues- 
tra en el gráfico. La suma de las distancias 
del abastecedor de agua que se encuen- 
tran en P hacia AB, CD y DE es 30 m. Cal- 
cule el perímetro del terreno AFGDMNOPQ 
que la señora Victoria desea cercar. * 


A) 15(4/3 +2) 
B) 20(43 +2) 
0) 30(,/3 +2) 
D) 45(43 +2) 
E) 60(/3 +2) 


m 
m 
m 
m 
m 


En un polígono equiángulo ABCDEF, se cum- 
ple que AB=8, BC =4 y CD=6. Si por D se 
traza la L, perpendicular a la prolongación 
de FE, calcule la distancia de A hacia LE, : 


A) 10 
D) 13 


B) 11 O) 12 


E) 14 


26. Se tiene un 1_ Pentágono ABCDE, 


1) 


óÓ 


ho 


,] 
LO 


21. 


>. 


«D 


. En un polígono equ 


——— 
3 


Se tiene un polígono equiángulo ABCDEF.,, 
en el cual se trazan las bisectricesi¡ interiores 
de los vértices B y E intersecándose en * 


P. Si m«BPE=1800 - MBCD 


que AB//CD, BC//ED, AE = pe he 


m=<CD + mxAED = 180”. Calcule AB, 


B) 4 


, Calcule el - 


número de diagonales del polígono. 


0) 35 
. E) 54 


A) 20 B) 27 


D) 44 


¿Cuántos lados tiene el polígono regular ] 


cuyo ángulo interno mide (q+4) veces la 4 
medida del ángulo exterior y, además, se 3 
cumple que el número de diagonales es a 


36q7? 


0) 47 


A) 22 
E) 24 


D) 49 


B) 46 


ilátero se conoce que : 
Ss consecutivos se pue ; 


desde cuatro vértice 
alcule el per E 


den trazar 29 diagonales. C 


metro de la región poligonal equilátera S y 
uno de:sus lados mide 6 CM. E 

Mm 
A) 48 cm B) 54 cm C) ad y 
D) 66 cm E 194 4 


e 
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Cuadrilátero 


Edgar Marlon Agreda Naquiche 


CAPÍTULO VI 


CUADRILÁTERO 


Objetivos. 

* Reconocer las características de los cuadriláteros, sus clementos, clasificación y leoremas. 

+ Aplicar los teoremas de los cuadriláteros en diversos problemas, de acuerdo a las condicio- 
nes que presente, haciendo uso del análisis y razonamiento. 

+ Asociar los teoremas de los cuadriláteros a situaciones de la vida cotidiana, reflexionando 


sobre las aplicaciones de los conocimientos adquiridos. 


y 


Introducción 
En la Antigúedad, desde que el hombre aprendió la agricultura y ganadería, dejando de lado la caza 


y recolección, empezó a realizar la demarcación de terrenos dándole forma de figuras geométricas 
para así diferenciar sus plantaciones de alimentos, mantener a su ganado en un determinado espa- 
cio y, años después, dividirlos para vivir, generando el desarrollo de la propiedad privada. 


La forma geométrica que destacó es la rectangular pues era fácil realizarla y medirla. Esta forma 
también ha sido usada para la construcción de grandes fortalezas que conocemos en la actualidad: 
Machu Picchu, Puerta del Sol, Fortaleza de Ollantaytambo, etc. 

En la actualidad, nuestro entorno está rodeado de muchos objetos con forma cuadrangular, desde 
algo sencillo como una hoja de papel hasta algo complejo como las construcciones arquitectónicas 
que usan esta forma (edificio del Ministerio de Educación). El estudio del cuadrilátero nos ayudará 
a entender la importancia de la forma que tienen los objetos y las características que presentan. 
En este capítulo estudiaremos las características de los cuadriláteros y su clasificación, lo cual nos 
Permitirá entender capítulos posteriores, como el cuadrilátero inscrito e inscriptible a una circun- 
ferencia, semejanza de triángulos, relaciones métricas en los cuadriláteros, así como también a los 
Sólidos geométricos. 

El estudiante podrá relacionar los teoremas de los cuadriláteros y de su clasificación (trapezoide, 
trapecio y paralelogramo) a su entorno diario y a la aplicación en disciplinas como la arquitectura, 
el diseño de interiores, etc. 
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A — 


Un cuadrilátero es aquel polígono que tiene 


1» DEFINICIÓN 


cuatro lados. 


B 


Elementos 
Vértices: A, B, C, D 


Lados: AB, BC, CD, AD 


Notación 
+ ¡ABCD: Se lee “cuadrilátero ABCD” (fig. 1). 
+  AABCD: Se lee “cuadrilátero ABCD” (fig. 2). 


En los cuadriláteros también se reconoce la 
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relación entre vértices y lados, entonces pode- 

mos mencionar lo siguiente: 

»  Vértices opuestos: A con C; B con D 

+  Lados opuestos: AB con CD; BC con AD 

+  Diagonales: AC, BD 

« Ángulos interiores: contienen a dos lados 
consecutivos del cuadrilátero. 


+ Ángulos exteriores: contienen solo un lado 
y a la prolongación de uno de los lados con- 
secutivos del cuadrilátero. 


Teorema 


a+B+0+0=3602 


Demostración 


Trazamos AC. 

Oí= 0%, +Olo 

9=0,+0, 
En A44BC, a, +P+0,=180"- (D 
En AADC, 017 +0+0,=180* (ID 


Sumamos (1) y (ID. 
a+ B+0+m=360* 


2» CLASIFICACIÓN 


2.1. POR LA REGIÓN INTERNA QUE LIMITAN 
De acuerdo a la región interna que so: 
el cuadrilátero en el plano que lo contiene, € 


12 yexo. 
cuadrilátero puede ser convexo y NO con 


21,1. Cuadrilátero convexo 
Se denomina así al cuadriláte ia 
interna es un conjunto convexo. También de 
puede reconocer porque Sus medidas ang 


o 
res internas son menores a 180". 


ro cuya región 
ele 


B 


Á 


¿das 
rva que last gctas! 


5 e 
Del gráfico, se obs idas 


gulares internas pueden ser ag 
obtusas. 


.-— 


1,2 Cuadrilátero no convexo a. Trapezoide simétrico 
21 só E 
Se denomina así al cuadrilátero cuya región Es aquel trapezoide en el cual una de sus 


interior es un conjunto no CONVeXxo. diagonales es parte de la mediatriz de la otra 
diagonal. También se le denomina trapezoide 
bisósceles o contraparalelogramo. 


B 


A D 


En el gráfico, se observa que la región ABCD 


es no convexa. 
d En el gráfico, se observa que la diagonal AC es 

2.2, POR El, PARALELISMO DE parte de la mediatriz de la diagonal BD. 

OPUESTOS A la recta L también se le denomina eje de 


simetría. 


Es aquel cuadrilátero que no presenta lados Entonces AB=AD y BC=DC. 
opuestos paralelos. También 


B 


pa rene 


L / — 
2% Prolongaciones de dos lados opuestos se | mxBAC=m=xCAD 
as | mxBCA=mxACD 
| mxABC=m=xADC | 
3 he A o orita oa RT 
» Nota 
Los tr, 7 : Los trapezoides simétricos pueden ser de dos 
05 trapezoides se subdividen en dos tipos: ; il P 
tipos: 
JS, / 


AR el y 

Ny E ¿ 19) 
a Ñ A Si , : Á + m 
AN Mt iy PAR DS l BA | 
"Petoide COnvexo : Al s 1 í 


trapezoide no 
convexo = trapezoide trapezoide simútrico 


SIMÓWICO CONVExo RO CONVEXO 


233 


A ——_e eo 
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Teorema 1 b. Trapezoide asimétrico 


Es aquel cuadrilá 
% b C s aque! cuadrilátero en el cual una de Sus dia. 
gonales no es parte de la mediatriz d 
dia ] e la Otra 
gonal. ' 
a B 
19) 
C 
4 a D 
En el gráfico, si AB=AD y BC=CD, entonces 
DABCD es un trapezoide simétrico. A D 
Demostración AC no es segmento mediatriz de BD. 


BD no es segmento mediatriz de AC. 


»» Nóta A 
Cuando grafiquemos un cuadrilátero y no” 
sabemos qué tipo de cuadrilátero es, asu- 

miremos que es un cuádrilátero e convexo, 

asimétrico. 


Aplicación 1 
medimos qc Según el gráfico, calcule a. 
AABC=ADC (LLL) 
> mxBAC=m=xCAD=0. 
Trazamos BD. 
El ABAD es isósceles 
> APLBD a» BP=PD=0 


Por lo tanto, AC es segmento mediatriz de BD. 


Teorema 2 Resolución 
Piden Q. 
B 
C 
rn 
LA 
dl si D Sabemos que 
a+ a+50%20+0+20%360" 
| En el gráfico, si AB=AD y m«BAC=m-<CAD, Sa=290 
| entonces JABCD es un trapezoide simétrico. “ 05580 
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Aplicación 2 Resolución 
según el gráfico, AB=BC=CD y mxBCD= 160". Sea x la mBCD, 


Calcule 6. 


Á  108* D 
Sabemos que DC=AC=b. 
El ABAC es isósceles. 
El AACD es isósceles. 
60+108*-29=180* 
40=72% => 0=18* 
En el DMABCD 


x +59+108*=360" 
902 


x=360"-198 
. x=162" 


Resolución 


Piden 8. 


Trazamos AC. El AABC es isósceles. 


E Aplicación 4 
> BOLAC a CPLAD 


En un trapezoide simétrico ABCD, AB=AD y 
BC=4. Si mxBAD=28", mxBCD=120", calcu- 
3BQC =CPD(ALA) le AB. 
Como CP=QC=a, entonces el M.CPA es nota- . y 
ble de 30? y 60>. Resolución 
> 30-08 +60%+90*_9- 160 Sea x la medida de AB. 
20=80" 
. 8=4p9 


Aplicación 3 


En 
Un trapezoide ABCD, la mediatriz de AD 


Pa | : 
Amr C y AB=CD, Si m«BAD=108 y Pelgráfico 
Es a AC 1 BD: m<BCA=m<ACD=60" 
, ca 
z A En el MBPC, PC=2 y BP =24Í3. 
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A 


El ».BPA es notable de 14? y 76". Teorema 1 

> AP=8V3 
x=243 x 417 s== == 
x=2vV/51 

2.2,2. Trapecio 


Es aquel cuadrilátero que presenta solo un par 
de lados opuestos paralelos. 


Dn / 
D Y X 


Si MN es base media del trapecio, se cumple 


az y 
| MNJ/AD//BC | 
A D : ; 
En el gráfico Pr 0 +b 1 
> E" | 
á — — > 
BC/¡AD d 
ABxXDC 
ión 
donde Demostraci 
- BCyAD: bases 


- AB y DC: lados laterales 


u+0=180* | 


En el trapecio se reconocen por tipos de líneas. 
En el gráfico 


BN je inter 
Trazamos BN y lo prolongamos hasta qué 
seque a la prolongación de ADenQ. 

). 
Se observa que 4BCN= AQDN (ALA 


> BN=NO;NC=BC=DQ=b 


En el 4:ABQ, MN es base media. 


si AM=MB y DN=NC, entonces MN es base me- Luego, MN //AD//BC. - 


dia del trapecio. b 
+ 
x=! 


PQ es altura del trapecio, entonces PO=h. Ñ 2 
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Trazamos BP y prolongamos hasta R, tal que 
Re AD, entonces 


ABPC = AAPR (ALA) 
Así, BP=PR=t; BC=AR=b 
Se observa que RD=a-b. 


En el ARBD, PQ es base media. 


A >. PQU/ADIBC » y= TP 
En el gráfico, trazamos 42.1 .£ yBO1 $. 2 
entonces pan 
| m=n | » Nota 
PELE Enel gráfico, trazamos AM PyEN LE, 


Entonces 


Teorema 2 


Us) 
K 
NA NN NO tr crecemos 


Á D a. Clasificación ; 
sá Los trapecios se clasifican de acuerdo a las 


: longitudes de sus lados laterales, 
SIAP=PC y DQ=0QB, se cumple que 


+ Trapecio escaleno 
Presenta lados laterales de diferente longitud. 


B E 


Á D 
En el gráfico, BC//AD. 


| ABEDC | 


ab 
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También Demostración 


si AABCD es trapecio escaleno, entonces O 
Trazamos RT 1 AB, entonces BT=TA=m. 


| 00 Po ACHBD | El ABRA es isósceles. 
4 > a=b 


Si en un trapecio escaleno uno de los lados la- También a=0. 

terales es perpendicular a las bases, a dicho 

trapecio escaleno se le denomina trapecio + Trapecio isósceles 

Es aquel trapecio cuyos lados laterales son 


rectángulo. 
de igual longitud. 
B Cc , 
B A 
A D y P 
En el gráfico, si BA LAD, entonces ¿JABCD es un 2 LPINAM 
trapecio rectángulo. En el gráfico, BC/ AD 
Teorema 
a=b 
También 
B E 
[5 
si b 
eS 
he D 
A 
En el grá ¡CR= 6 nio 
gráfico, si CR = RD, entonces Si AABCD es un trapecio isósceles, 


=DB 
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ración 1 Teorema 2 


Demost 
En el gráfico, se cumple que 


Trazamos BP 1 AD y CO LAD. 
> MBPA =IMCOD 
. 0=0 A B=0w 


Teorema 3 
Del gráfico, se cumple que 


Demostración 2 


Aplicación 5 
En el gráfico, calcule x+y si BC//AD. . 


Z : 3 C 
LA QÚ 
Del gráfico 
ACDA =BAD (LAL) 
“. AC=BD 
A A 
Á D 


Teorema 1 d 


Resolución 
Piden calcular x+y. * 


Ay 0 
Del 8ráfico Sabemos que 
+ 2y+3y=180" = y=36" 
x=y .« 2x+4x=180" => x=30" 


. x+y=66" 
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Aplicación 6 


En el gráfico, BC//AD, BC=3 y AD=12. Si 


AP=PQ=0QB y DR=RT=TC, calcule Q7. 


Resolución 
Piden calcular x. 


Se observa que BC//QT//PR//AD. 
En AAQTD, PR es base media. 


En APBCR, QT es base media. 


12+x 


+3 
— E 
2 
9y =18+x 
2 
3x=18 
x=6 
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Aplicación 7 

En un trapecio ABCD, de bases BCy AD 
ca Pen AD, tal que mxABP=90", mA vbi- 
y m=BCD=143%/2. Si BD=10 y AB=5/5 > 
cule la longitud de la base media del len cal 
PBCD. si 


Resolución 
Sea x la longitud de la base media de PBCD 


B 


BC+PD - 
A 


Sabemos que x = 


Trazamos BH 1 AP; BH=AH=HP=8. 
En »-BAHD, HD=8, entonces PD=2. 
El AABC es isósceles. 

> BD=BC=10 


10+2 
2 


. x=6 


Aplicación 8 E co=14 
Según el gráfico, BC//AD. Sl BC=4 Y ne por 
calcule la longitud del segmento que 

extremos los puntos medios de ACcyD”: 


B 


C 
SS 


AAA 
Trazamos AM. Luego, m«CBM=m=<xMAD=30". 


Resolución 
Sea x la longitud del segmento que tiene por En el nMHA, AM=6 y AH = 3/3. 
extremos los puntos medios de AC y BD. Trazamos MP 1 AB, entonces MP=3W3. 
V En el [1ABCD, PM es base media. 
ÓN 343 +x+4 
1 s ó 3/3 = FARA + " 
os 6 | 
6/3 =3/3+x+4 
x=34/3-4 
á IS D Aplicación 10 
y ss ” a . 
Según el gráfico, ABCD y PQBA son trapecios 
-BC isósceles (BC//AD; PO//AB). Calcule x. 
Sabemos que x= 2 
a B C 
Prolongamos AB y DC hasta V. N | 
EL ABVC es isósceles. 
> BC=VC=4 | 
| 
El AADV es isósceles. 
3 VD=AD=18 A A 
18-4 i ds e 
x=7 E Resolución - | 
Ñ Piden x. ! 
Aplicación 9 ' 


En un trapecio rectángulo ABCD, recto en A y 
B, se ubica el punto medio M en CD, tal que 
BC=4 y m=CBM=30", Si MH es perpendicular 
24D (HEAD) y MH=3, calcule HD. 


Resolución Á 


Sea x] : 
a medida de HD. El NABCD es trapecio isósceles. 
=> m=xBAD=CDA=65" 


El ABOPA es trapecio isósceles. 
> mxPAB=m=xOQBA=65" 


En el AABCD 
x+65%65"= 180" 
. x=50" 


2.2.3. Paralelogramo 
Es aquel cuadrilátero que tiene sus dos pares 
de lados opuestos paralelos. 


B E 


Teorema 1 
En todo paralelogramo las medidas angulares 
opuestas son iguales. 


En el gráfico, [JABCD es un paralelogramo, 
entonces 

DE 
Teorema 2 


En todo paralelogramo, los lados opuestos son 
de igual longitud. 


B m E 


En el gráfico, CJABCD es un paralelogramo. 
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E] 


Demostración (teoremas 1 y 2) 
Demostremos que las Medidas 
ternas son iguales y los lados Op 
igual longitud. 


angulares in- 
uestos tienen 


Del gráfico 


Sabemos que 
m<xCBD=mxBDA=w a m<xABD=m<BDC=4 
ABDC = AABD (ALA) 


> 0a=8; a=b;m=n 


eorema 3 

En todo paralelogramo, las diagonales se bise- 
can al intersecarse. 

B E 


A D 


En el gráfico, LJABCD es un paralelogramo- 


Sabemos AB=DC=A4, 
> AO=0C A BO=0D 


a 


Teorema 4 -———- Demostración 
£n el gráfico, [JABCD es un paralelogramo. 
B Q $ 
Á P D 
Se cumple que == 
Ha —a, Trazamos PR. 
PO=0Q ) _BO=PD ) APOR = APTR (LLL) 
dile m=xORP=mxRPT=a => OR//PT 
- O: centro del paralelogramo (centro de si- mxQPR=mxPRT=0 => PQ//TR 
metría del paralelogramo) Por lo tanto, LJ PQRT es un paralelogramo. 


Demostración 

Teorema 6 

Si en un cuadrilátero, dos lados opuestos son 
paralelos y de igual longitud, entonces ya es un 
paralelogramo. 


ES a 


¡e 


Sabemos que BO=0D, mxOBO=m=x0ODP=80 
y mxBOQ=m<xPOD=0. A a D 
ABOQ = APOD (ALA) 

> 00=PO » BO=PD 


Además, como BC=AD, entonces 
QC=AP Demostración 
En el gráfico 


Si e 
| en un cuadrilátero, los lados opuestos son 


de igual longitud, entonces ya es un paralelo- 
gramo. 


En el gráfico, si BC//AD y BC=AD, entonces 
¿JABCD es un paralelogramo. 


Teorema 5 


0 n R 


Y! dl D 
m 
m 


Trazamos BD, la mxCBD=mxBDA=P y el 
E n y AABD = ACDB (LAL). 


En 2 . o RA 
E Sráfico, si PO=TR y QR=PT, entonces > m=«xABD=mxBDC a AB//DC 
ORT es un paralelogramo. Por lo tanto, L/ABCD es un paralelogramo. 
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Teorema Y 


En el gráfico, si AO=0C y BO=0D, entonces 
E JABCD es un paralelogramo. 


Teorema 8 


En el gráfico, si AP=PB, BQ=0QC, CM=MD y 
AN=ND, entonces LJPQMN es un paralelo- 
gramo. 


a. Clasificación 
+  Romboide 
Es aquel paralelogramo cuyos lados con- 


secutivos son de diferente longitud y sus 
medidas angulares internas no son ángu- 


los rectos. 
B € 
0 
A 

A D D 
CJABCD es un paralelogramo. 
Si a*b y a.*90”, entonces [JABCD es rom- 
boide. 
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Además 


D 


Si LJABCD es romboide, entonces 


( A 
| ACABD | | 09 


Rombo 
Es aquel paralelogramo cuyos lados son de 


igual longitud y sus medidas angulares no 
son ángulos rectos. 


19) D 


En el gráfico, JABCD es un paralelogramo. 
Si a=b y a*90”, entonces LJABCD es Un 
rombo. 


Además 


es 
Si um es un rombo, entonc 


AC Cacebo ) 


En todo rombo, las dia a 
ces de sus ángulos interior 


sec 
gonales son bi 


AA 
Teorema * Cuadrado 


Es aquel Paralelogramo cuyos lados son de 


igual longitud y Sus medidas angulares in- 
ternas son rectas. 


10] 
Si LJABCD es un rombo yPe AC, entonces 


Ar rra 


(9, 
| PB=PD | ye 


b D 
Así, a=b; a.=8 s 
En el gráfico, (JABCD es un paralelogramo. 
* Rectángulo Si a=b y a=90", entonces LJABCD es un 
Es aquel paralelogramo cuyos lados con- cuadrado. 
secutivos son de diferente longitud y sus 
medidas angulares internas son de 90”. Además 


En el gráfico, [JABCD es un paralelogramo. 


Si axb y 0.=30", entonces [JABCD es un 
Tectángulo. Si LJABCD es un cuadrado, entonces 
Además RETA 

( AC=BD E 9=90" | 


j 


e 
a ron 


Si 
DABCD €s un rectángulo, entonces 


El ajedrez es un juego que invita a la ima- 
inació l raciocinio. Su tablero tiene 
SEO Una aéreo 
290 


una distribución perfecta de cuadrados. 
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Teorema 1 3» OTROS TEOREMAS 


1. En todo cuadrilátero CONVeXO, Se cum 
, p e 


Á 


£1 d D 
( p<AC+BD<2p 


Si (JABCD es un cuadrado, Q e AC yRe AC, 


entonces donde 2p=a+b+c+d; ps EROHESO 
| CEA, (SRA 2 

| QB=QD | (ra=rD | 

psa | 


2. Entodo cuadrilátero convexo, se cumple 


| p<men+l+t<ó 


a+b+c+d 
donde p= Nr 
En el gráfico, si [JABCD es un cuadrado y 
MN PQ, entonces 3. Enel gráfico 
¡ MN=PO | . se cumple que 


E Ministerio de Educa- 
ción. Su construcción 
» fue diseñada a partir 

- de figuras cuadrangu- 
lares, especificamen- 
te rectángulos. 


$» 


So is a 
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a+b+csd| 6. Enel gráfico 


AS 
[esy=180> 
e 


yA 3 pa 
E 
A A 


a 


+ se cumple que 


[9 


7. Enel gráfico 


4. Enel gráfico, se cumple que 


(AS 


a+d=b+c | 
z 


si ABPQ y BCMN son cuadrados, se cumple 


e 5. En el gráfico | O¡M= 0.M | 0-90" ) 


Y 9. Enel gráfico 


si ABPQ y BCMN son cuadrados, se cumple 
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Aplicación 11 El ,BOA es notable de 14? y 76. 
En el gráfico, ABCD es un paralelogramo. Si > AO=0C=8; AB=2VI7=4g 
AB=5, calcule AD. +. 4a=8v17 

B C 


Aplicación 13 
En el gráfico, ABCD es un rectángulo de 


O. Si BD=0S, calcule la m«OBC. 0 
B Ga 
LA 
A D 
Resolución 
Sea x la medida de AD. 
B X C 4 Weg 2 
D% 
o: 
Resolución 
Sea x la mxOBC. 
A X D 
Como BC//AD, entonces mx BCA=30" 
En (JABCD, AD=BC=x. 
Trazamos BH AC. 
El lt, BHA es notable de 37" y 53". 
> BH=3 
Ñ o o 
El a BHC es notable de 30* y 60*. Sabemos OB=0C=/ y mxOCA=x: 
ll AO El ASOC es isósceles. 
> x+36"=68" 
Aplicación 12 “. x=32 
En un rombo ABCD, BD=4 y mxBAD=28". Cal- 
cule el perímetro de la región rombal. Aplicación 14 cuadrado. si 
Resolución . Según el gráfico, ABCD es UN 
Piden 2p(ABCD)=4a. vS=5SC, calcule x. 


V 


Sabemos que BD 1 AC. 
> BO=0D=2; mxBAC=m=CAD=14> 
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Resolución 
Piden X. 


Sabemos que SC=SA=b. 
El AVSA es isósceles, entonces 


m=xSAV=20=m=xBCS 


Se observa que m=x VBC=m=< VSC=90* 

Entonces el 4 VSC es isósceles. | 
x+20%=45 

de X=2D? 


Aplicación 15 
En el gráfico, ABCD es un rombo de centro O. 
SiPD=1 y OP=3, calcule x. 


Á 


Resolución 
Piden Xx. 


En el rombo ABCD, BD1 AC. 
ElIDPO es notable de 37%/2 y 1432. 
> MXOAD=37%/2=m=x0CD 


El. QRD es notable de 37- y 53". 
 x=530 


Aplicación 16 
En el gráfico, ABCD y BSA son polígonos regu- 
lares. Si ADEO es un paralelogramo y O es cen- 


tro de ABCD, calcule la medida del ángulo que 
forman DS y EC. 


Resolución 

Piden mx (DS; EC) =X. 

Se observa que DHL OE, entonces 
CH=HD=HE=l 


Sabemos que m=xDEV=00". 


Se observa que m=xSAD=30". 

El ASAD es isósceles, entonces mxSDA=75". 
En el (JADEO, mxADE=m<xAOE=135-. 

Así, m<xSDE=60". 

EIN MBDEV es notable de 30” y 60". 

“. x=30" 
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250 


Planos de la ciudad 


Sabemos que nuestros antepasados nos han legado construcciones importantes, como por 
ejemplo la pirámide del Sol (México), ruinas de Pachacámac (Lima), ruinas de Tiahuanaco 
(Perú - Bolivia), chulpas (viene del idioma aymará que significa tumba), puertas trapezoides 
(época incaica), etc. 


-Los materiales más importantes para construir muros han sido, según la región y la cultura, la 


tierra amasada y la piedra. Básicamente para construir usaban lo que se llama adobe o adobón 
(sus 6 caras tenían forma rectangular). Debemos tener en cuenta que la posición de los adobes 
no era en hileras horizontales, más bien se colocaban en forma vertical, como se colocan los 
libros en los estantes. No se conoce la razón, pero sin embargo muchas construcciones han 
resistido al impacto de terremotos y pueden verse casi intactas; ejemplos: Huaca Pulliana de 
Miraflores, Huaca del Sol y de la Luna en Moche, muros de Chan Chan, etc. 


En la actualidad"si observamos los planos de varias ciudades, distinguimos que pueden ser 
distintos. 


En ocasiones las casas y las calles no presentan nin- 
guna ordenación particular. Al contemplar estos pla- 
nos, se tiene la impresión de que la ciudad ha ido 
creciendo espontáneamente, sin sujetarse a ninguna 
norma, como un árbol al que le van saliendo ramas 
con el paso del tiempo. Estos planos desordenados 
son características de la parte antigua de muchas ciu- 
dades europeas. 


Los planos de las ciudades presentan una disposi- 
ción regular, geométrica, como si el crecimiento se 
hubiera realizado a una normas precisadas de ante- 7 ecto. z 
mano. En este caso, lo más frecuente es que las calles sean rectas y se corten en ángulo de 
Las manzanas de las casas serán, por tanto, rectangulares o cuadradas. Esta es la sé. ¿ 
que en la América Latina se llame cuadras a las manzanas de una ciudad ya que sn E 

en un plano en cuadrícula. Los chinos y los japoneses edificaron también de esa manera. 


No obstante, algunas ciudades-se construyen con el plano radioconcéntrico. 
| | 197 
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Problemas resueltos 


problema 1 
Según el gráfico, 


cule X. 


m«BCD-m=xBAD=28". Cal- 


B 


resolución 
Piden x. 
Dato: a.-0=28” 


Sabemos que x+y=180>. 


Por teorema 
a—-8 28 
y =—=A 
2 2 


Entonces y=14? 


x+14%- 180 
“o X= 1662 


Problema 9 


En u a 

intrso trapezoide ABCD, la mediatriz de AD 

MEABC 36 en P, tal que mxCPD=26". Si 

'MBCD | 0” y mx ADP=2m-<PDC, calcule la 
. Considere que AB=PD. 


Resolución 
Piden x. 


Se observa que en APCD 
x+26”+0=180" 
x+0=154" 

PD=PA=1 

=> m=xPAD=20 

El ABAP es isósceles, entonces 
m=<BPA=70" 

En el AAPD se observa que 
20=48" 
0=24” 


Obtenemos que 
x+24=154" 
x=130* 


Problema 3 


Según el gráfico, ABCR es un trapezoide simé- 
trico donde AB=AR y m=xBAR=2(m=<RCD). Si 


BC=CD, calcule la mxCDR. 


251 


Resolución 
Piden x. 


Resolución 


Sea x la mx BFA. 


m=BCD=140* 

CB=CR=1 - Sabemos que en el /MABCD 
El ARCD es isósceles. x-B+o 
> 2x+0=180" 2 


» Recuerde 


3$=126" — B=42 


El APCD es isósceles. 
XA XT is 
AS MED: > (0m=69 
li yl X x= 004 
YAEY N S _ 1264692 
2 

Como CB=CR=CD=10 

1402 7 x=97,5" 
=> mxBRA==—— 2 =709 
El ABAR es isósceles. Problema 5 


20:40" En un trapezoide ABCD, AB=24, CD= na 
20? m=«xBAD+m=<CDA=90". Calcule la distan 

> Qa= 

2x+20=180" entre los puntos medios de BC yAD. 
+. x=80" Resolución 

“Os de 
Sea x la distancia entre los puntos medio 

Problema 4 BC y AD. 


Según el gráfico, m=xBCP=2(m«PCD) y  Pato:0+0 Y 
PC=DPC. Calcule la mx BFA. 
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Trazamos AC. 
En el ABAC, MR//AB (M e AC). 


> AR=RC=mM A RM=12 
En el ACAD, RN//CD 


> RN=5 
Se observa que m< MRN=00"., 
En el MMRN, obtenemos que x=13, 


Problema 6 
En el gráfico, BM=MC y AD=4(AL). 
SiAD+2(AB)=16 cm, calcule LM. 


Resolución 
Sea x la medida de LM. 


Sabemos que 4b+20= 16 
> 2b+a=8 


>. EBT AA 
Hh— 3p 2, 


En 
s . SACD, sea CT mediana relativa a AD 
STD =2b 1 m=xCTD=28 


Se Observa 
que AB//T 
na //TC Cy AL=LT=b. 


TA 
Media, BC es trapecio, donde LM es base 


Problema 7 


Según el gráfico, AB= =BC, AM=MB y AMCE es 
un trapecio isósceles. Calcule X. 


Resolución 
Piden x.: 


El. MBC es notable de 53/2 y 127:/2. 


En el DABC, mxACM=37/2. 


En el LAAMCE, mx<ACM=m=x«EMC = — 


En el AMRC 


372, 1270 
22 2 
“. x=82" 


Problema 8 


En un trapecio ABCD (BC//AD), se ubica el 
punto P en AD, tal que BP biseca a la base 
media de dicho trapecio. Si BC=4 y PD=7, cal- 
cule AP. 
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Resolución En el ACTR, TH 1 CR. 
Sea x la medida de AP. > CH=HR=3 


El 5 TAR es notable de 372 y 53%. 
> 2x=53" 
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Problema 10 


En un trapecio isósceles cuyas diagonales son 
perpendiculares, la altura y la base menor mi- 


Sabemos que MN//BC//AD. den 7 y 5, respectivamente. Calcule la longitud 
Entonces en el AABP, x=2mM. del segmento que tiene por extremos los pun: 
En el LA PBCD tos medios de las diagonales. 
4+7 e 
ME Resolución 
2m=11 y 


. x=11 


Problema 9 

En un trapecio ABCD, donde BC//AD, 

m«cna= 1 4BC si AB=5 y CD=11, calcule A 

la mxADC. AAA | 
Resolución 40 es igual a la longitud del segmento que 
Sea x la mxADC. une los puntos medios de las diagonales. 


Graficamos el problema. pen 
Sea x la longitud que tiene Po! extre 
puntos medios de las diagonales. 


los 


Trazamos CT//BA. 
> mxCTA=3x; CT=5 
Se observa que mx TCD=2x., 


- Enel ACTD, trazamos TR, tal que e CAD=45" 
m<TRC=2x | En el (DABCD, mxBDA=" 


> CT=TR=RD=5; CR=6 > HD=? 
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Sabemos que AH=X. 
> x+5=7 
4 32 


problema 11 
En el gráfico, ABCD es un trapecio isósceles 


(EC/AD) y AC=6. Si LB=2 y os B=90”, calcule Resolución 
la m<BLA. o Sea x la medida pedida. 
5 E Acomodando el gráfico, hacemos que las di- 
A B mensiones de cada ficha sea a y 2a. 
B 
24 
L A D 
Resolución Q 
Sea x la mx BLA. E 
Dato: a-+8=90" mV da 140 e 


B C 


Se observa lo siguiente: / 
Ell1QMP es notable de 14” y 76”. 


2 El BMP es notable de 37” y 53". 
A x+14%=37" 
WE QS 
Lo A D P 
Prolongamos LD hasta P, tal que m<DCP=0.. Problema 13 
ALBA = ADCP (ALA) : Víctor observa que la parte superior de su - 
> CP=2 1 mx«CPD=x ventana, cuyo marco es de madera, está por 
Como a+B=90, entonces mx ACP=90* desprederse y decide colocar un pedazo de 
El ACP es Hlblada 37 > 143% madera: Somo muestra el gráfico, para que no 
2 2 se caiga. Si dicha madera y el ancho de la ven- 
X= E tana tienen la misma longitud, calcule x. 
Problema 12 
a jugando dominó con sú primo 
Sobre la coa dejaron su última jugada 
observa, a ES El hermano mayor de Miguel 
ángulo REO Je el gráfico, que la medida del 
ment se puede calcular aproximada- 


€. ¿Cuál es esta medida? 


Resolución Resolución 
Piden x. Sea X la longitud de la base Mayor 


Sacamos la ventana y analizamos. 


Sabemos que 


o+20=180* 
Se observa que x+20=180". a=60* 
En el DCBAD, CM=MB=5. Trazamos AP 1 BC y DQ LEC. 
El A BMC es equilátero. > BP=0QC=15 
> 0-30" AD=PQO=30 
x+60=180* En BC se observa que 
x=120" x=15+30+15 
x=60 cm 
Problema 14 | 
Jorge observa que dos caras de la maceta de Problema 15 dazo de | 
su casa tienen forma de trapecio isósceles Manuel va a realizarle un corte añña dl dé 
como muestra el gráfico. Si las medidas angu- triplay, en forma de trapecio doll | 
lares internas están en relación 1 a 2 y los lados corte pasa por el punto medio del EN qn Y 
laterales con la base menor miden igual, sien- que no asocia ángulo recto y SU ae base má: | 
do dicha medida 30 cm, ¿cuál es la longitud de ximada es 60/3 cm. ¿Cuánto mide la. | 
la base mayor? yor de dicho triplay. j 
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resolución 
Sea x la medida de la base mayor del triplay. 


B 13) € 


El ABCM es isósceles. 

> BC=b 

En el JABCD, MB=MA=6043; m=<MAD=30", 
además, m<CDA=060". 

Entonces AM 1 CD. 


El AMD es notable de 302 y 60%. 
23 b=60 


"- Xx=120cm 


Problema 16 


Enel gráfico mostrado, ABCD es un cuadrado y 
Ar +FG es la longitud del menor recorrido para 
I' de E hacia G tocando BD. Si EF=2, NF=3, 
NG=4 y NQ=6, calcule x. 


B C 


Resolución 
Piden x. 


Para que E-F-G sea el mínimo recorrido, se 
cumple que mxBFE=m=xDFG=0. 
Prolongamos GF hasta E (E e BC). 
> ABEF = ABEF (ALA) 

FE=FE'=2 


Sabemos por teorema que PO=E'G=09. 
> NP=3 MS 


El IFNP es isósceles. 
. x=45" 


Problema 17 


En un romboide ABCD se ubica el punto V 
en CD y S en AV, tal que mxBAV=m<VAD; 
m=xABS=mxVBC y mxSBV=46". Calcule 
m=xBSV. 


- Resolución 


Sea x la mxBSV, 


B e 


pa 7 
Es E 


J 
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ASAS ' A 


En el 1 STM 

LAABS, x=0+0. 

pe 3x+2x+20=90" 
m=xBCD=20: a 
m=xBAV=m=xDVA=0. eS 

2x=28" 
En el AVBC, mxBVD=20+0. 
AA Problema 19 


El ASBV es isósceles. Se tiene un trapezoide ABCD al Cual se le traza 

. una recta secante a los lados AD y CD, Si las 
> 2x=134 distancias de A, B, C y D hacia dicha recta son 
Lo x=b7 3,7, 6 y 2, respectivamente, calcule la distancia 
del punto medio del segmento que tiene por 
extremos los puntos medios de AB y CD hacia 


Problema 18 
dicha recta. 
En las regiones exteriores relativas a los lados 
AB y BC, de un triángulo acutángulo ABC, se Resolución 
ubican los puntos S, V y M, N respectivamentel, En el gráfico, MO=0N. 
tal que ABSV y BMNC son cuadrados. Entonces x es la distancia pedida. 


Si 3(mxBSM)=2(m=xsSMA) y mxBAM=20", 
calcule la mxMSB. 


Resolución 
Graficamos. 


Sea 2x la mxMSB. 


Trazamos SC; luego se observa que 


AABM= ASBC (LAL) das 
> M<BAM=mx BSC=20* 5 E 
Se observa que SC 1 AM. 35 
a x= , 


258 


rr 


problema 20 

Carlos es UN carpintero y a un trozo de triplay, 
de forma cuadrada, le realiza trazos para cor- 
tarlo, como muestra el gráfico. Si la distancia 
de P hacia AD es 84 cm y RC=2(BR), ayudaa 
Carlos a encontrar la distancia de P hacia R. 


Resolución 
Piden PR=x. 


H— 70 == 
B_ 33 R 49 H210 


my A 
A Me 


Pp 


105 


o 8 
A 84 021D 


Dato: 2(BR)=RC 
Trazamos PD; M=<PBA=m-<PDA=76". 
ENXPOD es notable de 140 y 76* 
5 0D=2] 
Así, PQ= AQ=84 | 
Se Observa que 

AD=AB=105 

BC, por el dato, BR=35 y RC=70. 


'AZamos PH y BC, HC=HP=91. 
> RH=49 


En el ln PHR 
x2=2124492 


x =74/58 


Problema 21 


Rubén compra Un terreno de forma rectangu- 
lar, el cual lo divide en dos superficies, como 
muestra el gráfico. Si O es el centro del terre- 
no y AB=8 m, calcule el perímetro del terreno 
destinado para habitaciones, 


B É 


habitaciones 


Resolución 
Piden 2p(ABCMD). 


Sabemos que CM=MD=4, 

Trazamos OP 1 AD, el BOPA es notable de 30" 

y 60". 

> OP=4 rn OA=8 

También 
AP =443 = PD 

Sabemos que OM =44/3; BC = 843 
2p(ABCMO) =8+8V3 +4+44/3 +8 
2p(ABCMO) =4(5+34/3) 
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Problema 22 Problema 23 
Susana es diseñadora de ropa de vestir y su” Junior le des: a su hia q 0 | 
amiga María le ha pedido que le confeccione de figuras geométricas. Él observa 5 Clas 
: ae 
un vestido. Susana cuenta con una tela en for- coloca las piezas de forma cuadrada 0 E 
ma paralelográmica, a la cual le realiza trazos bal juntas, como muestra el gráfico ed 
) 0S8 


al como muestra el gráfico. Si cuenta que la mx VAB=25". ¿Cuánto ha 


para cortar, t ' ; 
dida del ángulo menor de la ficha rombaJ? 


BM=MS y CN=NV, calcule la longitud de MN. 


Resolución 
Sea x la medida del ángulo menor de la ficha 


rombal. 


Resolución 
Sea x la medida de MN. 


A 40 P200 40 D 


Sabemos que AB=CD=40 cm. 
El ABAP es isósceles. 


> AP=40 cm Sabernos que SV=SÁ =SN=b. 

El ACDO es isósceles. > m«xsSVA=25" 

AENOR m «SAN =SNA=X/2 

BC=AD=100cm > PQ=20 cm 

En el ABPOC En el 4 AVSN sabemos que 
0 25025 tz 

“. x=60 cm a AE 
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problema 24 


Jonel pinta las paredes de su cuarto de distin- 
tos colores, pero a una de ellas la quiere pintar 
de manera distinta combinando colores. Para 
ello dibuja diversos trazos como muestra el 
gráfico. Si BD=4 m y CP=3 m, ¿cuánto mide el 
ancho del cuarto de Jonel? 


B C R 


Resolución 
Piden AP=x. 


En el CYABCD, BD=AC=4 m. 
MXBDA=m=xCAD=m=xACB=09 
MXACD=90"-9 => m=xACD=902 


ElNMACP es notable de 37? y 53", 
A x=5 m : 


Problema 25 


Almendra se com 
topical y decidió 
Observa en el grá 
Que Sostienen el 
Calcule la M<S, 


pró un cuadro de un paisaje 
colgarlo en su sala, como se 
fico. Si SC=CA=AE y las pitas 
Cuadro son perpendiculares, 


Resolución 
Sea x la m x< SAM. 


El ASCA es isósceles. 
=> mxCSA=m=xCAS=45/2 


“El AAEM es isósceles. 


> mxEAM=m=xEMA=45/2 
Finalmente, en el CAE, obtenemos que 
x=45" 


Problema 26 


Si las diagonales de un trapecio trisecan a su 
mediana, calcule la razón entre la base menor 
y la base mayor. 


Resolución 
Sea x/y la razón entre la base menor y la base 
mayor. 
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Sabemos que 


. Bm 22 (Mm 
2 

E (1 

mea ) 


Reemplazamos (II) en (D. 


Problema 27 

Según el gráfico, ABCD es un trapecio de bases 
BC y AD. Si mxCAD=60", ma<BDA=37", AC=8 
y BD=10, calcule la longitud de la base media 
de dicho trapecio. 


B € 
A D 
Resolución 
; AD+BC 
Piden ————= x 
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Prolongamos AD hasta P, tal que CP//BD 
El /JDBCP es un paralelogramo 
=> BC=0P=b a BD=CP=10 

En AACP, el LARC es notable de 30* y 602 
> AR=4 

En A ACP, el 5. CRP es notable de 372 y 530 
> RP=8 


Se observa que a+b=12. 


12 
x== 
2 


. x=6 


Problema 28 

En un trapezoide ABCD se cumple que 
, m«ABC A 

AB=BC=CD. Si m«CDA = y m<xBCD=140" 

calcule la mx BAD. 


Resolución 
Sea x la mxBAD. 


- Trazamos AC. ñ 


El AABC es isósceles. 

> BQ LAC a CP LAD 

Se observa que DBQC = 1. CPD (ALA). 
=> CO=CP=b 

En el AABC, AQ=0C=b- 


El M.CPA es notable de 30* y 60". 


E ( 
Por la congruencia anterior, sabemos que Problema 30 


m«BCO=mxPCD=40" En el gráfico, CV=VM, MA=AN, SV=3, AP=5 y 


> m«BAC=40" VA=/34. Calcule x. 
x=4030* 
at | YA 


Problema 29 


En el gráfico, ABCD es un romboide donde 
BS=5 y VS=2. Calcule DS. 


Resolución 


Piden x. 


Resolución 
Sea x la medida de DS. 


Trazamos ME 1 SP. 
En el [ESCM 
SV=VE=3 
m=xCSV=m <VEM=48" 


En el AEPNM 
PA=AE=5 


En el DABCD, mx BCD=m <BAD=20. m<NPA=m<AEM=x 


MXCBD=m=xBDA= 
j E ¿ de Se observa en el A VEA 
Nel AABS, mx BSA=20. 


2,52 2 
T == 345% =434 
tazamos BM, tal que mxBMS=20. 
a BS=BM=MA=5 => m=xVEA=90" 


SV=V, = 
dl En el MVEA, se observa que 


x+48"=90" 
. x=422 


ELAASD es isósceles. 
" x=9 
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Problema 31 
Según el gráfico, ABCD y DPQR son cuadrados. 
Si BM=5 y PD =3W/2, calcule mx BQP. 


B C 
DA 
Á D R 


Resolución 
Sea x la mxBQP. 


m=xCBO=x > x+0=45" 
En el MABCD, MB=MD=5. 
En el A1DPQR, DQ=6. 
m=BDO=90* 
En el L.QDB, como BM=MD=5 
> MD=5 
Eli QDB es notable de 37" y 53". 
> 0=37" 
x+37"=45" 


. x=8" 


Problema 32 


En la región interior de un romboide ABCD y en 
la región exterior relativa al lado BC se ubican 
los puntos $ y M, respectivamente, tal que los 
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triangulos ABS y BMC son equilátero 
BS forman, al intersectarse, un ángu 
calcule la mx BSM. 


S. Si AC y 
lo de 70, 


Resolución 
Sea x la m=xBSM. 


Se observa que AABC = ASBM (LAL). 
=> m=xBAC=x 

En AABT, 70+60%+x=180* 

. REO” 


Problema 33 

Edgar compró para sus hijo 
res grandes, de la misma Mm 
no discutan al escoger. Cierto día, pe 
sus tareas, las cajas de colores fueron pa 
como muestra el gráfico. Edgar 5€ da eta 
la diagonal de las cajas mide 18 pa 

será la distancia entre las esquinas Á y 2! 


s 2 cajas de 12 colo- 


arca para que ellos 
realizando 


V 


nn 
resolución Sabemos que 
Sea x la distancia entre las esquinas A y E. 20+x+70"=180* 
C Ss x=110”-28 
Se observa que 
MXBPA=0+0 
m=xBSP=0+0 
=> BP=BS=4 
ST LAB y SV=ST=2 
En el I1S7B, 6=30". 


x=110"-60* 
“. x=500 

Como las diagonales de las cajas miden igual, 
pues son congruentes, AC=CE=18. Problema 35 

A Según el gráfico, ABCD es un rombo y BQPC 

mx ACE=90 es un cuadrado. Calcule la medida del ángulo 
Finalmente, en el LACE formado por AQ y BD. 
. x=1842 
Problema 34 


En el gráfico, ABCD es un paralelogramo. Si 
BP=4,SV=2 y maBCP=70", calcule la m«SBP. 


B E 


Resolución 
Sea x la medida del ángulo formado por 4Q 
y BD. 


Sea x la mM=xSBP. 
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a 
En el 7ABCD sabemos que AC 1BD Problema 37 


> x+a=90 Sea ABCD un rectángulo donde 
m=<CAD=53". Si prolongamos DC hasta P 
que AC=DP y BP=10, calcule AB. 


la 


Sabemos que si BQ=BC=BA , 


. (a1=90/2 => a=45" 
En el IMRAÁ, x+45=90". Besolución 


. x=45" Piden x. 


Problema 36 

Siendo O el centro del cuadrado ABCD, _se 
construye el cuadrado DOCP, donde AP y OD 
se intersecan en Q. Si AB=442 , calcule QD. 


Resolución 


Piden x. 


En el ABC sabemos que AC=8. EnABCD, sabemos que AC -BDymxBDA=5%* 
En el DIABCD, AO=0C=0D= DA, 
us did ac El APOB es isósceles, entonces trazamos D 
E BP, así BU=HP=5. 
En el BPCA, OQ es base media 
j Pa =5410. 
> 00=2 ¿En el NBHD, HD=15 y a=5V10 
Se observa que x+2=4. ELMBAD es notable de 53” y 37'- 
ds / : Es x=4410 
266 


> Test 


. Enelgráfico, calcule x. 


A) 31 
B) 32 
C) 34 
D) 36" 
E) 35 


, En el gráfico, ABCD es trapezoide simétri- 
co. Calcule x. 


A) 140 
B) 15 
C) 372 
D) 53%2 
E) 30 


+ Enel gráfico, calcule x+y. 


A) 100? 
B) 110* 
O) 115* 
D) 120? 
E) 1302 


A) 2 84 € 
B) 3 
O 4 
D) 15 
E) 25 


Ci 
LAVES 
El 2 


y 


3. Según el gráfico, BC//AD, AS=SN y DV=VM. 


Calcule SV. 


A) 6 B) 5 O 4 
D) 3 E 2 


Del gráfico, ABCD es un trapecio isósceles 
donde BD=AD. Calcule x. 


A) 30* 
B) 35" 
O) 40? 
D) 45? 
E) 50% 


D 


Si ACVN es un cuadrado y SCVM es un rom- 
boide, calcule 6. 


c Y 
4 
. A 
S 
Á Ñ 
A) 28" B) 26” az 
D) 34? E) 22* 
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Ce 
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E) 9 | A 


—— y 


> Problemas propuestos < 


Nivel básico 


Según el gráfico, calcule x. 


A) 182 
B) 30" 
C) 36? 
D) 37" 
E) 38* 


En un cuadrilátero ABCD, la mx ABC=150", 
m=xBCD=120* y mxBAC=53". Si AB=3 y 
AD=15, calcule BC. 


A) 243 B) 343 
D) 3 


0) 443 
E) 6 


En un trapezoide ABCD, AB=BC=CD y 
m=xABC mxBAC  mxCDA 


= . Calcule la 
4 3 2 
m=xBCD. 
A) 144? B) 142* C) 138" 
D) 146” E) 148? 
La base media de un trapecio excede en 4 
a la base menor. Si la base mayor mide 12, 
calcule la longitud de la base media. 
A 4 B) 6 O 8 
D) 10 E) 12 


Según el gráfico, ABCD es un trapecio 
donde BC//AD. Si AP=PB y AD=3(BC)=12, 
calcule PQ. 


M5 
B) 6 
Ccr7 
D 8 


5. Según el gráfico, BC//AD. Calcule X+y 


B Ñ 
ÓN 
A Á 
A D 


A) 26” B) 28 


D) 32” 


030 
E) 34 


(. En el gráfico, ABCD es un trapecio isósce- 
les (BC//AD) donde AD+BC=12 y BH-=3, 
Calcule la mx CAD. 


A) 14? e s 

B) 16? 

C) 302 

D) 372 

E).£53Y2 A H D 


> 


Según el gráfico, ABCD es un paralelogra- 
mo donde AP es bisectriz del ángulo BAD. 
Si AP=12 y CD=10, calcule la m<BCD. 


B Pp €: 
A D 
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A) 74? B) 72 E ie 
D) 53” 

] punio 

9. En un rombo PQMN, ubico E qn 
medio R de QM, tal que PR E ale on 
can en S. Si mxPSN=53" y SR=%» 

q) 2 
32 
ES 
D 


— 


n romboide ABCD, las mediatrices de 


¿nu oi 
ls y 0 se intersecan en R, tal que R e AD, 
A la ma DCR=30*, calcule la mx BAD. 


E 


N 402 B) 502 
p) 80" 


C) 60* 
E) 70* 


11. Según el gráfico, ABCD es un cuadrado. Si 
BD=2(4M), calcule x. 


Ny 


A) 75 
D) 14372 


B) 82* 


C)41275/2 
E) 135/2 


12, Vicente es un niño al que le gusta formar 
figuras uniendo sus fichas de tangram, las 
cuales son regulares. Él formó la figura 
mostrada. Su hermano mayor quiere co- 
nocer la distancia entre los centros de las 
fichas cuadradas. ¿Cuál es dicha distancia? 


13. Andrés es profesor de Educación Física y 


15. 


para practicar vóleibol con sus estudiantes 
arma la net como muestra el gráfico, for- 
mando un trapecio isósceles. Si AB=50 cm 
y BC=3,1 m, calcule el largo de la net (20). 


A) 260 cm 
D) 2,7 m 


B) 2,5cm 


C) 250 cm 
E) 240 cm 


Nivel intermedio. 


14. Según el gráfico, APCD es un trape- 
zoide simétrico donde 'CP=CD. Si 
m=xPAD=2(m=<BAP), PD=8 y BP=5, cal- 
cule la mxABC. 

P 
E 
Á D 
A) 45 B) 53" C) 37" 
D) 60* E) 75" 
En un trapezoide ABCD, mxDAB=90", 


m=xBCD=82" y mxCDA=45". Si AD=18* y 
BC=10, calcule AB. 


D) 6 


16, En un triángulo ABC, se traza las media- 
nas BV y eS: donde M y N son los puntos 
medios de BV y SC, respectivamente. Si 


MN=$6, calcule BC. 


A) 20 B) 22 Cc) 18 
D) 24 E) 16 


17. Del gráfico, ABCD es un trapecio de bases 
BC y AD. Si AD=3(BC), calcule mx ACD. 


BS E 
Os 
A D 
A) 60* B) 50? C) 400 
D) 45 E) 53" 


18. Según el gráfico, ABCD y BCDQ son tra- 
pecios isósceles (BC//AD y CD//BOQ). Si 


AQ=CQ, calcule la mx CQA. 


B Ñ 


o 


A) 30* B) 45 C) 60* 
D) 70* E) 80* 


19. En un 1 trapecio ABCD (BC//AD) se traza 
DH LAB, donde He AB. Si BC= 5, HC=12 y 
mxBHC=m=<xCDH=m-=xHDA, calcule AH. 


A) 13 B) 12 O 10 
D) 8 E) 15 
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20. En un n trapecio isósceles ABCD, 
BC y AD miden 4 y 10, respectiva; 
m=xBCA=m<«ACD, calcule la lo 
la altura del trapecio. 


las bases 
Mente, sj 
ngitud de 


D) 24/33 E) 3/33 


21, En un trapecio rectángulo ABCD, recto en A 
y B, se trazan las bisectrices interiores de] 
<BCD y xADC, las cuales se intersecan en 
P. Si BC=7, CD=16 y AD=13, calcule la dis- 
tancia de P hacia AB. 


A) 1 B) 1,55 013 
D) 2 E) 2,5 


22. En un rectángulo ABCD, se ubican los pun- 
tos medios N y M de AD y DC, respectiva- 
mente. Si después se traza la altura AH en 
el triángulo BAN, cuya longitud esa, calcu- 
le la distancia de M a BN. 


A) a B) 1,54 C) 2a 
D) 2,5a E) 3a 


23. Según el gráfico, ABCD es UN cuadrado Y 


542 
BEFG es un romboide. Si AB==3 EP) 


calcule la m <EBC. 


E 
F 
B C 
Á D 
o 15 
A) 8* B) 14 g) 317 
D) 16* 


— 


04, Según el gráfico, ABCD es un paralelogra- 
: mo. Si AS+CN=16 y BM=20, calcule DR. 


A 2 B) 3 CO 4 
D) 2,5 E) 3,5 
25, Cecilia se encuentra en el balcón de su 


casa y observa a su gatito. en la parte su- 


perior de un camión hacia donde sú línea 
visual mide 3 m. Si el ángulo de depresión 
de Cecilia hacia su gatito mide 37* y la al- 
tura del camión es igual a la distancia del 


gatito a la pared de la casa, da qué áltura se 
encuentra Cecilia? 


A) 4m 
D) 43m 


B) 41m 


CO) 42m 
E) 44m 


2. A] 
ESSandro es carpintero y para realizar 
Unos trabajos le h 


e ará tres cortes a un triplay 

Re da Cuadrada, como muestra el gráfi- 

h “SH OS cortes ] y 2 son perpendiculares, 
Alcule la medi 


da del ángulo que forman 
el corte 3 con AB. eS 


Mo > 


27, 


28, 


A) 30* 
D) 372 


B) 37" 


C) 53* 
E) 53/2 


Edgar compra un terreno de forma rec- 
tangular y realiza un bosquejo de la dis- 
tribución de la primera planta, como se 
muestra en el gráfico. Si el ancho del te- 
rreno mide 8 m y el largo 12 m, además, el 
espacio para la sala pasa por el centro del 
terreno y es de forma cuadrada, calcule x. 


sala cocina 
comedor 


12m 


A) 14? 
D) 5372 


B) 15 C) 3772 


E) 30" 
Nivel avanzado 


En un trapezoide ABCD, 4(4B)=3(BC), 
AD==(AB)+CD y mxBAD=53". Calcule 


la mxBCD. 
A) 115 B) 120? O) 127 
D) 137" E) 143" 
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29. 


33. 


En un cuadrilátero ABCD, AB=BC =(0D, 51 
en BD se ubica el punto medio M, tal que 
AM=5, BM=4 y m=ABC=090", calcule AD. 


A) 456 B) /59 Cc) v61 
D) /65 E) 473 


. Enun trapecio rectángulo ABCD, donde AB 


es perpendicular a las bases, se ubica el 
punto medio M de CD. E 

Si posteriormente se prolonga BA hasta el 
punto P, tal que las distancias de P y B a 
MÁ suman 24 cm, calcule MP. Considere 
que la mxBPM=m=MAD. 


C) 20 
E) 26 


A) 12 
D) 24 


B) 18 


. En un trapecio isósceles ABCD, BC//AD tal 


que la mx<ACD=90". Se traza CS perpendi- 
cular a AB tal que 5(SB)=3(CD). Calcule la 
m=xBCS. 


A) 15 
D) 5372 


B) 30" C) 37/2: 


E) 37% 


. En un rombo ABCD, cuyo lado mide /10, 


se prolonga AD hasta Q, tal que DMPO es 
un cuadrado donde M pertenece a la re- 
gión interior del rombo y MP interseca a 
CD en R. Si DR=2(RC) y la m=<BAC=60", 
calcule la distancia de D hacia CP. 


A) J10 B) 4/3 O 245 
D) Ys - E) 2/3 


Alfonso observa frontalmente la ubicación 
de su perro Body como muestra el gráfico. 
Si el recolector de basura tiene forma de 
trapecio isósceles y la distancia del extre- 
mo M y la distancia del extremo de la tabla 


hacia la pared es ¡ 
gual a 240 em, calcule 
AB(DM=MOC). 


no. 


- Alondra juega con una pelota en la sala 


. Sandra acomoda d 


A) 20043 cm B) 2203 cm 0) 24083 cm 3 
D) 240 cm E) 220 cm 


E 


de su casa y golpea el reloj de pared, e 
cual tiene forma rombal, generando wa 
rajadura de la luna en línea recta, que va 
de A hacia el punto medio de BC, como 
muestra el gráfico. Si el lado del reloj mide 
20 cm y mxABC=74", calcule la longitud 

de la rajadura. 


A) 2/93cm  B) 2/95cm C) 1$cm 9 
D) 2/97 cm E) /97em P 


os de sus boletines a0% 4 

: otro 
démicos, uno de modo holaaa E ; 
de modo vertical, como muestra e E pe E 
Si el ancho de los boletines lA ES. a 
el largo 20 cm, calcule la mxAÁ y 


madamente. e 


Boletín 
Académico 


Boletín 
Académico 


A 


A) 1002 
D) 115* 
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Circunferencia 


William Wilfredo Reyes Perez 


CAPÍTULO VII 


- CIRCUNFERENCIA 


Objetivos 

+ Analizarla construeción de la circunferencia y sus elementos. 

* Calcularla medida de los arcos a través de los ángulos asociados. 

+ Describir los elementos en una circunferencia y los elementos asociados a dos circunfe- 


rencias. 


Introducción 

Desde la edad primitiva el hombre ha analizado su entorno y desarrollado objetos que le ayuden 
autilizar toda su fuerza y energía para cubrir sus necesidades básicas. Los inventos que ha creado 
le han permitido desarrollarse, aunque algunos descubrimientos han tardado más que otros. De 
esta forma, ver rodar una roca en un terreno inclinado le sirvió para asociar al movimiento con la 
redondez y de esta forma inventar la rueda. 


En nuestros tiempos, ningún medio moderno de transporte puede funcionar si no lleva dentro de 
su diseño objetos circulares; los autos, las bicicletas y los trenes utilizan las ruedas; los barcos y 
aviones tienen motores, los cuales necesariamente tienen pistones con formas circulares. 


Asimismo, las puertas en nuestra casa no tendrían ese movimiento si no utilizaran bisagras, las 
cuales tienen forma circular. Además de generar movimiento, la circunferencia se utiliza en forma 
decorativa y también por distribución homogénea en los botones y las monedas. 


En este capítulo veremos, en primer lugar, cómo se construye una circunferencia, luego conocere- 


_ MOS los elementos principales de esta, así como los elementos secundarios. 


Luego profundizaremos en el cálculo de la medida de los arcos a través de los diferentes ángulos 
asociados a la circunferencia. Conociendo los elementos de la circunferencia y las diferentes for- 


Mas de calcular la medida de los arcos, estudiaremos las propiedades que se generan a través de 
estos, 


Fin : . : E , 
A almente, relacionaremos a dos circunferencias, observando si son secantes, tangentes, interio- 
eso j AA ó : 

exteriores. Esto nos permitirá descubrir las propiedades entre ellas. 
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1» DEFINICIÓN 


Es el conjunto de todos los puntos de un pla- 


¡ 
| 
no, cuyas distancias a un punto dado de dicho | 
plano son iguales. ¡ 


En el gráfico, los puntos A, B, C,D, Ey O son co- 
planares (ubicados en el plano IP) y la distan- 
cia de los puntos A, B, C, D, y E al punto O esr. 


Los puntos del plano TP, cuya distancia a O es 


a 
la misma, forman la circunferencia G. El punto ¡ 
Z 
O es el centro y r es el radio. Una circunferen- Na 
; Y 
cla se construye a partir de estos dos elemen- > 
tos, con la ubicación del centro y con la longi- y 
tud del radio. | 
B ERA 
8 t 
EC 
E 5 o 4 
e PU Enano : E 
Trazado de una circunferencia con un listón perfor 
dora E 
a ta circunie- 
En la matemática moderna, a la ci Jévis" 
a es gero 
rencia se la estudia desde € 1 AE pla- 
> RE AR en 
ta-de la ubicación de su centro ¿ción o 
A ¿cuacióon., 
“no cartesiano, a través de una ect 
Ela y 3) =17 
po 


El compás es el instrumento que se utiliza para hacer cir- 
cunferencias. 


donde el centro=(5; 3) 
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Aplicación 1 
si2(04)=3(4B) y AM=4, calcule r, 


Resolución 
Piden r=54. 


Trazamos OM, entonces OM=5a. 


En el MOAM aplicamos teorema de Fitágoras. 


(5a)'=4?+ (3ay 
a=1 
. r=5 


» Observación 
El conjunto de todos los punios del plano 
Cuya distancia al centro es menor que el 
radio conforman la región interior a la 
circunferencia. 
El conjunto de todos los puntos del plano 
cuya distancia al centro es mayor que el 
radio conforman la región exterior a. la 
circunferencia. 
Als j 
AN A que tiene por extremos el 
¡od de la circunferencia y Cualquier 
e 38 de la circunferencia se llama radio 
a Circunferencia. 


rogión 


exterior 


2» ELEMENTOS ASOCIADOS A LA CIRCUN- 
FERENCIA 


2.1. CUERDA 

Es el segmento que tiene por extremos dos 
puntos de la circunferencia. Toda cuerda que 
contenga al centro de la circunferencia se de- 


nomina diámetro. 


B 


En el gráfico se tiene una circunferencia de 
centro O y radio r. AB es la cuerda de extremos 
A y B (en el gráfico, AB < 2r). 

Aplicación 2 

En una circunferencia se trazan las cuerdas AB 
y BC. Si AB=4 u y BC=6 u, halle el valor máxi- 
mo que puede tomar la cuerda AC. 


Resolución 
Piden AC máx. entero: 


B 


Al trazar AC se forma el triángulo ABC. 


Por triángulos 
6-4<x<6+4 
2<x<l0 


AC máx. entero = 9u 
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2,2. DIÁMETRO 


Es aquella cuerda que contiene al centro de la 
circunferencia. 


E D 


La plaza de toros en Barcelona presenta una 
distribución circunferencial. 
donde 


- CD: diámetro de extremos C yD (CD=2r) 


2.3. ARCO 
Aplicación 3 


En una « circunferencia se trazan los diámetros 
AB y CD. Si mxACD=20", calcule mx ABC. 


Es una porción de la circunferencia compren: 
dida entre dos puntos de ella. 


Resolución 


Notamos que los diámetros tienen el centro 
.como punto común. 


En el gráfico, M y N son los extremos de dos 
arcos. 


Notación: MN se lee “arco MN” 


Aplicación 4 
En el AACB AB 
¡ los arcos AP, 
20+(20+x)+x=180" En el gráfico, las medidas de o A Cl 
¿o A=V0? BP forman una progresión aritmético. 
mAB. 


5 So 


Las ondas expansivas al caer una gota de agua 
forman circunferencias concéntricas. 
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Resolución 


Piden X- E Us 
Como sabemos que la circunferencia mide an- 


gularmente 360” 

> (x-a)+x+(x+a)=360" 
3x=360" 

.. x=120" 


Los portales del convento Santa Cata- 
lina, en Arequipa, presentan arcos de 
circunferencias. 


2.4. RECTA SECANTE 
Es aquella recta que interseca a la circunferen- 
Cla en dos puntos. 


En el plano P, Z¡ €= (A, BJ; además, AB es 
la cuerda. 


2.5, RECTA TANGENTE 


sa , ; 

EN Quella recta que interseca a la circunferen- 
e ] $2 

E N Un solo punto. El punto de intersección 
“nomina punto de tangencia. 


e Plano P siguiente, Lo N6=1(T) y Tes lla- 
Y Punto de tangencia. 


2, 
S-RECTA EXTERIOR 
S aquella recta 
terioras a la circ 


Que tiene todos sus puntos ex- 
unferencia. 


== 


En el plano P, Z3n%€ = (9; además, Pz es la 
recta exterior. 


En el gráfico, las rectas L,, La, Lz y la circun- 
ferencia de centro O, con radio r, están conte- 
nidas en el plano IP. 


Teorema 
Toda recta tangente a una circunferencia es 
perpendicular al radio en el punto de tangencia. 


Demostración 


En el gráfico, Pr es tangente a la circunferen- 
cia. Se observa que OS >r, OM > r, ON > r; así 
cualquier otro punto distinto de 7 que se ubica 
en Pr será mayor que r; además, r es la lon- 
gitud del menor segmento trazado de Oa Pr. 
=> m=xOTS =90” 

Por tanto 


OT LT | 
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Aplicación 5 


En el gráfico, T es punto de tangencia. Si 7P=6 


y MP=4, halle r. 


Resolución 


Piden r. 


Trazamos OT 

> OTLTP 

En OTP 
(r+4)?=3+6* 


had 
2 


» Nota 
Sea d la distancia del centro de una cir- 
cunferencia de radio r a una recta dada 
coplanar a dicha circunferencia. Se cum- 
- ple lo siguiente: 
-* d <rjentonces la recta es secante. 
ad St entonces la recta es tangente. 
S € : d > y, entonces la récta es exterior. 
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3» ÁNGULOS COPLANARES ASOCIADO 
LA CIRCUNFERENCIA > 


3.1. ÁNGULO CENTRAL 


Es aquel ángulo cuyo vértice es e] centro d 
. . 
una circunferencia. 


región 
interior 


En el gráfico, <AOB es el ángulo central. 


vota 
El coniunto de puntos interiores al ángulo. 
central se llama arco correspondiente al 
angulo. 

. pa y 
En el gráfico anterior, AB es el arco Co- 
rrespondiente al < 4OB. 


» Observación 
Se lama semicircunferencia a cada uno 
de los arcos determinados por los extre- 


mos del diámetro AB. 
sermmplano 


— Arco Me- 
o S Al 7 LR y el arco n 
En el siguiente gráfico, AB €5 


nor y ALB es el arco mayor. 


di 


Dado que Á y B ne son extremos del mis- 
mo diámetro de una circunferencia de 
centro O, se llama arco menor de la mis- 
'maala unión de A, B y todos los puntos de 
la circunferencia que están en la región 
interior del « AOB, y se llama arco mayor 
ala unión de A y B y todos los puntos de 
la circunferencia que están en el exterior, 
Se llama arcos en general a los arcos me- 
nores. 

Si L es un punto distinto de A y B, al arco 
sele indicará ALB o BLA. 


La medida de un arco AB es igual a 

* la medida del ángulo central correspon- 
diente si AB es un arco menor. 

« 180" si AB es una semicircunferencia. 

+ 360” menos la medida del arco menor co- 


rrespondiente si es un arco mayor. 


Notación: 
La medida en grados sexagesimales de un 


arco AB cualquiera se indicará como mAB. 


donde 


XAOB es ángulo central. 


Por definición 
MXAOB = mAB 
MAB=0 

> MAPB=360*-0 


o 


Aplicación 6 
En el gráfico, mAB = 3x - 20, Calcule X. 


Á 


Resolución 
Piden x. 


Por ángulo central 
x+20"”=3x-20" 
40 %=2x 

“ x=200 


nota 

Á veces es conveniente considerar 'a la 

circunferencia como un arco, aunque no 

tenga extremos. En este caso se'conside- 

ra sumedida 360", 
3.2, ÁNGULO INSCRITO 
Es aquel ángulo en el que su vértice se ubica 
en la circunferencia y sus lados están deter- 
minados por dos rayos secantes a la circunfe- 
rencia. El arco cuyos puntos son interiores al 
ángulo inscrito es el arco correspondiente. 


En el gráfico, <AQB es el ángulo inscrito y AB 


es el arco correspondiente al <AQB. 
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Teorema 
La medida del ángulo inscrito es igual a la mi- 


tad de la medida del arco correspondiente. 
A partir del gráfico anterior podemos afirmar que 


mAB 
X= 


2 


Demostración l 
Se puede demostrar de las siguientes maneras: 


+ Cuando un lado contiene el centro 


QB es diámetro y lamAB =0. 
El AQUA es isósceles. 
Por ángulo central 


2x=0 


a 
2 


» Cuando el centro está ubicado en la region 
interior del ángulo 


AQOB y AQOA son isósceles 

> x=0+B 

En el XAQBO 
m=xAOB=x+0+B=2x 
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Y 


Por ángulo central 


+ Cuando el centro está ubicado en la parte 


externa 


AQOB y 


¡e 


AQOA son isósceles. 
En X1QAOB 


X+0+x=0+0 


Aplicación 7 
SimAB=x+ 20%, calcule mAB. 


Resolución 


A 


Piden mAB = x +20". 


Por teorema 
x-20”= 


del ángulo inscrito 
x +20" 
2 


2x-40%=x+20" 


. x=60* 


B : ' 


— 


Resolución 
Se traza BE. 


Por teorema sabemos que mx ABE=0900. 


» observación 
Ángulo inscrito en una semicircunferencia 


SiAB es diámetro, entonces se cumple que 


| x=90* | 


Demostración 


Por ángulo inscrito 
m=BEC=35" 
30 +x=90" 
x=5)9" 


PD Nota 
Los ángulos inscritos limitados por un 
cuadrante generan un ángulo suplemen- 
Enel AAPB tario que mide 45* 

X+ a1+0=180" A 


En el gráfico, x=0:+0. 


Otra forma de demostrar es la siguijente: 


Si AB es cuadrante ÍmaB = 90») y P per- 


31 . ence a AB, se cumple que 
En el gráfico, por ángulo inscrito t Ls pea 


MAP = 20 mPB = 20 limi 
20+20=180> 
> a+B=90>2 *Demostración 
Enel A4PB 
U+0+x=1800 
> x=9(0 


Aplicación 8 
Si MBC = 709 


Enel AAPB, x=04+0 

Por ángulo inscrito 
: mPB=20: mAP =28 

> 20+20=90" => a+0=45” 
a 
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» Nota 

El arco capaz es un arco de circunferen- 
cia que es el conjunto de todos los puntos 
de un plano que son vértices de ángulos 
que tienen igual medida y sus lados con- 
tienen a dos puntos fijos. 

Por ángulo inscrito Ñ 

mAB 


y | 


mx APB=mxASB = 


ABP es el arco capaz del ángulo de me- 


dida 0%. 


Pp 


Trazos auxiliares recomendados para resol- 

ver problemas de circunferencia 

+ Cuando el segmento tangente es dato o in- 
cógnita se sugiere trazar el radio hacia el 


punto de tangencia. 


Aplicación 9 
Si MP=3 y OM=4, calcule PT. Considere que 7 
es punto de tangencia. 


Resolución 
Piden PT=x. 


Trazamos OT. 

> OTLTP 

En el DMOTP 
OP*=0T?*+TP? 
7=4 4 


> x*=84 


x=24/21 


Aplicación 10 
Si T es punto de tangencia, calcule x. 


Resolución 
Piden x. 


Trazamos OT y sabemos que OT LAT. 


En DATO : 

m«A0T+m<xOAT=90" 
mxAOT+28=90" 

3 mxA0T=90"-2B 


En DATK 
mxAKT+m=<KAT=90" 
mx AKT+B=90* 

> mxAOT=90"-B 


El AMOT es isósceles (MO=07) 

3 mx0MT+m=xMTO+m=xMOT=180* 
$+0+90”-2f =180" 

> 0=45+B (0 


En AFMOK, la suma de medidas angulares 
interiores es igual a la suma de medidas angu- 
lares exteriores. 

- X+90-PB=4+90-2B (ID 


Reemplazamos (1) en (ID. 
x+90”-B=45%%8+90"-2f8 
. x=45" 


Cuando la medida de los arcos es dato y 
Piden medidas angulares de ángulos en la 
circunferencia o viceversa, se sugiere tra- 
zar el ángulo central correspondiente. 


Aplicación 41 
SIMAB + mb = 2500 


, calcule x. 


Resolución 
Piden x. 
Sabemos que a+P=250". 


En €,, completamos el ángulo central A0/B 
> mxA0¡B=mAB=au 


En €,, completamos el ángulo central M0,D 
> mxMO,D=mMD =B 


En el AMTB 
x+y+0=180" (D 


En el AAO¡B 


20+a=180" 
a 
> do (ID 


En el AMO,D 
2y+$=180" 
> y=90 E (ID 


Sumamos (II) y (ID. 


o+y=1800- CID 


Reemplazamos en (l). 
x+180- 28) - 1895 


MONA: 
Z E 


Pero sabemos que 0. +f=250", 
. x=125" 
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3.3. ÁNGULO SEMISCRITO Por ángulo central | 


Es aquel ángulo cuyo vértice se ubica en la m=AOB=0 
circunferencia y sus lados están determinados El AAOB es isósceles. 
por dos rayos, de los cuales uno es tangente y 3 m«oOAB=90"-9 | 


el otro es secante a la circunferencia. El arco, 
cuyos puntos son interiores al ángulo semiins- 


En A, obtenemos que 
crito es correspondiente al ángulo. 


8 

x== 

Z 
Aplicación 12 


En el gráfico, m7P = x. Calcule x si T es punto 
de tangencia. 


En el gráfico, A es punto de tangencia, xMAB 
es el ángulo semiinscrito y AB es el arco co- 
rrespondiente al «MAB. 


Teorema 
La medida del ángulo semiinscrito es igual a la 
mitad de la medida del arco correspondiente. 


] 
Resolución | 
En el gráfico | 


En el gráfico se cumple que 


Demostración 


Por teorema del ángulo seminscritO 
x 
P= 2 


Como sabemos que x+P= 180% 


x 
+2 =180" 
> Xx 3 


3X 1800 
2 


Por teorema, OA. AM. “. x=120" 


286 


| 


€ 
3,4, ÁNGULO EXINSCRITO 


Es aquel ángulo cuyo vértice está ubicado en 
la circunferencia, donde un lado es secante y 


Reemplazamos (ID en (D. 
__mAB+mBD 
2 


no pertenece a la región interior. a 
el otro lado nO Pp Demostración 2 


En el gráfico, para el ángulo inscrito ABD, el án- E 


gulo ABC es ángulo exinscrito. Se traza por el punto B la recta tangente 2. 


Por ángulo semiinscrito ABM 
Teorema (o a 
La medida del ángulo exinscrito es igual a la 8= mAB AB mBD M 
semisuma de las medidas de los arcos corres- 2 2 
pondientes al lado secante y la prolongación En el punto B 
del otro lado por dicho ángulo. 


- Enel gráfico anterior 


Reemplazamos (D) en (ID. 


y - MAB+mBD 
Ñ 2 


Demostr: ión 1 Aplicación 13 
pda En el gráfico mostrado, calcule x. 


Enel gráf Resolución 
0 A . . 
X=04+9 E sl Mm Por teorema del ángulo exinscrito 
% ángulo inscrito ds E > P=2x 
QA = MAB 
2 Observamos que - 
añ x+2P=180" 
a am x+2(2x)=1800 
b Z xA=12" 
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3.5. ÁNGULO INTERIOR 


Es aquel ángulo cuyo vértice es un punto inte- 
rior a una circunferencia. El ángulo central es 


un caso particular. 


donde 
-  P: punto interior 
-  <APB: ángulo interior 


icorema 


La medida del ángulo interior es igual a la 
semisuma de las medidas de los arcos co- 
rrespondientes por dicho ángulo y el ángulo 


opuesto por el vértice. 
En el gráfico 


EN 


| E maB+m0C. 


Demostración 


Por ángulo inscrito 


mADB=> A m«CBD=> 


En el A DPB 
eye 
2 2 
_ MAB+mCD 
2 


| 
| 
| 
j 


——y 
Aplicación 14 
En el gráfico, mAB =40>. Calcule mCp 


Resolución 
Piden mCD = x. 


Por teorema del ángulo interior 
_ 400+x 
2 
160%=40%x 
x=120 


80? 


3.6. ÁNGULO EXTERIOR 
e Poy. eXx- 

Es aquel ángulo cuyo vértice es un pr 
. E ' en 
terior a una circunferencia y sus lados pue q 

: e 

ser dos secantes, una secante y tangente, 


dos tangentes a dicha circunferencia. 


rn . y 2 E ES * 
Caso 1 (dos secantes) 


donde 

- Pes punto exterior. 

- PAy PB son secantes a 
- — <BPAes ángulo exteriol. 


di 
la circunfere” 


n— 


C 


ansente y una secante 
angente Y 1 na s ) 


aso 2 (una t 
as 


donde 


T: punto de tangencia 
P: punto exterior 

PO : secante 

PT: tangente en T 
<TPO: ángulo exterior 


Caso 3 (dos tangentes) 


donde 
M y N: puntos de tangencia 
<NPM: ángulo exterior 


Teorema 


E medida del ángulo exterior es igual a la se- 
Midiferencia de las medidas de los arcos co- 
Mespondientes de dicho ángulo. 


Demostración (caso 1) 


9 y a. son medidas de los arcos correspondien- 


tes al ángulo APB. 


Por ángulo inscrito mx CBD=> y mxBDA => 


Por medidas de ángulo exterior al APDB 


Y 
2 2 
0o.—-0 
x==— 
2 


Demostración (caso 2) 


Sean a. y 9 medidas de los arcos TO y ST. 


Por ángulo semiinscrito 


maPTS=> 


Por ángulo inscrito 


m«7SQ=> 


Enel APST 
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Demostración (caso 3) 


Sean 0 y a las medidas del arco menor y el 
arco mayor MN, respectivamente. 


Por ángulo semiinscrito 


maPMN => Ñ maKNM=> 


En el APMN 


También el A PMN es isósceles; además, se 
cumple que x + 0=180". 


Aplicación 15 
En el gráfico, mAB = 40, calcule mMN. 


Piden x. 


Por teorema del ángulo exterior 
30= x-—40 
2 


60%=x-40* 
x=100* 


4» PROPIEDADES DE LA-CIRCUNFERENCIA 


4.1. RECTAS PARALELAS 

Dos rectas paralelas, secantes a una circunfe- 
rencia, determinan arcos de igual medida (ar- 
cos congruentes). 


si L1// Lo, entonces 


mAC =mBD 


Además, en el caso de dos rectas paralelas, 


una secante y la otra tangente 


Demostración | Como AB//DC_ 
€ => mAD=mBC=x 
Como AB es diámetro 
> 100%x=180" 
. x=80" 


4.2. CUERDAS CONGRUENTES 
Dos cuerdas de igual medida determinan en 
una misma circunferencia, arcos de igual me- 


El <BAD es ángulo inscrito en 8. dida y viceversa. 
rn Á E 
BD 

> mxBAD=0.= a 

El <ADC es ángulo inscrito en $. 

> mxÁDC=B= =— 

Como DL, > 0a=B 

: mBD=mAC 

Aplica e 16 Si AB=CD, entonces 

ción 
Enel gráfico, AB//DC, calcule mAD . ET 
mAB =mC€CD 


Demostración 


Resolución 
Piden AD Esas, 


Si AB=CD=a, trazamos los radios OA, OB, OC 
y OD. 
> OA=0B=0C=0D=R 
AAOB= A COD (caso LLL) 
. > m<x40B=mxCOD=0 
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4.3. MEDIATRIZ COPLANA 


RA UNA Cu | 
La recta secante mediatriz a 


] de toda Cuerda de 
una circunferencia contiene al Centro de dich, 
Icha 


=> mAB=mCD ; . 
circunferencia. 


mAB=m=<AOB=u (<« central) 
mCD=m=xCOD=0a. (« central) 


Análogamente al caso anterior se demuestra 
que si mAB =mCD, entonces AB=CD. 


Aplicación 17 
En el gráfico, mCAB=120* y mÚD=2mAC. 
Si AB=CD, calcule mAC, 


B 


Sea SL la mediatriz de AB y O el centro de €, 


entonces O e £. 


Demostración 


Resolución 
Piden mAC = B. 


o o AB el] 
Si 42 es una recta secante mediatriZ q. | 
tonces todo punto que equidista de Ay | 
G Íí == = d. | 
Por cuerdas de igual longitud enece a L, así PA=PB=* | 
8= 26 -0B=h es | 
Si O es centro de €, entonces e cyendia ) 

CAR A o. ns 
Como mCAB =120* decir, O equidista de A y B; €N co | 
p+0=120* pertenece a 2. 
B+2B=120" | 
paa “. Oe6 Ry | 
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A licación 18 al * Desde un punto exterior a una circun- 
= ule y. i 
Si fB=5, AF=3 y OF=7, calc ferencia solo $e pueden trazar dos rec- 
tas tangentes a dicha circunferencia. 


| 


donde 
- — P: punto exteriora Y 


Resolución - PA y PB: rectas langentes a € 
Piden r. A y B: puntos de tangencia. 
4.4, SEGMENTOS TANGENTES CON EXTRE- 
MOS EN COMÚN 
Los segmentos tangentes trazados desde un 
punto exterior a una misma circunferencia son 
congruentes. 
Trazamos OM 1 AB. 
Por el teorema de la mediatriz coplanar a una 
cuerda 
AM=MB=4 Sy FM= 1 
Por teorema Pitágoras 
P=p+p 
7442 y? id Sean A y B puntos de tangencia, entonces 
RTS 
7 +4? =]2 2 ( y 
a | PA=PB | 
”, r=8 
: Demostración 
se Observación 
S¡AM=MB=<( 


O: centro de E 


> OMLOM 


al 90 E 
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<PAB es ángulo semiinscrito (OR DETERM INADO A 


pan RECTAS TANGENTES 
> m«PAB= === o La diferencia entre ] d 
re la medi 
o da del arco Mayor 
<PBA es ángulo semiinscrito determinado por rectas tangentes y la medid 
ida 
ma del ángulo determinado por dichas rectas es 


> m«xPBA=——-=0Q 
2 180". 


El A APB es isósceles 
.. PA=PB 


Aplicación 19 
En el gráfico, T y S son puntos de tangencia. Si 
mÉ£S = 609, calcule x. 


Si S y T son puntos de tangencia 


> a-B=180" 


A Demostración 
Resolución 


Trazamos TS. 
Por ángulo inscrito 


m<aMTS = => = 302 


A) 
( 
<k 
M á 
( 
o 


F 


En la circunferencia 


m37 +mSHT = 360? 


S m3ST = 3600 
En el A isósceles ATS Por teorema 
(+30) +(x+30%) +20"=180 (3600) +P=180" 


z x=50* ' a, a-B=180" 
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A 
ón 20 Demostración 
fico, A y B son puntos de tangencia. Si 


Aplicaci 

En el grá 

mATB =5x, calcule x. 
Á 


Resolución 


Piden x. 
Á 
Sea 
m=xMPB=m=xNPB=0. 
> mxOPM=mxOPN=0a 
dl además, OM=0N= 0. 


Por lo cual, el AOPM y el AOPN son con- 


Por teorema de la circunferencia gruentes (LLAmayor) 
5x-x=180* > m=xMOP =mxNOP 


4x=1800 -. mMB=mBN 
. x=45" 
Aplicación 21 


4.6. DIÁMETRO - SIMETRÍA En el gráfico, PM=PT. Calcule x. 


SiAB es diámetro y m<MPB=m=NPB, obte- 
emos que mBA = mNB. 


_—_—_ A —_——————— 


Resolución 
Por la simetría del diámetro, m <ATM=40 


> mxAPM=40%40=80" 


En A el ABP 

(2x) +40*+80"=180" 
. x=30" 
4.7, EQUIDISTANCIA DEL CENTRO A DOS 
CUERDAS CONGRUENTES 
Si AB=PQ, entonces O equidista de los seg- 
mentos AB y PQ. 


7 B 
¿e 


¿E 
o 


Si AB=PO se cumple d=10. 


Demostración 
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Trazamos los radios a los extremos de amb 
cuerdas. ee 
Los triángulos AOB y POQ son congruentes 

d=1 MM 


Aplicación 22 
Si OB=2(ON) y AB=2(MN), calcule x. 


Resolución 
En el gráfico 


Prolongamos y complementamos la ce 0 
MT. 
Por teorema en la circunferencia 
NT=MN=a 
Por ser cuerdas iguales (MT=AB) 
=> OH=0N 
OH=b y 
y=b 1d 
El LOHB es notable de 30” y 60". 
e" 26=80* 7 


» Nota 
“si PB y PÁ son tangentes, entonces OP-es 


“eje de simetría. 


OA=0B=r 

Como PA=PB=a, entonces el QAAOBP es. 
un trapezoide simétrico, 

Por tanto,PQ es bisectriz del < APE y por- : 
ción de mediatriz del A8. 


» Observación 
Existen trazos auxiliares para calcular el 
radio en función de dos cuerdas. 


Cuando las longitudes de dos cuerdas son 
datos y la suma de sus artos correspon: * 
dientes es.90", se puede calcular el radio 
de la circunferencia. 


Datos: AB=4 
EÉD=bD 
mAB+rmCD= 90 
a+B=90* 


El 
l primer trazo es la recta BD. 


La ue . se 
80 trazar 7 E 
Di. Os Es por el puhio C,tal. que A 


Entonces ME ME, BD 0 


DA 


El tercer trazo es la cuerda BM. 

Por. propiedad, al ser MC//BD, 

entonces BM=DC=b, 

mBM=mDC= P, entonces ABM es una 

circunferencia y AMesc liámetro. 

En eliMABM, por teorema de Pitágoras 
apa 


5» POSICIONES RELATIVAS DE DOS CIR- 
CUNFERENCIAS COPLANARES 


5.1. CIRCUNFERENCIAS SECANTES 

Dos circunferencias son secantes si tienen dos 
puntos en común. 

En el gráfico, P y Q son puntos de intersección. 


€, m €,=1P; Q) 
SeaR>r. 
En el O,PO, 
O¡P=R; O¿P=r; 0,0¿=d 
> R-r<d<R+r 
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A 


Z Resolución 
»» Observación 
Propiedades del A 0/P0,Q Sabemos que OMCT es un trapezoide simé. 
trico. 


* CasoRár 


Sí 
y 


0, 
(M0,P0,0Q es un trapezoide simétrico. 
m=0/¡P0,=m-x0/Q0, 


Caso R=r 


P 
m=xOMC=m<xOTC=80" 
2x+80%3x+80*=360" 

(0) -. x=40 


A0,PO,0 es un rombo si PQ%0/0». 
m=0¡PO,=m=x0,00,+90" 


s0Ñ 


determinado por dos circun 


E Si R=r LS 
Se denomina así al ángulo formado por las 


E 
rectas tangentes trazadas a ambas circunfe- 
rencias en uno de sus puntos comunes. 
Q 


-/[O¡PO,Q es un cuadrado si 
0,0,=PQ. 
m0 /PO¿+mx0,00)+90* 


Aplicación 23 
En el gráfico, 3mxMOT=2m«MCT=6x. Si 


m=x0MC=80", calcule x. 


donde 

- GACAPO 

-  fi:recta tangente a g enP 

- to: recta tangente a E, en E E 

- «APB: ángulo formado Po! 4y2 

e por l, y 


<APB: ángulo determinado 


| ¿dl 
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Aplicación 24 
si miPB = 2m7B=160", calcule la medida del 


ángulo determinado por dos circunferencias 


secantes. 


670 Cir tara nino PAM > 
3.1,2, Circunferencias oriogonales 


Son dos circunferencias secantes, donde la 
medida del ángulo determinado por estas es 
90". 


Resolución 

Piden x. 

Se trazan 21 y La, rectas tangentes a cada cir- 
cunferencia por el punto 7. 


Trazamos la cuerda TB. 
Por ángulo seminscrito 


m<«HTB = 160” _ ggo 
2 


MxBTL = E = Apo 


> Xx=80%% 402 
. x=1200 


La í es tangente a €, y la to es tangente a $. 
Si 21 1%, entonces 12 es normal de €, y tes 
normal de 4. 

Como las rectas normales contienen al centro, 
entonces 


(o, € 11; O, el») 
O,T=R, O,T=r, 0/0,=d y 
m=0,T7O, = 90? 


> d=iRi+r? 
Aplicación 25 


Si las dos circunferencias son ortogonales de 


radios 6 y 8, calcule FB. 
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Resolución 
* Piden FB=x. 


Como son ortogonales, el AAHB es rectángulo 
recto en H. 

(6+:)?=6*+8? 

(6+x)?=100 

x=4 


5.2. CIBCUNFERENCIAS TANGENTES 


5.2.1. Tangenies exteriores 
Si tiene solo un punto en común y sus regiones 
interiores son conjuntos disjuntos. 


€, n 8,=1T) 

T es punto de tangencia 
O,¡T=R;O,T =r;,0,0,=d 

> d=R+r 
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Teorema 
Si dos circunferencias son tangentes exterj 
rio- 


res, afirmamos que los centros y el punto d 
ó ' e 
tangencia son colineales. 


Aplicación 26 
Sean T y P puntos de tangencia. Si TE=2 y 
EC=3, calcule R, 


Resolución 
En el gráfico 


Sabemos que O, P y C son colineales y qUé 


OT LTC. 

En el DOTC 
(R+3)?=R?+5* 
RU +6R+9=R*+25 


> 6R=16 


5.2.2. Tangentes interiores ana de las 
án p 
Si tienen un solo punto en coma y són 
: j 
regiones interiores está conten 


interna de la otra. 


A 


Aplicación 27 


A En el gráfico, F y T'son puntos de tangencia. Si 
e R=5 y r=4, calcule MT. 


A 
M 
e, N €,= (Tr) 


, Resolución | 
unto de tangencia. 
dd d Piden MT=x. 
SeaR>r 
O¡T=R; O.T=r; 0,0, = d 
> d=R-r 
Teorema 


Si las circunferencias 8, de radio R y €, de 
radio r son tangentes interiores, entonces los 


centros y el punto de tangencia son colineales. 


Sabemos que C, O yF son colineales y OT MT. 


En el MMTO 
(MO) =x?+ 4? 
6 =x?44? 
36=x?+16 
x2=20 
x=24/5 


5.3, CIRCUNFERENCIAS CONCÉNTRICAS 
Dos circunferencias son concéntricas si son 


coplanares y tienen el mismo centro. 


Del Postulado de la tangente común a dos cur- 


vas tangentes obtenemos que Zr es tangente 
a € y €, en T. 


MX O, TP =9p> 
M<O,TP= 90. 
> MXPTO 


15 MXPTO, = 902 En el gráfico, 8, es interior a 6,. Sea d la dis- 


¿SL y; Por lo tanto, O, O, y T son tancia entre los centros de €; y €. 
"> d=0 


sy yo 
: “olineales, 
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Aplicación 28 Teorema (de las cuerdas tan 

En el gráfico, M es punto de tangencia. Si las E : á Sete, 
: 3 n dos circunferencias concéntri 

dos circunferencias son concéntricas de cen- Cas, las cuey. 


tro O, MB=6 y AH=2, calcule los radios de di- das en la circunferencia y las tangentes ala 


chas circunferencias. menor circunferencia son congruentes 


Resolución 
Piden r+R. 


Si T y S son puntos de tangencia. 


> AB=CD 


Demostración Ñ 


Al trazar OM en 6, 


OM L AM 
En la cuerda AB 
AM=MB=6 
En el MAMO 
(2+1=?+6? Trazamos OT y OS. 
44+4r+ A = A +36 | Sabemos que AT= TB=4 
4r=32 =SD=b es 
r=8 Pa pe a y el sOSD 50% sido 
> R=r+2 : => a=b Ñ 
R=10 A +. AB=CD 
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Aplicación 29 : 
Sean T y S puntos de tangencia. Si AO=2(A47), 


calcule X. 


Sea R>r y G,n G,=(). 


€, es interior a €,. 
O¡P=R; 0,0 =r; 0,0,=d 
O¡P=0,0, + 0,0 + QP 


Resolución 
En el gráfico 
Entonces 


0,0,=(R-—r)- (OP) 
d<R=r 


5.5, CIRCUNFERENCIAS EXTERIORES 

Dos circunferencias son exteriores si no se in- 
tersecan y sus regiones interiores son conjun- 
tos disjuntos. 


Como AB es diámetro 
> MXAMB=909 
Completamos la cuerda AF. 
AT= TF=a : 
Sabemos que 
MB=AF=2a 
ñ Res notable de 39 y 60*. a O, =R+MN 
- x=3p0 > d=0M+MN+NO,=R+MN+r 
d>R+r 


54, 
. CIRCUNFERENCIA INTERIOR 
a “Ircunferencia SS 


tenida en la re 
se Mersecan 


Aplicación 30 

es interior a otra si está Sean S y T puntos de tangencia. Si MC+TL=10 
gión interior de la otra y no y R+r=6, calcule el mínimo valor entero que 
: puede tomar AB. 
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| 
5.6. ELEMENTOS COMUNES A DOS Cir 
CUNFERENCIAS 
5.6.1. Tangente común exterior 


»  Circunferencias exteriores 


Resolución 
Piden x, mínimo valor entero 
Por dato 

a+b=10 

R+r=6 


+  Circunferencias tangentes 


En el 5MCSO, CO>CS 


> Xx+R+r>R+Q (D 
En el 5CTO, CO>TO ] 7 

.  Circunferencias secantes 
> x+R+r>b+r (ID 


Sumamos (1) y (ID. 
x+R+r>R+a 
x+R+r>b+r 


2x >(a+b)-(R+r) 
2x>10-6 
x>2 


Xx =3 Su 
mín. entero Aplicación 31 


En el gráfico, MS y PT son tangentes coma 
exteriores. Calcule mPAM y mS7. - 


nes 


Las bases de edificaciones circulares nos mues- 
tran circunferencias exteriores. 
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Aplicación 32 
En el gráfico, 7, S y P son puntos de tangencia. 
Si m7S =110" y mSP =150*, calcule x. 

Xx 


Resolución 
piden f y O. 


Resolución 


Prolongamos MS y PT. Ñ 
Piden x. 


En £; 
0420180 
> a=160* 
En €, 
mMP +20" =180> 
- 360-fB+20"=180" 
. B=200* 


56,2. Tangente común interior 
*  Circunferencias exteriores 


Trazamos la tangencia común interior L. 
Sabemos que x=0:+f. 
-En €; 
110%+P8=180* 
> B=70" 
En €; 
150+0.=180 
=> a=30 


Circunferencias tangentes exteriores 5.6.3. Cuerda conún 
Cuerda que tiene como extremos los pun- 


, 
l . .. . 
tos de intersección de las dos circunferen- 


cias secantes. 


305 


o_o a ai 


Aplicación 33 

En el gráfico mostrado 
máAB = m7B = 3mBC = 60" 
Calcule x. 


Resolución 
En el gráfico 


En la circunferencia %,, por ángulo exterior 


60-68 
X= 


n_n 


2 


(D 


Trazamos la cuerda común TB 


> mxATB= .- 60? 


En la circunferencia G, 


M<ATB = ma 


399 = 9+20 
2 
> 0=40" 
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> =30 


(1D 


- Prolongamos las tangentes CO 


Por la propiedad de los segment 


Reemplazamos (II) en (D. 


602-409 
2 
x=10" 


X= 


5,7. TEOREMAS ASOCIADOS A DOS cir. 
CUNFERENCIAS 


5.7.1. En las circunferencias exteriores 


Congruencia de los segmentos tangentes 
comunes exteriores 


A 


G 
Si A, B, C y D son puntos de tangencia, en- 
tonces 


AB=CD a AC//BD 


Demostración 


iores AB y CD hasta P. ; ] 
riores AB y CD has os tangen 


Ñ =PC, y 
tes a una circunferencia para E, PA 


para €,, PB=PD. 

Restamos. 

=> PA-PB=PC-PD 

En consecuencia 
AB=CD 


También mxPBD =m=xPDB = «a y En %,, por ángulo inscrito 
m«PAC= mxPCA =0 pa mBP 
En el ABPD 2 
Q=20 e Ds X A 
En el AAPC 
Q=20 ". x=10? 
> 0=0 
.. AC/BD *  Congruencia de los segmentos tangentes 
comunes exteriores e interiores 
A M 
Aplicación 34 d 


En el gráfico, 5 y QP son tangentes comunes 


exteriores. SimBP =x + 309, calcule x. 


D IN" E 


Si A, B, C, D,P y Q son puntos de tangencia, 
entonces AB=CD=MN y AM=MP=0N=NC. 


Demostración 


Resolución 
Piden x. 


Como todos los segmentos tangentes tra- 
zados a una misma circunferencia desde 
un punto exterior son iguales, entonces 
MA=MP=m 
NQ=NC=n 
NP=ND=n+l 
Trazamos TG y 55. ¡ MB=MQ=m+!l 
De la propiedad anterior, AB=CD 


P » 
Or ángulo inscrito, mx TOQA=2x. 


sis > 2m+l=(0+2n 
Mo TQ //SP 


m Simplificando tenemos m=n, entonces 
E9SP=m«TOS=2x AM=MP=QN=NC a AB=CD=MN 
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Aplicación 35 * Dos circunferencias congruentes 
En el gráfico, AC, FD y BÉ son tangentes co- tersecan determinan dos arcos co 
munes. Si FD=8 y r=3, calcule LH. 


QUe se in. 
Ngruentes, 


Si G,= G, => MmAMB=mANB 


Demostración 


Resolución 
Piden AL=x. 


Si %,= %,, sus radios son de igual longitud, en- 
tonces O,4=0/B=R y OA =0,B=R. 
Notamos que O,40,B es un rombo 


> mxA0¡B=mxA0,B 


mAMB = mANB 
Observamos que OHED es un cuadrado Aplicación 36 n con: 
> HE=3 Si las circunferencias mostradas so 


gruentes y a.+P=60", calcule Ql. 
Por teorema de los segmentos tangentes 


Por teorema de la igualdad del segmento tan- 
gente común interior y el segmento tangente 
común exterior 

BE=FD 

3+x+3=8 

x=2 
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Resolución Demostración 
» A AS 
En el gráfico - 


-A Je 


Trazamos la tangente común interior a E, y €, 


] : > mxPTB=mx07A=0u 
En cada circunferencia, los arcos AB son con- 


gruentes. AMT 

Por dato En 6, 0.= de cb (ángulo semiinscrito) 
0.+B=60* (09) == 

Por < central En 8,, a. = man (ángulo semiinscrito) 
a=8 (D 

Por < inscrito mAM = m7NB 
9=28 (ID 

Reemplazamos (ID y (ID en (1. Aplicación 37 
28+B=60 aña ) Si T es punto de tangencia, mCMD =1002 y 
B=20> m7B = 20", calcule x. * 

- 0=40" 
5.7.2. En las q 


Por Lora O q 
““Ccunterencias tangentes 


. 

Árcos alternos equivalentes en circunfe- 
rencias tangentes exteriores 

€ y €, 


Resolución 


Son tangentes exteriores en 7. En el gráfico 


MAMT = mBNF 
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Por teorema 


mCMD = mBC 
100=20"+q 
8=80" (IM 


Reemplazamos (ID) en (D. 


80-202 
2 
x=30" 


+ Arcos colaterales equivalentes en circunfe- 
rencias tangentes interiores 


Si T es punto de tangencia, entonces 
mAT =mBT 
B 


+ Ubicación del punto medio de un arco de- 
terminado por una cuerda en circunferen- 
cias tangentes exteriores 
Si T y L son puntos de tangencia, entonces 
mAM = mMB. 
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Demostración 


Trazamos Q, recta tangente a €, en M. 
Por propiedad al interior 
mML =m7L 
Por ángulo seminscrito 
mMT míL 
a=— an B==— 
2 2 
>.0=B 
En consecuencia 
L]/AB 
máÁM = mMB 


. Aplicación 38 


En el gráfico, T y 5 son puntos de tangencia. Si 
MS =AB y mMS = 2(mBS) = 2x, calcule x- 


M 


A 


Resolución 


En el gráfico 


Por teorema _ 
mAM =mMSB = x 

Como MS=AB 

> mMS= mAB =2x 

En la circunferencia 
(3) +(2)+x+2x=3602 
8x=360" 

x= 1Z 


+ Ubicación del punto medio de un arco de- 
terminado por una cuerda en circunferen- 
cias tangentes interiores 
Si 7 y L son puntos de tangencia, entonces 
mMS = móN. 


Demostración 

La cuerda MN pertenece a €, y 6, es tan- 
gente a MN en el punto L. Además, €, y €, 
son tangentes en el punto 7. | 


Por propiedad 

m7L=mÍNS =0+ P 
Observamos que mÍL =mÍN3 =0+ p. 
La m«TLN = 7 


Eng + A . % 
n €», por ángulo seminscrito 


m<«TLNy =P+B _0+B 
2 


2 
- 0=B 


Aplicación 39 


En el gráfico, S y T son puntos de tan- 
gencia. Si AS=AM y mBM =3(mBS5)= 30, 


calcule 0. 


Resolución 
En el gráfico 


Como AS=AM 
> mAS=mAM 


Por teorema 
mAM =mBM =30 
mAS = 30 

En la circunferencia 
30+30+40=360" 
0=36" 
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+ Bisectriz exterior de un triángulo inscrito 


en una circunferencia tangente a otra cir- 


cunferencia. 


Si €, y €, son tangentes exteriores y AB es 
tangente a €,, entonces TP es bisectriz ex- 
terior del AATB. 


Es decir 
m=xBTP =m=xMTP 


Demostración 


Trazamos / tangente común interior a -%, 
y €,. 


> mxQTB=mxTAB=B 
m=xOQTP =mxBPT=8 


En el AAPT 
maxPTM= B+0 
mxBTP = m<xPTM 
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Aplicación 40 | 


SeanTyP puntos de tangencia. SimMp - 
calcule mAB. =140> 


Resolución 
Piden x. 


Trazamos TB y TP. 
Sabemos que TP es bisectriz del <MTB 
> mxBTP=70" 


En7, =+70%+70"=180* 
. x=80" 
+ Cuerda bisectriz en un triángulo inscrito eN . 


una circunferencia 
Si T y L son puntos de tangencia, a=p. 


nn 


Demostr ación 


míN=28 a mMS=20 
Del teorema anterior 
-mMS=mSN 
2a=2f 
. 0=B 


Aplicación 41 


Sean T y P puntos de tangencia. Calcule m?7B 
si TP=TB. 


Piden m7B =x. 


En A el ATB 
>* (B+40%) +70 =180> (1 


Por teorema en las circunferencias tangentes 
m=xATP=m=PTB 


B=40" (ID 
Reemplazamos (II) en (D. 


77 (402 + 409) +70* =180> 
- x=600 


». Cuerdas isogonales 
Sean €, y €, dos circunferencias tan- 
gentes interiores en 7. MN es una cuerda 
- de €,, secante a €, en P y Q, entonces 
mxMTP=m=xOQTN 


Demostración 


Se prolongan TP y TO hasta los puntos M'y N., 
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Por propiedad que se ha desarrollado ante- 

riormente Ñ 
m70 =mÍN' 

> mxTPQ= m70/ 2 (ángulo inscrito) 
m<TM'N'=m7N/2 (ángulo inscrito) 

Por lo cual se nota que 


MN//MN':mMM'=mNN (propiedad) 


mMM 
ds 2 
¡mW 
2 
> P=y 


m<xMTP =m<NTQ 


Aplicación 42 
Si T y S son puntos de tangencia, calcule x. 


Resolución 
En el gráfico 


Como MF //AB 
m=xMSG=x 


Por ángulo inscrito - 
mCS = 800 
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Por ángulo semiinscrito en S 


mCS 
X= —— 
2 
80 
x= 
2 
x=40" 


+ Puntos colineales en dos circunferencias 
tangentes interiores (primer caso) 
Si M y ÑN son puntos de tangencia, entonces 
A, My N son colineales. 


Á B 


Demostración 


A Ó B 


Sea mx MNO,=mn<NMO,=a.(A isósceles) 


Para la circunferencia 
mMN= 180" - 20 (ángulo central) 

Como MO), // AB 

> m«xAON=180*- 20. 

Para la semicircunferencia 

mAN= 180" - 20 (ángulo central) 


Notamos que mMN= mAN- 


Por lo tanto, A, M y N SON coli 


neales- 


A — 


Punto colineales en dos circunferencias 5.13. En las circunferencias secantes 
tangentes exteriores (segundo caso) . Relación entre medida angular entre dos 
circunferencias y la medida angular deter- 
j minada por una recta tangente común. 
N, My B:s0n colnéales: La primera forma es con la recta tangente co- 
mún y el punto de intersección más alejado. 


si My N son puntos de tangencia, entonces 


donde 

-  TS:recta tangente común 

- Qt: medida del ángulo determinado por 
€, y €, 

- — F punto de tangencia 

Se cumple que 


Q 
¿=90*-— 
[s=00=5) 
Aplicación 43 


Si A y B son puntos de tangencia y la medida 
angular determinada por las circunferencias 
es 3x, calcule x. 


Sea m<MNO,=m <NMO¡=y (A isósceles) 7 B 
Para la circunferencia Resolución 
mMN =180"- 2y (ángulo central) En el gráfico 


Como NO, // AB 

> MxXO¡0B = 180”- 2y 

Para la semicircunferencia 
mMB = 180? 2y (ángulo central) 

Notamos que mMN = mMB. 

de lo tanto, A, M y B son colineales. , ? 
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Por teorema 
=90P- es 
2 
2x=180"-3x 
5x=180" 
. x=36" 


+ Relación entre medida angular entre dos 
circunferencias y la medida angular deter- 
minada por una recta tangente común. 

La segunda forma es con la recta tangente 
en común y el punto de intersección más 
próximo. 


donde 

- TS:recta tangente común 

- q: medida del ángulo determinado por 
€, y €, 

Entonces se cumple que 


| >: 
y =90 te | 


o 


Aplicación 44 
Sean 7, A y B puntos de tangencia de las rectas. 
Si 3x=4y, calcule x. 
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Resolución 
Piden x. 


Por teorema 


Y 
=90%+= 
x + 3 (1D 


pero sabemos que 3x=4y 


IX 
== Il 
EA (ID 
Reemplazamos (ID) en (1). 
E 
x=90%+ 4 


3 
2x =180%+=x 
á 4 
8x=4(180 +3x 
“. x=144* 


+ Relaciones de medidas angulares asocia- 
das a la recta tangente común 


donde o | 
- TyS: puntos de tangencia, 
- AyB:puntos de intersección 
Se cumple que 


3 


Aplicación 45 
% es una recta tangente común. 


Demostración 


En el gráfico, 
Calcule X. 


En €,, O¡A == OB =R 
> 0/40,B (trapezoide simétrico) 


Resolución Por propiedad, 0/0, es mediatriz de AB. 


Por teorema AM=MB 
3x+2x=180" 
- x=360 Aplicación 46 


Sean las circunferencias %, y %, de centros 
O, y O), las cuales son secantes en A y B. Si 


; O¡A-0,4=4 y (0,B)(0,B)=32, calcule O,B. 
* En dos circunferencias secantes, el seg- 


mento que une los centros es parte de la Resolución 
mediatriz de la cuerda común a las circun- Piden x. 
ferencias. Del dato 


x-y=4 A xy=32 


(4 +y)y =32 

y.+4y-32=0 

y =-8 (no puede ser negativo) 
y=4 
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Lectura 


REESE A A A 


Cálculo del radío de la Tierra 


El radio de la Tierra se pudo conocer hace 2250 años atrás por el matemático griego Erastóte- 
nes: esto fue logrado a pesar de no tener las sofisticadas herramientas tecnológitas que hoy 
poseemos. La intención principal de Erastótenes fue medir la longitud de la circunferencia, 
pero es obvio que con este resultado se puede medir luego el radio de la circunferencia. 


Para esta experimentación utilizó dos lugares distantes Siena y Alejandría, separadas aproxi- 
madamente 800 kilómetros. La manera en que calculó esta distancia tiene varias hipótesis, una 


de ellas señala que contrató a una persona que haga ese cálculo. 


En el primer concepto que tuvo Eratóstenes para 
este experimento es que los rayos del Sol tienen 
direcciones paralelas, el segundo concepto es que 
la superficie de la Tierra tiene forma circunferencia. 
En un pozo de Siena, los rayos caían directamente 
al pozo, es decir, era perpendicular a la superficie, 
En ese instante, a 924 km, en la ciudad de Alejan- 
aría, los rayos del Sol generaban, con una colum- 
na, un ángulo «,, de aproximadamente 7,22. 


studiado mucho, comparada 


En la historia de las matemáticas, la forma circunferencial se ha e 
ias han sido frecuentemente 


con polígonos como el triángulo y el cuadrado, las circunferencia fm 
Z o , orm 
más visibles por el hombre y todas las sociedades en general. La forma de la Luna, la F 
: ; ¡ón y 

del Sol en un día nublado, o el corte de una naranja o una granadilla nos dan la noc 


circunferencia. 
ido estudiada. 


Desde la invención de la rueda, la forma circunferencial involucrada en ella ha si 
por matemáticos como Euclides o Arquímedes. 


La matemática moderna y la. geometría analítica descartó diferentes teor 


para el cálculo de longitudes de algunas líneas notables en los polígonos, 
hay muchos te 


cunferencia 


una sola fórmula para la distancia entre dos puntos; por ello es que nO 
en esta nueva matemática asociada a los polígonos. Sin embargo, la cir 
su auge al estudiar su ecuación, su ubicación, etc. Fue una de las figuras 
rés de las nuevas generaciones de investigadores matemáticos. 


Problemas resueltos < 


Problema 1 

El arco AB representa el tapabarro de la llanta 
trasera de una bicicleta según el diseño mos- 
trada. Si mAB + mMN = 220", calcule m <MOB. 


Resolución 
En el gráfico 


Piden MXMOB=x. 
Sabemos que 


MAB + mM = 2295 


> Bey=220> 0 
Enel AMOB 
U+B4x= 1802 
Q+ fB= 180% x 
«(1 
Enta 9) 


ej ; Li 
rá “cunferencia trazamos NO. 
Mgulo Central 


MIMON=09 
3 
Y+20=18p0 


O 


(UD 


En el arco AB trazamos AO. 
Por ángulo central 
m=xAOB=0 
> 0+2P=180" (IV) 


Sumamos (ID) y (IV). 
y+0+2(0+8)=360* (Y) 


Reemplazamos (1) y (1) en (V). 
220+2(180—x)=360" 


. x=110" 


Problema 2 
En el gráfico, mAB=mBC=80", mFG=30" y 
m<BDG = 20". Calcule m£D si 7 es punto de 


tangencia. 


Resolución 
En el gráfico 


Pide la m£D= x. 
De la circunferencia menor 
B + a=2002 (D 


Por ángulo exterior, en el punto D 


(80%+B)-a 00 
> a-p=40 (1) 
De (D) y (ID) 

a=120% PB=80* 


Por ángulo semiinscrito en la circunferencia 


menor 
m«a7p=80"_ 490 
- 2 


=> mxETD=40" (UD 
Por ángulo exterior en la circunferencia mayor 


x-—302 
2 


m«ETD= (IV) 


Reemplazamos (II en (IV). 
. x=110" 


Problema 3 
En el gráfico, MN // AB y CD=DA. Calcule mÁP. 
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Resolución 
En el gráfico 


Piden mNP=x. 
Se traza CT. 
Como CD=DA 
> mxCTD=m=xDTA =0 

mBM=mCM=20 
Además, MN=BT, , entonces mNT=mBM=2. 
Si mCM=m7N =20 , entonces CN // MT. 
Además, mxPCN=m<xCDT=90* 
Finalmente, por ángulo inscrito obtenemos 


que x=180". 


Problema 4 


El gráfico muestra un poste d 
tructura, AB es un cuadrante, 
tangencia y RM es una varilla 
Si RM=24 cm y AR=48 cm, ¿cuánt: 
radio de dicho cuadrante? Considere 
máM =mMB. 


e luz. En su eS 
A es punto de 
de seguridad. 
ánto mide 

que 


B 
= 


gesolución 
En el gráfico 


Piden x. 

Sea O el centro del cuadrante. 

Como mAM = mMB y máAM +mAB = 902 
> mAM=mMB= 45? | 
Trazamos OM y OA. 


Por ángulo central 
MXAOM =mMB = 450 


Por ser A Punto de tangencia 
> OA LRA 
: Prolongamos RM hasta H. 
> MH= x-24 
OH=48 
En el RMHO 
x= 24)? 48? 


e E 242 
48x=94? 


+48? 


+48? 

| P=57642304 
| 1x=2880 

de x=6 em 


Problema 5 


En el gráfico, P, Ty Q son puntos de tangencia. 
Calcule x, 


Resolución 


En el gráfico 


Piden x.— 

Se prolongan AP y BO hasta N. 
Se traza 2 tangente en común 7. 
En el AANB 

-— mM<ANB=180"-4x 

Por ángulo inscrito 

mPT =6x A mOT =8x 

Por ángulo semiinscrito | 


m=XNPT=m=xRTP=3x 
m<RTQ=mxNOQT=4x 


En APTON 
3x+3x+4x+4x+180*-4x=3607 
10x=180* 


. x=18" 
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Problema 6 

Una cómoda para ropa tiene el diseño-mostra- 
do. En ella se ha adaptado un espejo rectan- 
gular representado por la región rectangular 
ABCD. Si el arco MN es una semicircunferen- 
cia y los lados del rectángulo ABCD están en 
la razón de una a dos, halle el menor y mayor 


valor del arco BC. 


Resolución 
Piden mBC =X. 
En el primer caso, AD=2(AB). 


Por ángulo central 
m=xBOC=x 
Los ángulos BAO y CDO son notables de 45". 
En el punto O 
454+x+45"”=180* 
. x=90" 


En el segundo caso, AB=2(AD) 4 
= n, 


Por ángulo central 
m=xBOC=x 


Los triángulos rectángulos BAD y CDO son no- 


tables. 
Por rectas paralelas 


x=14%14" 
- x=28" 


Problema 7 


Sean T y A puntos de tangencia y 


Calcule dz. 


Na=3(4L) 


/) 


.> ) 


resolución Resolución 
En el gráfico En el gráfico 
R 
1800 D ZN 
' Q 
% ] NÑ Y 
Piden — 
donde 
—- a=mxIDR 
- PB=m£Y 
Piden aL. : En el trapecio isósceles ARYN 
Por teorema m=xANR=m <NRY= ; 
m/Y = mYL = 902 PE 6 
3 MXLNY=90* > mal =2(2)=p 


a En el punto D, por teorema del ángulo exterior 
ANY es notable de 37? y el MYNL es nota- formado por tangentes 


ble de 455, k B+180 -a =180 
» 374g=45* > P=a 
.. U=82 á (0% 
“o —=] 
PB 
Problema 8 Problema 9 
Sean RA, IyN , Se está diseñando un nuevo modelo para gui- 
MeDR y Y puntos de tangencia. Calcule tarras de 6 y 8 cuerdas. Si estas cuerdas son 
——=. paralelas y los arcos determinados son equiva- 
mEY lentes, calcule la razón de las medidas de los 


arcos determinados en la guitarra en 8 cuerdas 
y en 6 cuerdas. 
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Besolución 
a 0%] 
Piden —. 
Ola 


Revisemos el primer caso: 6 cuerdas. 


Por dato 
mBC=mAB=m7L=mLH=mAG=mGF=0% 
Por propiedad de las paralelas en las circunfe- 
rencia obtenemos que P=0t]. 
En la circunferencia 

120, =360" 

a =30" 


Revisemos el segundo caso: 8 cuerdas. 


Por dato 
mBC =mAB =mMA=mMS =m30=m0P= 
mPH =mAG =m6F = 0 
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Por propiedad de las paralelas en la circuny ' 
A e- Y 
rencia obtenemos que 0=0.,. 


En la circunferencia 


160, =360" 
== 0220 
0 _ 302 
Oo 22,52 
4_3 
Ola 4 
Problema 10 


En el gráfico, A y E son puntos de tangencia, 


m£B = 922 y mAM =90”. Calcule x. 


Resolución 


En el gráfico 


-_— 


Resolución 
Piden X. 


Por propiedad se sabe que mND = mMD. 


Piden y 


r 
Por ángulo inscrito en la circunferencia de ma- 


yor radio 
mAN =2x 


Por arcos correspondientes en ambas circun- 
ferencias 

mÉB=92* = mDM 
> mAD=mMD 


En la circunferencia de mayor radio 
92? +92? +90? + 2x = 3607 
274" + 2x = 360" 


2x = 86" 
. x=43" 
Por la simetría del gráfico, el triángulo 0,0304 

Problema 11 es equilátero. 

: > 2y=xv3 (D 
En una sartén se están friendo tres tortillas. Si 4 
las tortillas son congruentes y tangentes entre En € 
í , 1 
sl, halle la razón entre el radio de las tortillas y r=x+y (ID 


el radio de 4. 


Reemplazamos (1) en (II). 


paa 00 
Ñ 2 
2y 
r=“2+4 
a Y 
ES 
r= y 
$3 
Y - 2/3 -3 
r 
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Problema 12 

Un semáforo tiene el diseño mostrado en el 
gráfico. Se sabe que AB=30 cm y BC=20 cm. 
Calcule el radio de la circunferencia corres- 
pondiente al color ámbar si las circunferencias 


son tangentes entre sí. 


Resolución 
En el gráfico 


Piden x.- 


Por propiedad de las circunferencias tangentes, 
AB=DG y BC=GL. 
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Trazamos los segmentos tangentes interiore 
Ss 


ME y NF, formando el trapecio isósceles NMÉF 


En el I1MMIN formado 
(20)*+5*=(25) 
x=5v/6 cm 


Problema 13 


El gráfico representa el diseño de un parquí- 
metro, donde tanto el arco y la circunferencia 
son concéntricas. Si BC=18 cm, AB=6 cm y 


DB=12 cm, calcule la razón de los radios. 


Resolución 


En el gráfico 


Resolución 


OA En el gráfico 
p=—= (D 
En el arco BC, trazamos OM 1 BC. 


Por propiedad obtenemos que BM=MC. 
Como BC=18, entonces BM=MC=9. 


En ells MOD 
(x+6)?=21%+0? 
En el 5MBMO S 
4d 
Restamos Piden a. 
(:+6)?-12=912-9? En el cuadrilátero 
P+120+36-x2=360 o A 
> 1=97 . (1 En el punto Y, bad -08=180". p 
En el punto O, mRAN - y =180". 


Reemplazamos (ID) en (D. ANR +mRAN (0+y)=360 
m +m =(0+y)= á 


Bac. e el 
dá 83 Por dato 
=— mÁNR +mRAN = 490% 
=> 490”-(08+y)=360" 
Problema 14 9+y=130 (ID 


Reemplazamos (ID en (D. 


Si A 
eS NyD son puntos de tangencia y 130”=90'+0. 
ANR +mRAN = 490>, 


calcule a. a=402 


Problema 15 
En el gráfico, mAPB =mBC y mÉB =160*. Cal- 
cule mBCD. 
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Resolución 


Piden mBCD= x. 
Sea mAPB=mBC=0 y mCD=0. 
> x=0+8 


Por ángulo inscrito en la semicircunferencia 6; 
m<«BTE=80" 


En €, mAB=160" y moBHA=80" 
Por ángulo interior en la semicircunferencia de 


diámetro AD 


MA 


0-+0= 1609 
x=160* 


Problema 16 


En el gráfico, A, B, C y D son puntos de tangen- 
cia. Calcule x. 


Resolución 


En el gráfico 


Sean mxEBP=B y mxPCF=0. 
wYKBPC: 24%x=B+0 () 
En ,, por ángulos semiinscritos obtenemos 
que mBP= 2P y mBD=2x. 
Por ángulo semiinscrito 
mx ADP=BP+x 
En €,, por propiedades se obtiene que 
mPC=28 a mAC=2x 


- Porángulo semiinscrito 


m=< PAD =0+x 
En el AAPD 
3x+0+B=180" 
Reemplazamos (1) en (1D. 
3x+24%%x=180" 
 =389" 


(1D 


Problema 17 
En el gráfico, mAB=P. Si C, E 
de tangencia, calcule Y. 


y 6 sonpari 


_— 


resolución 
En el gráfico 


E 


PidenxX. 
Se traza CE, entonces mxCED =90". 
Sea mxDCE=m«DEL=0a y mxBCE=0. 
En £,, por propiedad 
m«xBCE=m=xGEC=0 
Del vértice € : 
a+9=90* 0) 
En €,, por ángulo semiinscrito 
mBG =2(x+ (09) 
En €;, por ángulo exterior 
1809 992% +20 (360? 2x 20. B) 
2 
180”-20=x +0. 180*+x+ aro 


360” 2(0+01)=2x+b (ID 
360” -180"=2x+b e 


Reemplazamos (D en (1D. 
. x=9p0_B 

2 
Problema 18 


En el Stáfico, P 
MAC <= 820 


y Q son puntos de tangencia y 
- Calcule x+y. 


Resolución 
En el gráfico 


Piden x+y. 


Se traza la cuerda común PL, tal que mPL=20. 


En 6;, por ángulo semiinscrito, mxLPQO=a. 
En £,, por ángulo inscrito, m<«LO = 20. 


En €,, ángulo semiinscrito, mx LQC=a. 


Notamos que BP// CO. 


Por propiedad de los ángulos entre dos rectas 


paralelas 
180” -x+41”=y 
. x+y=221" 


Problema 19 


Enel gráfico, AMNT y NLBP son cuadrados. 


Calcule mAB. 
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Resolución 
En el gráfico 


Piden mAB= x. 
Sea mDA=0. y mBC=0. 


De la semicircunferencia 


x+0+0=180" (D 


» Observación 


s 
No A 
yB 


Siim«x BNC = max CNB', entonces por si- 


metría la medida de losacos BC y CB' son 
“iguales. 


Continuando con nuestro problema 
mCB'=mBC=98 


Por ángulo interior en el punto N 


(1D 


50 —1 802 
e 
2 
Reemplazamos (ID) en (D. sa 90* 
x=90* he ER 


Problema 20 | 


Si maDAE=0, mBC= 20 y mCF = 30, calcule y 


PO a ais 
Resolución 


En el gráfico 


" Piden x. 


Se traza DE, tal que m<ADE=20". 


En €, por ángulo exterior 


is 20. — mBD 0 
-—= | 
En €, también por ángulo exterio! 
_30.— mDE 
2 


> mDE=0 
Notamos que mEDC = 180". 


En €, a+mBD+2a=180" 
> mBD=180*-3a 


(ID 


Reemplazamos (II) en (1. 


20. (1800-30) 
x= 2 
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Problema 21 Problema 22 

Sea / un punto de tangencia para las rectas En el sistema de poleas mostrado, 
7 y Do. Si mxDAV=80*, calcule la medida — mAD=220% mR3=950> si AB, DC y RO son 
del ángulo determinado por 2; y Lo. concurrentes y las rectas AB y RO determinan 


una medida angular de 70%, calcule x. 


Resolución 


En el gráfico Resolución 
ds En el gráfico 


Piden x. 
S En el ATLH e 
a que X=0+p. y+P=x (D 
or ángulo semiinscrito En %, 0+140= 1802 
mál=20 (en €,) Seo a=40* ú 
P An 4) Del dato en L 
Or ángulo central o+B=700 
M</DA=28 > B=30" a 
; MXIVA=20, En €, 
* Mapezoide simétrico ADIV y=180*-110"=70* (1D) 
a 80%-80"=360" Reemplazamos (III) y (1D) en (D. 
=> 0% B=100> x=70%% 30" : 
Res X= 1002 x= 100 
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ls dl 
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Problema 23 


Las tres circunferencias son tangentes dos a 
dos y las rectas paralelas son tangentes en 7 
y S. Si mAT =150* y mBS =140, calcule mAB. 


O 


iS: 
Resolución 
Piden mAB = x. 


S SÍ, 

Por los puntos A y B se trazan las rectas tan- 
gentes, determinando las medidas angulares 
aL, B y O. 
Por rectas paralelas 

B=a+0 (D 
Por teorema 

B+x=180" 

0.+150=180 > pa 


(ID 


9+140"=180 > 9=4p0 (ID 


Reemplazamos (IID) en (D. 
b=30%+40=70" 

Reemplazamos (IV) en (ID. 
70%+x=180" 

. x=110* 


(IV) 


Problema 24 


Sea ABCD un cuadrado con sus lados t 
tes a una circunferencia. Si CÉ es megj 
MT, calcule mEF. 

B M C 


ANgen. 
atriz de 


Á D 


Resolución 
En el gráfico 


ps Y AA 
B M l 
Ú 


Á D 


Piden mÉF =x. 
Por teorema, x=8 
Trazamos TO. 
Por teorema, a.=B. 
Enel BGCT 
(a+B)+0=90* 
> 2a+0=90* 
El MOMT es notable de 537/2. 


at 
9 


(1D 


00.53 (ID 

Reemplazamos (II) en (D. 
53+0=90" 
0=37" 

A partir de (I) obtenemos que | 
x=37" 


nn 


Por <= inscrito 


problema 25 ' 
gnelgráfico,T, P, 5 y Q son Puntos de tangen- m«PMS ==, =35* 
cia. Si mPS =70, calcule x. 
| En el MMBH 
x+35%90" 
x=55" 
Problema 26 


En una circunferencia se trazan las cuerdas AB 
y PQ. Si PQO=2(4B) y mPQ =3mAB = 3x, calcu- 


le x. 
Resolución 
“e Graficamos. 
Resolución 
Para la cuerda AB y SM 
máM = mMB =B 
Para la cuerda AB y TN 
Pp 
Piden x. 


Trazamos BC y CD, tal que BC=CD=AB. 
+ mBc=méD=miB=x 

Por teorema, como mAD= mPQ =3x 
> AD=PQ 


(84 
Á il E 
Por m, En el ll isósceles ABCD se traza CH//AB, tal 
edid ed 
0 a angular de la circunferencia que el AHCD es equilátero. 
FOMB+ MAN + a DCC=60" 
se MB+mAN +mNB =360> > mx, 
%+a=36p> . 
Ba Por ángulo inscrito en D 
: 2x 
60% = = 
2 
x=60" 
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Problema 27 | Problema 28 É | 


El diseño mostrado corresponde a un medidor 


de luz. Si MC=3(AM), calcule mCD. Considere 
que O es centro. 


En el gráfico mostrado se muestra el diseño de 
una cámara fotográfica. Si los radios de las cir 
cunferencias están en razón de la 2, calcule 
mAB. Considere que T es punto de tangencia. 


- ZONY 


Resolución 
A Piden mAB = x. 
Resolución 


Piden mCD = xE 


En el A isósceles AOC (AO=0C) 


pa Trazamos OT hasta H. 
9+0+90”-==1802 (0 Como T es punto de tangencia 
> m=xoOTB=90" 
En el lLAMC (notable de 372/2) 
_ 370 1432 . . 4 cuerda 
Ar AE 2 (ID Por propiedad de la mediatriz de Una 


Reemplazamos (II) en (D. mAH =mAB = y 
143" + 909 a =1800 EL IMATO es notable de 30” y 60”- 
> y=60" 
pia . x=1202 


J 


0 
Me | 


Test 


1. Indique la secuencia correcta de verdad (V) 3. Desde un punto exterior a una circunferencia 


o falsedad (F) respecto a las proposiciones. 

I. Si una circunferencia tiene un radio 
que mide 2 u y un segmento que mide 
4 u, entonces dicho segmento es el diá- 
metro de dicha circunferencia. 


se traza el ángulo exterior formado por dos 
tangentes. Si la medida del arco mayor de- 
terminado por los puntos de tangencia es f, 
calcule la medida angular de dicho ángulo. 


IL. Si una recta tiene un solo punto en co- A) B B) 90+B 0 90-B 
mún con una circunferencia, entonces 2 2 2 
dicha recta es tangente a la circunfe- D) 1808 E) B-180* 


rencia. 

Un ángulo central es aquel cuya medi- 

da es equivalente a la medida del arco 

determinado. 

IV. La intersección de dos diámetros en 
una misma circunferencia es el centro 
de la misma. 


IL 


= 


Las longitudes de una cuerda y el radio son 
iguales. Calcule la medida angular del arco 
determinado por dicha cuerda. 


A) 60? B) 45? C) 30* 
D) 75? E) 90" 


A) FVFV Calcule la longitud del segmento tangente co- 
B) FFFV mún a dos circunferencias tangentes comu- 
C) FFVV nes exteriores cuyos radios miden 4 u y 9 u. 
D) Vvvv 

E) VVVF A) 13u B) 13/2u  C) 12u 


- Dos radios trazados en una misma circun- 
ferencia determinan una medida angular 
Y. Calcule la medida del ángulo determi- 


nado por la cuerda respectiva y los radios. 
Considere que a.< 180". 


D) 6u E) 26u 


El cuadrilátero que se determina con los 
centros y los puntos de intersección de dos 
circunferencias secantes puede serun * 


A) cuadrado. 


a A a B) rectángulo. 
: ze E ii C) trapecio escaleno. 
E = D) trapezoide asimétrico. 
di E) 45-£ E 
; 2 E) trapecio rectángulo. 
C »»> 
LAVES | - 
1 2. EE 33 4 EN 5 Ra 6 EN 
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Nivel básico 3. Sia+0=26", determine mCD-máB. 


bp Problemas propuestos 4 


1. Entre las 12 y la 1 p.m. las manecillas de 
la hora y de los minutos se alinean deter- 
minando dos semicircunferencias. Indique 
qué hora es en el gráfico. 


A) 26" B) 32 C)-52 
D) 46* E) 40" 


4. En el gráfico, A y L puntos de tangencia y 
m<AML=60". Si RL=LS y RIEIS, calcule mRi. 

A) 12 horas 

B) 12 horas y 327; minutos 


C) 12 horas y 24 minutos 
D) 12 horas y 36 minutos 
E) 12 horas y 28 minutos 


M L e | 
2. Luego de tocar en la banda de su cole- 37 | 
gio, Dayron deja sus baquetas sobre las A 45 E) 58" E p | 

? ¡ D) 75* E) 60 


panderetas, tal como muestra el gráfico. 
Si mDC=100*, mAB=120* y el ángulo de- 
terminado por las baquetas es 30%, calcu- 


radios de las 


i mostrado, los Ñ 
En el velocipelo ¿la distancia 


ruedas miden 10 cm y 70 cm. 3 


ao 


— ule 
le mAD. entre los puntos de apoyo es de 80 E | 
E Cc la distancia entre los centros de la 
| 
| 
7 
| 
m h 
; , A ts 10 | 

A) 40 B) 60 C) 50 A) 120cm  B) 80cm E) 90cm 


D) 75 E) 65" D) 110 cm Je | 


8 
6, Elgráfico muestra el.diseño de la construc- 


ción de gafas de sol. Si m=<BAD=mBC,tal 


que BC es el doble de la distancia entre w 
BC y AD, calcule mAD. 
OO 


material aislante 


A E v2-1 v2-1 
' O o ¡ A) £n B) 241 O 2a 
A AD E) na 


9. Dos botellas de una gaseosa están envuel- 
A) 105 B) 120 O) 74 tas con una cinta de oferta. Si los radios 
son 3,5 cm y 3 cm, calcule AB. 
D) 90? E), 1272 


/. Enel gráfico, mAEC—mAB= 200>. Calcule 
la maBDC. 


A) /34 B) 70 C) 435 
D) /a2 E) 430 


10. Según el gráfico, O es punto de tangencia y 
mCL = mío. Halle x. 


A) 1002 


B) 90* C) 80* 
Dl E) 120? 
a VAtro fibras 4n 
Mater; bras ópticas son cubiertas con un 
a aislante protector. Si las circunfe- 
¡ 
e SON congruentes y tangentes a la cm 
n : . . 
adi rencia Mayor, halle la razón de los A) 50 B) 60 ) 
adios, D) 90 E) 1002 
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Y 


11, 


12 


13. 
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A) 30" 


Nivel intermedio 


En el gráfico, OABC es un paralegramo. Si 
BM=MC=2, calcule AM. 


A) 6 
D) 247 


B) 243 O) 4 


E) 246 


El gráfico muestra un tablero de básquet. 
El punto 7 es el tangente entre la placa 
rectangular ABCD y el aro. Si AT=4(A4E), 
calcule mEF. 


A) 53" 
D) 56" 


B) 37" C) 60* 


E) 90" 


Desde un punto Á exterior a una circun- 
ferencia, se traza una tangente AB (B es 
punto de tangencia) y una secante A£C, las 
cuales forman un ángulo cuya medida es 
9. Si mx<BED=30 y D es punto medio del 
arco CE, calcule 0. 

B) 34 C) 36” 


D) 40" E) 490 


14, Se tiene una circunferencia en la 
ubican los 5 puntos A, B y C, tal que 
mAB = m£C. Si en la prolongació 


Cual se 
Bey 


se ubica el punto N, por el cual se traza la 


tangente NM (M es Punto de tangencia), y 
la prolongación de BC es perpendicular a 


MN, calcule MECNM 

mCM 
A) 1/5 B) 1/4 O) 1/3 
D) 1/2 E) 1 


15. El área de la superficie de una esfera es 
4 1?, donde R es el radio. Una pelota de 
básquet, en el momento en que los rayos 
solares son perpendiculares a la superficie, 
proyecta un círculo cuyo diámetro 24 cm. 
Calcule el área de la superficie de dicha 
pelota. 


A) 240cm? B) 721 cm? C) 288 ci 
D) 144x cm? E) 5761 cm 


a az ver- 
+6. Un telescopio tiene una sección trans 
la parte dere” 


sal, tal como se muestra en 
alcule la dife- 


cha del gráfico mostrado. C qn 
rencia de cuadrados entre el radio may 


A a. 
el radio mediano en función de 


B) 4d? 


A) a?/2 
D) a? 


€ — 
47, En el gráfico, Á y N son puntos de tangen- 
cia. Si IR=4(AD, calcule z. 


A) 31* 
D) 53* 


B) 14? CO) 37 


E) 53/2 


18, En el timón mostrado, 
mAMC=3mAB= 3m=xBOC 


Calcule mAMC. Considere que O es centro. 


A) 2002 
B) 218 
C) 2122 
D) 216* 
E) 227" 


19, a 
Una olla está guardada en una caja rectan- 


Sular cuyos lados miden 25 cm y 30 cm. Si 
=7 em, calcule x. 


po 
oo? 


2% 


A) 4cm B) 2cm O cm 


són 


D) /3cm E) 3cm 


. El gráfico muestra la silueta de un anillo de 


compromiso. En la silueta de dicho anillo 
se observa una circunferencia. Si los radios 
son 2 mm y 7 mm, calcule AT. Considere 
que T y S son puntos de tangencia. 


Á B 


A): 6 mm 
B) 7mm 
C).9mm 
D) 4,5 mm 
E) 5mm 


Nivel avanzado 


En un cuadrante AOB de centro O se ins- 
cribe una circunferencia de centro O, tan- 
gente a OA, OB y AB en los puntos M, N y 
P, respectivamente, tal que AN interseca a 
la circunferencia en el punto £. Si ON es 
cuatro veces la distancia del punto medio 
delEa LO, (E € NP), calcule la m/E. 


A) 25* 
D) 76* 


B) 68* C) 75* 


E) 82* 
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99, Si T es punto de tangencia, MX TAE=80", 


m«FBT=30" y AB=FB, calcule 6. 


A) 30? B) 37” C) 5372 
D) 15? E) 4572 


A) 28" B) 55 Cc) 10 25. En el gráfico, A, B, C son puntos de tan- 
D) 15 E) 45” gencia. Si mAB >216>, calcule el mayor. 
á entero de x. z 


23. El arco de una llanta de una moto lineal 
tiene el diseño mostrado. Los seis arcos 
determinados en la circunferencia mayor 


son congruentes. Calcule ==. 
gruentes alcules, >. 


A) 33" B) 34 0333 
, D) 360 E) 37 


| : tos de 
26. En el gráfico, B, D, L, E y F son pur” Á 


tangencia. Si CD //AB, calcule méc- E. 


24, pia Puerta de una construcción arquitec- 
Ónica tiene el diseño mostrad 
nic; o. Calcule A) 120” 
mDCc. y 
D) 40? 
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Capítulo 


Cuadrilátero inscrito y 
cuadrilátero circunscrito 


William Wilfredo Reyes Perez 


CAPÍTULO VIII 


CUADRILÁTERO INSCRITO Y 
CUADRILÁTERO CIRCUNSCRITO 


Objetivos 

+ Describir la construcción del cuadrilátero inscrito y el cuadrilátero inscriptible. 

+« Conocer las propiedades tanto del cuadrilátero inscrito como del inscriptible. 

+ Estudiar y relacionar los elementos de un triángulo rectángulo y su circunferencia inscrita. 


Introducción 

Hasta ahora se ha estudiado las figuras básicas de manera aislada, el triángulo, el cuadrilátero 
(fundamentalmente los paralelogramos y los trapecios) y la circunferencia. En tales estudios se 
revisaron la definición, los elementos y las propiedades de cada figura estudiada, como máximo se 
relacionaron dos figuras de la misma naturaleza; por ejemplo, los triángulos congruentes, donde 
vimos la correspondencia, fundamentalmente, de elemento a elemento, o el caso de las circunfe- 
rencias secantes, las cuales consisten en las circunferencias coplanares que tienen dos puntos en 
común que generaban propiedades comunes. 


En nuestro quehacer cotidiano, tenemos la necesidad de relacionar también los elementos de figu- 
as de diferente naturaleza; por ejemplo, la circunferencia y el cuadrado, situación que vemos en 


u 
n CD con su estuche, o en cualquier objeto circular dentro de un envase o envoltura cuadrangular, 
0 SU caso recíproco. 


Imagí isis ; des 
y asinese esta situación: tenemos que ubicar un puesto policial en tres pueblos cercanos, de tal 
ln era que la ubicación de este puesto policial sea la misma para los tres pueblos. Para interpretar 
e ad si z . aa a .é 
amente la situación, utilizamos la propiedad de las circunferencias circunscritas al triángulo. 


En est 7 
e do ado . a / ] 
a capítulo se revisará la definición de las circunferencias circunscritas, los elementos asociados 
Studi » ae . 
hlon dio de las propiedades de estas relaciones. Estas propiedades solamente se generan por la 
eé 
Ción de los elementos de estas dos figuras. 
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»> CUADRILÁTERO INSCRITO EN — Teorema 1 ! 
En todo cuadrilátero, la suma de las 


UNA CIRCUNFERENCIA ad: E. 
angulares interiores ubicadas en vértices o as 
1» CUADRILÁTERO INSCRITO EN UNA es 180 grados sexagesimales. Puestos 


CIRCUNFERENCIA 


Un cuadrilátero está inscrito en una circunfe- 
rencia cuando sus vértices pertenecen a una 
misma circunferencia. 

Sea Guna circunferencia de centro O. 

SiA, B, Cy D pertenecen a G, entonces el cua- 
drilátero ABCD está inscrito en €. 


donde 
€: circunferencia circunscrita al cuadrilátero 


ABCD 
- —[MABCD: cuadrilátero inscrito en E 


Se cumple que 


| o.+B=180* | 


Demostración 


2. A la eicónfgencia Ese le llama cir 
4 4 cunferencia circunscrita al cuadrilátero > 
ABCD.. | a 
23 Usualmente, | Ublbaremos la expres, 
sión “cuadrilátero: inscrito”. para: refe | 

5 TITnos al cuadrilátero: inscrito en una : 
5 «circunferencia. * ES Aid ; z 


» Observación 

Triángulo inscrito en” una a circuntereñdiós 
- quiere decir. ¿que sus tres vértices estan Ubi- E 
¿cados en una circunferencia, A 


5 inscritos 
Por la propiedad de los ángulos inse 


. mBCD = 2m<BAD 


a I 
-mBCD=20. 0 
. mBAD = 2m<BCD ' 
— Il 
la medida sd 


En la circunferencia, 
360". Sumamos (ND+UD. 


20.+28=360" 
a+p= 180? 
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» 


orema 2 

de todo cuadrilátero inscrito, la medida de un 
E .: "e 

ángulo interior es igual a la medida del ángulo 


exterior del vértice no adyacente. 


Gráficamente 


donde 
€. circunferencia circunscrita al cuadrilá- 
tero ABCD 
AABCD: cuadrilátero inscrito en G 


A=0) 


Se cumple que 


Demostración 


B 


Por los ángulos suplement 
MIBCD += 180" 
di MIBCD=180"- 6 


arios en el punto C 


Po 


Ir el teo 
rem, lol 
Crito a anterior en el cuadrilátero ins- 
0+ 396 _ —= 895 
00 


Teorema 3 


En todo cuadrilátero inscrito, las diagonales y 


los lados no adyacentes determinan ángulos 
de igual medida. 


Gráficamente 


donde 
z BE y BD: diagonales del AABCD 
= AB y CD: lados no adyacentes 


Se cumple que 


a=P 


Demostración 


Por ángulos inscritos 


md 
¿EE 
mAD 
Pao 
a=B 
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Teorema 4 (auxiliar) 
En todo polígono inscrito de 2n lados, la suma 
de las medidas angulares tomadas en forma 


alterna es 180%(n — 1). 


Sean A, A), ..., Agr) los vértices de un polígono 
de 2n lados inscrito en una circunferencia. —- 


donde ne N;n>2. 


2» CUADRILÁTERO INSCRIPTIBLE EN UNA 
CIRCUNFERENCIA 


Es aquel cuadrilátero en el que por cada vérti- 
ce se puede trazar una misma circunferencia. 


Si al AABCD 
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se le puede trazar una circunferencia 
tenga a sus cuatro vértices 


secan en O. Del teorema de | 


A n ó 
Por lo tanto, OA =0B= 00 =d. Así. = : 


Que Con. 


entonces, el 2ABCD es inscriptible en una cir. 
cunferencia. 


» Observación 


Un triángulo es inscriptible en una circun- 


ferencia cuando por sus tres vértices se 


puede trazar una misma circunferencia, 


Tecrema 

Todo triángulo es inscriptible en una cir- 
cunferencia. Sea el triángulo ABC, por Ay. 
By€ se puede trazar una circunferencia. 


Demostr ación SOS 714 
En el triángulo ABC, trazamos las me 


diatricos de AB y AC, las cuales se inter 
a mediatri2, 


DA=0B=d, aunque lambién 0A= =0C=0:; 


centro en O y radio de longitud d. Sa o 
de trazar una circunferencia E, la 
a contener alos, puntos 4 By :C: 


_— ma : 


: Demostración 
» Nota C ' 
, AA O 

En el triángulo isósceles OBC, la altura mo todo trián 
trazada desde O es mediana, bisectriz y C, trazamos la ci 

aLcauc e ] a 
parte de la mediatriz; de ahí que, en todo 

e 


gulo es inscriptible por A, B y 
rcunferencia F. 


triángulo, las mediatrices de sus tres Já- 
oO 

dos son coneurrentes, es decir, se interse- 
can en Único punto. 


1/4 
MD 


Asumiendo que D no pertenece a €, tenemos 
dos posibilidades: puede encontrarse en la 
región exterior o en la región interior de %. 


> Suponiendo que D pertenece a la región 
En el triángulo ABC, las mediatrices de exterior, entonces AD interseca a CenMy 
AB, BC y AC concurren en O. en el cuadrilátero inscrito ABCM. 
0+Q=180* 
Pero de la condición 
2,1. CRITERIOS PARA DETERMINAR QUE  * 


UE a+8=1802 


E 
UN CUADRILÁTERO SEA INSCRIPTIE Q=0 00) 


Podemos afirmar que un cuadrilátero es ins- Luego, en el AMCD, Q>9. (ID 
criptible si cumple al menos uno de los teo- De (D y (ID, la m<x<MCD=0". 

temas del cuadrilátero inscrito. Existen tres Entonces, D pertenece a CG (M=D). 

casos notables, y Por lo tanto, A, B, C y D pertenecena €. 


Teorema 1 + Ahora, suponiendo que D PS a la 
“12 región interior, prolongamos asta in- 

Cuando en Un Cuadrilátero convexo la suma ear ae ol 

de sus medidas angulares internas ubicadas 

En vértices OPuestos es igual a 180". 


Cráficamente, sien el APORS, se cumple que 
0+B=18p> 


Q 


En el cuadrilátero inscrito ABCM 
a+ Q=180" 

Pero de la condición 
0.+9=180" 
9=Q (D 
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Luego, en el AAMD, 9 2 Q. (1D 
De (D) y (ID, la mx MAD = 0”. 
Entonces, D pertenece a 8 (M =D). 


Por lo tanto, A, B, C y D pertenecen a €. 


Teorema 2 

Cuando en un cuadrilátero convexo la medida 
del ángulo interior es igual a la medida del án- 
gulo exterior en el vértice opuesto. 
Gráficamente, en el [A PQRS, sia+ f = 180? 


entonces el AAPQRS es inscriptible. 


Demostración 


Q 


P S 


Sabemos que a=P. 
En el punto R 
z+fB=180" 


z+a=180" 


De acuerdo con el teorema interior, el APQRS 
es inscriptible dado que 0.+z=180". 


Teorema 3 


Cuando en un cuadrilátero Conve 
nales y los lados opuestos determ 
congruentes, significa que es inse 


| 
50 las diago. | 
'Nan ángulos 
a | 
Tiptible, | 
] 


ABCD es un cuadrilátero convexo. 
Si m= ABD = mxACD, entonces el cuadrilátero 
ABCD es un cuadrilátero inscriptible. 


Demostración 

Asumiendo que la circunferencia contiene a 
los puntos A, B, C y no contiene a D, tenemos 
dos casos. : 

El primer caso se da cuando el cuarto vértice 
se encuentra ubicado en la región interior; el 
segundo caso se da cuando el cuarto vértice 
se encuentra ubicado en la región exterior a la 
circunferencia. 


Caso 1 
Suponiendo que el punto D perte 
gión interior de dicha circunferencia. 


nece a la re- 


o AS E 


Entonces, la prolongación d lo 
en £ y por la propiedad del ángulo IM 


m=«ABE = m=ACE = [0 


> 


Pero por la condición * El trapecio isósceles es inscriptible. 
= CD=0 
mxABD = mxÁ 
á mxABD = mx ABE eS 


Esto solamente sucede si D=E, así que De €. 


Caso 2 - 
Suponiendo que el punto D pertenece a la re- 


gión exterior de la circunferencia. 


2.3. CUADRILÁTEROS INSCRIPTIBLES NO 
NOTABLES 
s Ángulos rectos opuestos 


Si mx ABC = m=xADC = 90", el cuadrilátero 
ABCD es inscriptible. 


Entonces, CD interseca a Ben E y por la propie- 
dad del ángulo inscrito, m xACE=m=xABE=0. 
Por la condición 

mxABD=mxACD=0 
> MXABE=mxABD 
Esto solamente sucede si D =E, así que De €. 


2.2. CUADRILÁTEROS NOTABLES INSCRIP: 
TIBLES 
El rectángulo, el cuadrado y el trapecio isósce- 
les son cuadriláteros inscriptibles. 

El rectángulo es inscriptible. 


Entonces, AC es el diámetro de la circunfe- 
rencia que contiene a los puntos A, B, Cy D. 


.  Diagonales y lados perpendiculares 
Si mxABD = mx ACD = 90", el cuadrilátero 
e e ABCD es inscriptible. 


riptible. 


El Cuadrado es insc 


Entonces, AD es el diámetro de la circunfe- 
rencia que contiene a los puntos A,B,CyD. 


349 


PA 


350 


Los tres vértices de un triángulo escaleno 
y el punto de intersección de la prolonga- 
ción de una bisectriz interior y la mediatriz 
del lado opuesto determinan un cuadrilá- 
tero inscriptible. 

En el gráfico 

- — BP: bisectriz interior 

- ZP: mediatriz de AC 


El JABCM es inscriptible. 


Demostración 
Sea mxaBCM=0 
mxBAM=0w 
Demostraremos que 9+wm=180". 
Trazamos MH 1 BC: 
Trazamos MF 1 BA. 
Por teorema de bisectriz 
MH=MF 
Por teorema de mediatriz 
MA=MC 


Observamos que 
AMFA= AMHC 
> mxHCM=m=xMAF 
9=mMxMAF 
En el punto A 
(m+8=180* 
Por lo tanto, el AMABC es inscriptible. 


+ Los ties vértices de un triángulo escaleno 
y el punto de intersección de la bisectriz 
exterior de un vértice y la mediatriz de su 
lado opuesto determinan un cuadrilátero 
inscriptible. 


Gráficamente, sea “4% mediatriz de AC y sea 
BF la bisectriz del ángulo exterior. 


Demostración E 
Demostraremos que 0=B. 
Por el teorema de la bisectriz 
FT=FR NN 
Por el teorema de la mediatriz 
FA=FC 
Observamos que 
MATF =IMCRF 
> 0=P o 
Por lo tanto, [MABFC es inscriptible. 


En todo triángulo oblicuángulo, las proyec- 
ciones ortogonales del pie de una de sus 
alturas, sobre sus lados adyacentes y los 
extremos del lado relativo a dicha altura, 
son vértices de un cuadrilátero inscriptible 
(teorema de Taylor). 

Gráficamente, sean M y Nproyecciones or- 
togonales de H sobre AB y BC, respectiva- 
Mente, cuando el triángulo es acutángulo. 


Z B 


Á 


H 


Entonce 
s 
crible el (JAMNC es cuadrilátero ins- 


Demostración 


En el hn BHC 
m=<BHN = mxBCH = 0 
El AMBNH es inscriptible. 
m=xBMN = mxBHN = q, 
> mxBMN=m=xACB =u 


Por lo tanto, [AAMNC es cuadrilátero ins- 
criptible. 

Gráficamente, sean M y N proyecciones 
ortogonales de H sobre AB y BC, respecti- 
vamente, cuando el triángulo es obtusángulo. 


Entonces el CXAAMNC es un cuadrilátero 
inscriptible. 


Demostración 
Análogamente al caso anterior, se demuestra 
que el cuadrilátero AUNC es inscriptible. 


En el nBHC 
m=xBHN=m=xBCH=a 
El (AMNBH es inscriptible 
m=<BHN=m=<BMN=0. 
> mxBMN=mxBCA=a 
Por lo tanto, [AAMNC es cuadrilátero ins- 
criptible. 


3» POLÍGONOS NOTABLES CIRCUNSCRITOS 
A UNA CIRCUNFERENCIA 


3.1. TRIÁNGULO CIRCUNSCRITO A UNA 
CIRCUNFERENCIA 

Un triángulo está circunscrito a una circunfe- 
rencia y sus tres lados son tangentes a dicha 
circunferencia. 


C 

donde: 

- €: circunferencia inscrita en el AABC 

- — r:radio de la circunferencia inscrita (inradio 
del triángulo) 

El AABC está circunscrito a la circunferencia €. 


»» Recuerde... : 
“El centro: de la “circunferencia inscrita 
“équidista de los lados del triángulo” ci 
cunscrito a dicha circunferencia. 7 q7S 


Propiedad 

En todo triángulo, la longitud de los segmentos 
tangentes determinados por la circunferencia 
inscrita es igual a la diferencia de la longitud 
del semiperímetro y la longitud del lado opues- 
to a dicho segmento. 


- medida del ángulo que se opone 


C 


Ak p- 47, 
——á2> NA y 


| AN=p-a ) | BO=p-b | 


ema de Ponscelet (caso particular) 
En todo triángulo rectángulo, la suma de las lon- 
gitudes de los catetos es igual a la suma de la 
longitud de la hipotenusa y dos veces el inradio. a 


Á b 


| a+c=b+2r | 


3.1.2, Teorema de Poncelet (caso 80" 
En todo triángulo se cumple que la sumá de las 
longitudes de dos lados es igual a la surna de 
la longitud del tercer lado y dos veces el inradio . 


i la 
multiplicado por la cotangente de la mitad de 
al tercer lado- 


general) 


B 
D 


ÍA 


A 


»» CUADRILÁTERO CIRCUNSCRI- 
TO EN UNA CIRCUNFERENCIA 


da circunferencia inscrita en el AABC 


r:intadio del AABC 


E 1» DEFINICIÓN 
ca “vé NS 
AB+BC=AC+ 2r cot| E | Un cuadrilátero está circunscrito a una circun- 


Se J ferencia cuando sus cuatro lados son tangen- 
tes a dicha circunferencia. 


'0 


- €: circunferencia inscrita en el (AABCD 


donde 


El cuadrilátero ABCD está circunscrito a la cir- 


Los segmentos tangentes forman los lados del e 
cunferencia €. 


triángulo. Entonces 


e Teorema de Pitot ; 
AB=n+rcor[3)- 5 O. En todo cuadrilátero circunscrito, la suma de 
las longitudes de dos lados opuestos es igual 
BC=m+r col) =a (ID. a la suma de las longitudes de los otros dos. 


AC=n+m=b 1) 


B 
Sumamos (1) y (ID y reemplazamos (UD. | X 
“esmen+arco( 9) (Iv): 
tn) | Y 
Á D 


| > Cesbrarcor(9) 
2 
donde 
"AB +B | - ABCD: [Acircunscrito a la circunferencia € 
CAC +9 cor 3) 


AB+CD=BC+AD 
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Demostración 
Sean M, N, P y Q los puntos de tangencia de la 
circunferencia 8 con AB, BC, CD y AD, respec- 


tivamente. 


Entonces, AM=A0; BM=BN; CN=CP; DP=DQ. 
Además 
AB +CD = (AM+MB) + (CP +PD) 


Reemplazamos. 
AB+CD=(AQ + BN) + (NC + QD) 


Agrupamos convenientemente. 
AB+CD=(AQ + 0D) + (BN + NC) 
:. AB+CD=AD+BC 


2» POLÍGONO CIRCUNSCRIPTIBLE A UNA 
CIRCUNFERENCIA 


Es aquel polígono al que se le puede trazar una 
circunferencia tangente a todos sus lados. 


Á E 


Dado el polígono ABCDE, se puede trazar una 
circunferencia 8 tangente a todos los lados 


354 


y 


del polígono. De esta Manera, asumimo 
S 


el polígono ABCDE es circunscriptible : > 


Teorema 1 


Todo triángulo es circunscriptible. 


B 
Á C 


Dado un AABC, siempre se puede trazar una 


circunferencia tangente a sus tres lados. 


Demostración 


: , interiores 
Por A y C trazamos las bisectrices inter : 


que se intersecan en O. 


: a lo 
Del teorema de la bisectriz de un ángu 


ON=0M=r » OM=0P=" 
ON=0P=0M=r 


ye 
dos, porlo 4 
; idista de los tres la 
Es decir, O equidis en na 


. ue 
con el centro en O y radio r se P des jados. 
, os 
circunferencia que sera tangente a 


-. 


, 6 concurrentes (sea O el punto de concurren- 
Teoren adrilátero la suma de las longitudes cia). AO, DO y BO resultan ser mediatrices de 
s¡ en UN a os opuestos es igual a la suma de las MN, NC y MC, así como también bisectrices en 
de a de los otros dos, se da que el cua- los triángulos MAN, NDC y MBC. 

itudes ee idi AB y AD para AO 
el eh cunscriptible. Es decir, O equidista de AB y AD para AO y de 


DA y DC para DO, así como de BC y BA para BO. 
Por lo tanto, O equidista de los cuatro lados. 
Entonces, con centro en O y radio r (siendo r la 
distancia de O a los lados), se puede trazar una 
circunferencia que sea tangente a los cuatro 
lados. Por lo tanto, el A ABCD es un cuadrilá- 
tero circunscriptible. 


SiAB + CD = BC + AD, entonces LA ABCD es 
circunscriptible. 


Demostración 
Enel cuadrilátero ABCD, sea AB+CD=BC+AD. 


Á D 


» Observación 

Si en un polígono se puede inscribir una 
circunferencia, determinamos que su 

centro es punto de concurrencia de las 

bisectrices trazadas desde los vértices del 


polígono. 


As 4 
Irae que AB > BC y AD > CD, entonces 


“omo en 


Pe En AB y AD, podemos ubi- A 

a od Ñ, respectivamente, tal que | 

AB BO Ap b | »» Recuerde. = 

el AM =CD, entonces, AM=AN =c. “Si las bisectrices RS E e pe 
| Mas NC, las mediatrices de MN, NC y son concurrentes, dicho poligono es en 
| Por A, p 
| 


y B, respectivamente, pero E cunscriptible. 


to 15 
do triángulo las mediatrices son 
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A 
O A 


A 


3» POLÍGONO EXINSCRITO A UNA CIR=- 


CUNFERENCIA Ñ 
Es aquel polígono exterior a una circunferen- 


cia donde las rectas que contienen a sus lados 
son tangentes a dicha circunferencia. 


El polígono ABCDE está exinscrito a la circun- 
ferencia €, que a la vez está exinscrita al polí- 


gono ABCDE. 


» Escuerde 

e Al centro de la circunferencia exins- * 
crita a la circunferencia € se le deno-==: 
minará “excentro”. e 

+ Al radio de la circunferencia exinscri-. 
ta se le denominará “exradio”. 


Propiedad 
El excentro equidista de todos los lados del po- 


lígono exinscrito. 
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— y 


donde 


- E: excentro del polígono exinscrito ABC 
- €: circunferencia exinscrita al lí z 
ABCD al 


-  ABCD: polígono exinscrito 


donde 
- AABC: triángulo exinscrito a 8 
€: circunferencia exinscrita al AABC 


- E: excentro AABC 
- Y, exradio del AABC 


E 


»> Observación : A 


En : el gráfico, 105 segmentos iángentes AM 


cy ÁN tienen longitudes que.son iguales al 
la longitud del semiperímetro de la región, 


pen 


triangular ABC. 
y 


“dónde: 
E :Pa longitud. «del semi 


regi ón iriangula arABC.: : 


permet: de; 


Se Supe que: 


en 


CUADRILÁTERO EXINSCRITO A UNA 


 IRCUNFERENCIA 


donde 
ABCD: cuadrilátero exinscrito a € 


€: circunferencia exinscrita al LJABCD 


Teorema de Steiner 


En todo cuadrilátero exinscrito, la sustracción 
delas longitudes de dos lados opuestos es igual 
ala sustracción de las longitudes de los otros dos. 


Así, en el gráfico anterior 


» 


| AB=CD=AD-=BC 3 


Demostración 


A d D c+m QQ 
En el gráfico, CM=CN=m 
BP=BN=b+m 
DM=DQ=c+m 
Por teorema 
AP=AQ 
> Gbitm=d+c+m 
Eliminam ho 
Utb=d+c 
A ed 


, 


4)» CUADRILÁTERO BICÉNTRICO 
Es aquel cuadrilátero que está inscrito en una 
circunferencia y circunscrito a otra. 


D 


El L1ABCD es un cuadhrilátero bicéntrico. 
+ Está circunscrito a 8; 
e Está inscrito en €, 


») Recuerde 
Cuando un cuadrilátero es inscriptible y 
circunscriptible a la vez, también se le lla- 


ma “cuadrilátero bicéntrico”. : 


Propiedad 

En todo cuadrilátero bicéntrico, los dos seg- 
mentos que tienen como extremos los puntos 
de tangencia de lados opuestos del cuadriláte- 
ro circunscrito son perpendiculares. 


Sea ABCD un cuadrilátero bicéntrico. 
Si M, N, P y Q son puntos de tangencia, 8=90". 
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Teoría de-las cuatro raíces 


Desde que el hombre reconoció en él la capacidad de transformar la naturaleza, busca cons. 


-tantemente descubrir los elementos que la conforman, sobre todo, los elementos tundamenta- 


les. Para la cultura griega, todas las cosas estaban conformadas de fuego, tierra, aire y agua, 
los cuales no solo están relacionados con las cosas inertes, sino que también forman y deter- 
minan nuestras relaciones personales y sociales, Además de los griegos, también otras cul- 
turas determinaron que estos cuatro elementos eran los más importantes. Tarde o temprano, 
asociaron. ya sea por la cercanía, por la convivencia misma con la naturaleza, a estos cuatro 
elementos como los fundamentales, de 


En la Antigua Grecia, Tales de Mileto propuso al agua como el principio o arché en todas las 
cosas; posteriormente, Anaxímenes propuso el aire; Heráclito, el fuego; y Jenófanes, la tierra. 
Empédocles los unificó en la teoría de las cuatro raíces (a las que Aristóteles más tarde rebau- 
tizaría como elementos). 


El fuego es a la vez caliente y seco, la tierra es a la vez fría y seca, el aire es a la vez caliente y 
húmedo; finalmente, el agua es la vez frío y húmedo. 
Los antiguos eruditos de las ciencias y las matemáticas, al querer explicar el mundo que los 


rodeaba, utilizaron figuras geométricas; al utilizar estas figuras y manipularlas encontraron nue- 
vas relaciones y novedades. : 


La siguiente representación gráfica nos ilustra, a través de un cuadrilátero inscrito en otro cua- 
drilátero, la hegemonía de los cuatro elementos unificados en una de las figuras geométrica 
que más propiedades tiene.” 


Fuego > 


caliente 


Aire Tierra 


húmedo 


Agua ; 


problema 1 


si2y-(o+ p)=200", calcule X. 
¡2y- 


Resolución 


En el gráfico 


En 7 y 
€,, por ángulo interior en P 


Q 
z=0+B 


2 


nel; 
“inscrito SPE Ñ= 7 


Problemas resueltos 


En el -Jinscrito SMTN, m<MSN + mxMTN=180* 
=> mxMSN=180"-y 


En el AARS 
X= 2+(180%y)= 2,1800 y= 
A 1800 = 41800 
. x=80" 
Problema 2 


Una pizza circular está inscrita en una caja 
cuadrada. Si el radio de la circunferencia es 
15 cm, calcule EC. 


Resolución 


Piden EC=x. 


Observamos que por congruencia En el 2 inscrito CBAD 

AF=EC=x | o 
+90=180% > A=90 
+FO+0E+x=AC 

il | BAD =»BCD (LLL) 
2x+r+r=304/2 x=7 
x=15/2-r 
x=15/2-15 Problema 4 


2 .EC=15/9=15 Sean T e Y puntos de tangencia, m/7] = 80" y 
mAN = 60". Calcule x. 
. EC=6,21 cm 


Problema 3 
Si AB=BC=ED y CD=7, calcule AD. 


Resolución 

SS l e E Piden x. 

Resolución RN x+z=180" 

Piden AD=x. a Por LA inscrito NAYP 
m=xNAP=m=xNYP=z 


En el A inscrito CBED, B+D =180". 
B+90*=180* 

=> B=90" 

En el cuadrilátero inscrito CBED, como BC=ED 

> BE//CD 
B+C=180" 

| 907 + C =1802 

=> C=90* 


P 
En el punto Y 


2+30"+0+ 40180" 
360 


1 APAY (teorema en circunferencias tan- 
E - 


n : ¡ 
E mtes), EY eS pisectriz exterior. 
id 


SS 9=40" 
¿=10 
4 ye M10 


Problema 5 

Cuatro avenidas principales se intersecan en 
AB, Cy D, tal como se muestra en el gráfi- 
co adjunto. Si G representa la ubicación de un 
grifo, tal que la distancia a dichas avenidas es 
constante, ¿qué cuadrilátero es ABCD? 


Resolución 


Piden analizar (A ABCD. 


longitud del segmento perpendicular y.es 
única, 


d=distancia de Pa 42 


a distancia Igual a las cuatro rectas de- 


termi ¡ 
A mina una circunferencia de centro G y 
Tsente a las cuatro rectas. 


La distancia de un punto a una recta es la 


Problema 6 


Si 4mDA =6mRO = 3mÚON =120>, calcule x. 


Resolución 
Piden x. 


En €, por < interior 


__mZA+méN 
3 


(mZD +30%) + (202 + 40%) 


sy DIRA. 


2 


Por teorema 
OD//ZR 
> mZD=mRO 


mZD = 20? 


(1) 
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Reemplazamos (II) en (D. Problema 8 
_ (20? +30) + (609) Si AB=BC=r/2 y B es punto de tan 
Ñ Z calcule x/y. 

. x=D0" 


Problema 7 

La casa de David está ubicada entre cuatro 
hospitales (H,, Ha, Hz y Ha), tal que la distancia 
a los cuatro hospitales es la misma. 

Si m=<H,¿Hz H,=121*, calcule m <HA4H¡H.. 


Resolución 


Piden x. 


Resolución 
Piden m <H¿H¡H3=x. 


Como  DH,¡=DH,=DH3=DH¿=0, los puntos El (A ABCD es inscriptible- 
H,H¿HA3H, se pueden ubicar en una circunfe- 


rencia de centro D. + y=mstABP 

Es decir, AAH/H>H3H; es irrepetible. EI DAOB es notable de 45". 
> x+121=180" 3 máB=90* 

. x=53" > m-xABF= 45" 
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0) 


(1D 


gencia, 


Reemplazamos (ID en (D y obtenemos que 
y=45". 
EI AABC es isósceles. 
450 
2 


> 4=C= 
a 
En el AABM, x ==7+45". 


135 
Y 


. xly=-3/2 


XxX 


Problema 9 


La escalera AB está apoyada en un muro ver- 
tical, a su vez, es tangente a un cilindro hori- 
zontal. Si la escalera mide 3 m y el radio de la 
circunferencia es 45 cm, calcule el perímetro 
de la región triangular determinada. 


Resolución 
Piden x+y+3, 


Por teorema de Poncelet 
x+y=3+2(0,45) 
x+y=3,5 


Por tanto, el perímetro es 4,3 m. 


Problema 10 
Si mVA= 60? y mAL = m£Y =40", calcule x-+y. 


Resolución 
Piden x+y. 


En AZTL, x+y+0=180* 


x+y=180"-a (D 
El AANJZT es inscriptible. 

a=M<NJZ 

a=30%20% * (ID 


Reemplazamos (II) en (1). 
x+y=180"” (50) 
x+y=130" 
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Problema 11 


Un reloj de pared es introducido en una caja 
cuadrangular; luego, es envuelto como un 
regalo para una ocasión especial, tal como 
se observa en la figura adjunta que muestra 
la vista de planta. Si BC // AD, AD=40 cm, 
AB=CD y BC=10 cm, calcule el radio de la 
circunferencia. 


Resolución 
Piden r. 


A 40 D 


Aplicamos teorema de Pitot. 


0+0=404+10 > (=25" 
Los triángulos resaltados son congruentes (LLL). 
Aplicamos teorema de Pitágoras. 
PE (157 
(25 =(2)*+ (15)? 
. r=10cm 
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Problema 12 
Si ON=4 y BR = 442, calcule r. 


" Resolución 


Piden r. 


BD//RO => BR=0D=442 
> Mm<NBD=m=<RUB=45" 


Por cuadriláteros inscritos BNOD- 


m=xHOD=m=NBD=45" 
El OPD es notable de 45". 
> OH=HD=4 
En el £MNHD 

(1/2) = (444)? +4? 

r=24/10 


'— 


problema 13 


Del gráfico, calcule x—y. 


Resolución 


Piden x-y. 


hs Y+0= 1809 


o 


Entonces, (ADAVI es inscriptible. 
x=40" 
y=30" 
. x—-y=10" 


Problema 14 


En una semicircunferencia de diámetro AB 
y centro O, se ubican los puntos C y D, tal 
que / AD y BC se intersecan en P. Si OP=PD y 
mCD= mBD, señale la mx APO. 


Resolución 
Piden mxAPO=x. 


Sea mCD =mDB =2a. y OP=PD=a. 

> mxDAB=0a=m=xCBD 
OA=0D > mxODA=mxO0AD=0.. 
OP=PD > mxPOD=m=«xPDO=0 


EA OPDB es inscriptible. 
m=xOBP=m=<ODP =0. 

> 0=0 

En el 2a ADB 
0420, =90* 

> a=30" 

En el AODP, x = 2a 

“. x=60* 
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Resolución 


Problema 15 
Piden mxPCM = x. 


Sea P un punto de la región interior de un parale- 
logramo ABCD, tal que m=BAP = mxBCP. Calcu- 
le mxAPD + mxBPC. 


Resolución 
Piden mxAPD + mxBPC = x + y. 


Por dato, AB =BC = a; AM=MC =b. 
Entonces, BM es altura. 

Se nota que LAMPBEC es inscriptible. 

> mxPMB=m=xPCB=8 » mMxPMA=90-0 


En el >. APM, mx PAM=0. 


Construimos el 4AQD = A BPC. ERSPSAER mxBAC=mxBCA. 


e DQ // CP; DO=CP=n > 200+0=0+x 


También AQ // BP y AQ=BP=m . x=20 
Entonces, QPCD y QPBA son romboides. Problema 17 
PQ=AB=CD=a » PQ // AB // CD En un triángulo rectángulo ABC, recto enB, $ 
besó mialiPo q trazan las bisectrices interiores AMY CN S 
, =m = 0. — Ñ 
APBC= AQAD Ñ intersecan en /. Si en BN se ubica el punto! 
E que MP // CN, calcule mx/PM. 
> m<xAQD = mxBPC= x 
, Resolución 
Sea el AAPDO ¡ ipti 
Qamsenpuble Piden m</PM=x. 
“. x+y=180" 
Problema 16 


Dado un triángulo isósceles ABC, en la base AC se 
ubica el punto medio M. Si en la región interior se 
ubica el punto A tal que mxAPM = m=BPC = 90", 
y maPAB = 20”, halle mxPCM. 
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el DABC . 
dl p=90" > m=MIC = a + B=45 


20:+2 


Como MP //CN > mxPMI=mxMIC=45* 
En el ABC, l equidista de los tres lados, en- 
tonces BÍ es bisectriz del «ABC. 

Se nota que (NPBMI es inscriptible. 

> mx«/PM=mxIBM= 452 

, x=40" 


Problema 18 


En el gráfico mostrado, A y B son puntos de 
tangencia y AC // PD. Determine x. 


Resolución 
Piden x. 


> 


Como AC 1! PD, por ángulos correspondientes 
> mxBEP=m=xBCA=0 


Se nota que el cuadrilátero BEOP es inscriptible. 
. x=90 


Problema 19 


Dado un cuadrado ABCD, se ubica un pun- 
to P en la región interior. Asimismo, en 
los lados AB, AD y CD, se ubican los pun- 
tos M, N y Q, respectivamente, tal que 
mxPMB=m=<PNA=m=xPQC. Si MP=4, NP=7 
y QP=6, indique mx PBA. 


Resolución 


Graficamos. 
B 


; 
ME 


Como piden mxPBA=x, prolongamos MP 
hasta L. 


> m<xMLD=0. 
PL=PO=6 


Prolongamos NP hasta H, entonces maNHC=a. 
Se observa que MBHP es un cuadrilátero ins- 


criptible. - 
> m=xMPH = 90" 
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El LANMEC es inscriptible, 


» Observación 
> MXNEC =MXNMC = q 


Si en un cuadrado se cumple que-a =0, 


entonces ML = NH, ya que los Es EML y. Comó NB=BE=BC = 
FHEN:son congruentes. a ama 
E En el LANMEC, m XxEMC=m=<ENC. 
2 > 2x=90" 
. x=45" 
xl 
Problema 21 
En el gráfico, ABCD es un rombo y M es punto 
de AD. Si las circunferencias están inscritas en 


los triángulos ABM y CMD, ¿qué tipo de cuadri- 
látero es BCEF? 


De la observación, en el problema 4HN=ML=10 B 
> PH=3 | 
Luego, ts. MPH (notable de 37* y 53?) 
> m=xMHP=53" 


. x=53 


Problema 20 


En un triángulo rectángulo ABC recto en B, 
en AB y AC se ubican los puntos M y N, tal que Resolución 
moNBC=2(mxNMC) y mxMNA=m=xMCB. En el gráfico 


Calcule mx BMC. , 
A C 
B 


Resolución 
Piden mxBMC =x. 


Á F M 
(0 
BJ+CI=BK+CH (1) 
Á AT+SD=AK+DH 
Prolongamos CB hastaE, tal que EB=BC=a. Sumamos (1) y (ID. 


E CD 
> ME=MC a mxMEC=m=«xMCB=0 BJ+CI+AT+SD=AB+EZ 
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> 


ro del rombo ABCD 
AB+CD=BC+AD 
> BI+ CI+AT+5SD=BC+AD 
pJ+ CI+AT+SD =BC+AT+TS+SD 
BJ+ CI =BC+TS (ID 
En (11D, BJ=BF+FJ y CI=CE+El 
> BF+FJ+CE+El=BC+PQ 
Pero TS=PQ=PF+EF+E0Q. 
También PF=FJ y como El=EQ 
> BF+ Pf +CE+El=BC+ PF +EF+EQ 
Entonces BF+CE=BC+EF. 
Por lo tanto, el LA BCEF es circunscriptible. 


Pe 


Problema 22 

Según el gráfico, M, N, P, Q, S, Ty H son puntos 
de tangencia. Si CD=DB, LA=4 y DA=AB +6, 
halle r. 


D 
0 


Resolución 
Piden r. 


Por dato 

* CD=DB=/ 

* DA=AB+6 

SeaAB=a DA=a+6 

Se traza CS 1DA y el NCSD= I-DAB (ALA). 

> DS=AB=a;SA=6 

Como CSAR es un rectángulo, CR=SA=6 
CS=DA=a+6; RA=a+6 

> RL=a+2 

En el ls. CRL, por teorema de Poncelet 
6+a+2=CL+2r (D 

En el A CDBL, por teorema de Pitot 
CL+0=0+4+a (ID 

Sumamos (1) y (ID. - 
8=4+2r 
r=2 


Problema 23 


En un triángulo equilátero ABC, se trazan las 
cevianas BM y CN que se intersecan en P 
tal que mxABM = mxBCN. Si AM = 2(MC), 
determine mxa4PM. 


Resolución 
Piden mxAPM = x. 


SeaMC=0 > AM=20 
AB=BC=AC=3( 


Sea la mxABM=0.. 


> mxBCN=a 


Luego, los triángulos ABM y BCN son 
congruentes (ALA). 


BN=AM=20 
> AN=l 


Luego, en el APBC, mxPBC=60"- 0.. 
=> m=xNPB=60* 


El [AANPM es inscriptible. 
=> mxAPM=m=xANM=x 


En el AANM observamos que 
AM=2(AN) a m=xNAM=60" 
Entonces el AANM es un triángulo rectángulo, 
recto en Ñ. 1 
. x=90" 


Problema 24 


Sea ABCD un cuadrado y T un punto de tan- 
gencia. Sila circunferencia Gestá inscrita en el 
triángulo EBC, calcule la razón de radios entre 
€ y la semicircunferencia. 


B C 


¡A 
A 
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Resolución 
Piden E. 
Ba 
B 4R € 
/ 4 


Á O D 
Há > — xx TA] 


Trazamos CO 
> CO es bisectriz del <ECD 


o 


El MODC es notable de Z 
> a= E A m=BCE=37" 

El MEBC es notable de 37” y 53”. 
> EB=3k; BC=4k; EC=5Rk 


Por teorema de Poncelet 
(3R) +4k =5R +2y 
> y=kR 


En el cuadrado ABCD 
AR=2x 


! 


n|— Nx n]|x 


| 


nn 
problema 25 Problema 26 


La circunferencia € está inscrita en el cuadri- Sea ABCD un cuadrado de centro O. Si AT=2 
¡átero ABCD. si AB=16, BC=7 y mxBAD=37", y MC=3, calcule la longitud del lado del 
calcule CD. cuadrado. 


Resolución 
Piden CD=x. 


Resolución . 
Piden CD=x. 


Completamos el RABE (notable de 37? y 53%) 
3 BE=12 1 AE=20 » : 


E 
nel (AABCD (teorema de Pitot) 
AB+CD=BC+AD 
l6+x=7+AD 
li AD=9 4 x A DE=11-x 


En 
ae (ley de cosenos) 
=(5y2 | BM, OB y OC 
a 5 (11 222501 —x)cos53* id 6 
=2 
(11-02-2511 —x)cos53" 


=25+121-99 3 
á Xx+ - =x)- 
xs A 10(11 5 


Como mxOMC=m=x0OBC=45", 
“entonces (XOBMC es  inscriptible y 
m=xBMC=090". 
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Como m<MBC=90-P, 
entonces 7, B y M son colineales. 


El DATB=MBMC (ALA) 
> BM=AT=2 


En el MBMC, por teorema de Pitágoras 


Para? 
x=413 
Á E 
Problema 27 En el AABO, trazamos la ceviana BF, tal que 


: BF=BOQ. 
En el gráfico, AP=(PQ)/3. Calcule x si MPQC 


es un trapezoide simétrico. 


1. xr =30" 


Problema 28 


Una publicidad de helados de barquillos utiliza 
el diseño mostrado. Es una maqueta gigante, 
que ha utilizado varillas de metal liviano pará 
sostener la esfera plástica. Las varillas MN y 
secantes en H son los soportes de seguridad. 
Si AF=3(MH), AM=7m y HF=3m, calcule MH. 


Resolución 


Piden x. 


Por simetría del trapezoide simétrico 


m=xPOB=m=xCMH=0 


A 


Entonces el AAAPQC es inscriptible. 


En el trapezoide simétrico HPOC, trazamos CP 
y AQ. 


> mxPAQ=mxPCQ a mxPQA=m-=xPCA 


-— 8 


resolución 
En el gráfico 


En el LAAMHF, aplicamos teorema de Steiner. 
AF-MH=AM-HF 
3x-x=7m-3m 
2x=4m 

“- x=2m 


Problema 29 


Se tiene el cuadrilátero ABCD inscrito en una 
circunferencia, tal que BC=CD y AD=BD. Si 


las diagonales se intersecan en P, mxPBC=0,, 
calcule mx ADC, 


Resolución 
Piden x. 


En el punto D 


X=Y+Z 


En el Aisósceles BCD 
y=a (D 
> mxBCD=180"-20 


Por cuadrilátero inscrito ABCD 
m=xBAC=m=xBDC=0u 
m=xCAD=m=<CBD=0 


En el Aisósceles ADB (AD=BD) 
m=xABD=m=xBAD=20 


entonces z= 180-401 (ID 


Sumamos (1 y (ID. 
x=0.+(180—40) 
. x=1803a 


Problema 30 
Sea el triángulo equilátero ABC; además, 
T y $ son puntos de tangencia. Si AT=MN, 


calcule x. 


Ec 


Resolución 
Piden x. 


Por la simetría de ambas figuras 
SB=TC=b 
BM=NC=a 
Por ser un triángulo equilátero (AABC) 
(+b=0+2a 
> b=2a 
Observamos que ATNC es rectángulo, ya que 
TC=2(NC) y mx TCN=60". 
=> m=xTNC=90" 
En el cuadrilátero inscrito E TNM, la medida del 
ángulo interior en £ es igual a la medida del 
ángulo exterior en N. 


. x=90" 


Problema 31 


Los cuadriláteros ABMD y ABCE están circuns- 
critos a la circunferencia €. Si MC=6 y ED=9, 
halle la diferencia entre los perímetros asocia- 
dos a dichos cuadriláteros. 

B M C 
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Resolución 
Piden x=2P,-2P.. 


donde 
-  P,: semiperímetro del (AABMD 
-  P,: semiperímetro del [AABCE 


> x=2(P,-P,) (D 


En los cuadriláteros circunscritos o circuns- 
criptibles a una misma circunferencia, la suma 
de las longitudes de dos lados opuestos es el 


semiperímetro. 


. Enel CAABMD 


P; =BM+AD 
P,=a+(b+9) (ID 


En el CAABCE 
P¿=BC+AE 
Py=(a+6)+b (ID 


Reemplazamos (ID) y (1IID en (D. 
x=2((a+b+9)-(a+6 +b)) 


. x=6 


n— __—__— 


do» Test «4 
í. Enel gráfico, calcule x. Aj 40 E1-:000 al 
D) 102 E) 15 
Q 
ds 4. Enel gráfico, calcule x—y. 
¡0 
A) 24 B) 36 Cc) 18 P 
D) 9 E) 24? 


2. Enel gráfico, calcule x. 


A) 5” B) 7” C) 10? 
D) 8* E) 4 


5. Enel gráfico, calcule y-x. 
A) 10? B) 20" C) 25 
D) 15 E) Be 


%. Enel gráfico, calcule x. 


A) 20* B) 15 C) 25” 
D) 30* E) 45” 
| 
| 3 $3 4 s El 
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Nivel básico 


Un tanque de depósito de crudo se ha pro- 
tegido con cuatro paredes especiales, tal 
como se muestra en el gráfico. Si las pare- 
des tangentes en 4, B y C miden 10 m, 3m 
y 14 m, respectivamente, ¿cuánto mide la 
pared tangente en D? 


D 


A) 10m 
D 12m 


B) 15m C) 8m 


E) 14m 


Un parque circular de una urbanización 
está ubicado entre cuatro calles de un dis- 
trito de Lima. Si el perímetro circunferen- 
cial está inscrito en el cuadrilátero ABCD, 
AB=BC+2 m y CD=16 m, calcule AD. 


Á D 
A) 15m B) 16m O 14m 
D 18m E) 12m 


>> Problemas propuestos 


3. 


LD 


e 


7] 
<« 
a] 


En un triángulo ABC, se traza la al 
se ubican los puntos medios M 
lados AB y BC, respectivamente, 
AC ubicamos el punto 7, tal que e 


tura BH y 
y N de los 
En el lado 


l cuadrilá. 
tero HMNT es inscriptible. Calcule € 
AC 


A) Dz 0 


TO 
wi 


m7 1 
) E 


Si mAB +mCD + 2m=<BPD = 360, ¿qué tipo 
de cuadrilátero es el cuadrilátero PBMD? 
Considere que A, B, C, D y C son puntos de 
tangencia. 


A) cuadrado 

B) rombo 

C) rectángulo 

D) cuadrilátero inscriptible 

E) cuadrilátero circunscriptible 


rito a la 


CD está circunscii2” 
El cuadrado AB cía es 


circunferencia €. Dicha a e 
tangente al lado AB en el punto paa pen 
cia M. Si el radio de 8 mide 5, calcule 


10 C) 5/5 
A) 2/10 B) 10 E) J5 


D) 245 


- 


6 En el gráfico, calcule AB si AC=6. 9. En una circunferencia se ubican los 


puntos consecutivos A, B, C y D, tal que 
m=BCD=90". El inradio del. triángulo BAD 

No es r, BU-AB=m y CD-AD=n. Calcule el in- 
radio del triángulo BCD. 


A N) min _, 


AS 3 
NN B) 2(m+n)-r 
5] (0) 


¿ m+n-r 
C) 4,5 
A 342 B) 6 ) p) PHN, 
D) 3 E) 243 2 
us E) min _, 
7. Enel gráfico, BF es bisectriz exterior relati- 2 


va a AC del triángulo ABC. Calcule Pf. 

- 10, En un triángulo ABC se trazan las bisectri- 
ces interiores AM y CQ de los vértices A y C, 
respectivamente. Si mxABC=60", calcule 


JO 
QM 
1 1 1 
a 5 DE E 
D) 2 E) : 
A 20 B) 15 C) 50* 
D) 25 E) 402 


11. Si BC=CD=r y mED =2f, calcule mx OMF. 


38 58 O) B+45 

A) > B) 3 ) P+ 
90*-P 

D) PB-45" E) —= 
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me 
y 


A) 24” B) 36 O 48 
D) Se E) 42 


12. Un túnel tiene el siguiente diseño. Calcule x. 


15. En una circunferencia se ubican los pun. 
tos consecutivos A, B, C, D y E. La cuerda 


BE interseca a las cuerdas AC y AD en los 


puntos M y T, respectivamente. La cuerda 


A E a po 
BD interseca a la cuerda AC en el punto P. 
A) 50? B) 25” OC) 30* méD 
D) 35" E) 40* Si + m=BTP = 80", calcule m<7TPD, 
Nivel intermedio A) 60* 
12, Una ventana tiene el diseño mostrado, for- B) 70* 
mado por cuadrados circunscritos. Si las di- Cc) 10* 
mensiones de la ventana son 1,8 mx1,2 m, D) 40? 
calcule TM. E) 80* 


16, En un triángulo ABC, la prolongación de la 
bisectriz interior BI y la mediatriz relativa al 
lado AC se intersecan en M. Sim<BCM=70", 


calcule m < BAM. 
A) 35* B) 70* 0) 40 
D) 110* E) 20” 
3 
A) 35 co B) 345 cr 038 em 4 —— po Cal- 
10 8 2 (7. Sea PORS un cuadrado y mQ7 =20". 
345 - cule x. 
D) 28 cm DL 


A) 15 B) 10* Cc) 25 
D) 20* 
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A 


Sea ABCD UN cuadrado y 3(BP)=V/2 (AP). 


18 


Calcule mBP. 
o 
P 
B D 
A) 53/2 B) 4572 C) 53 
D) 37 E) 45" 


19, Sea DEFC un cuadrado, AB=3(BC). Calcule x. 


A 3T/2 B) 532 0) 53 
D) 45 E) 37" 


A, ; 
En el gráfico, BG=4 y BC=5. Calcule BD. 


21. Dos piscinas circulares de igual radio están 
inscritas en sus respectivos trapecios rec- 
tangulares, las regiones sombreadas son 
las veredas que rodean a dichas piscinas. Si 
AB=2(BC)=4 m y AF=19 m, calcule el ancho 
de la vereda que está ubicada entre ellas. 


POE 
e 


C) 1m 
E) 0,6m 


A 05m  B) 12m 


D) 0,8 m 


22, En el gráfico, P, Q y T son puntos de tan- 
gencia. Si mPT = 140%, calcule x. 


C) 40? 
E) 50* 


A) 45” B) 70* 


D) 80* 


. Dado un cuadrado ABCD, en BC y CD se 
ubican los puntos P y M, tal que AM y DP 
se intersecan perpendicularmente en Q. 
Si PC=CO, halle m <MCO. 


-C) 18230" 
E) 26%30' 


A) 18* B) 22%30' 


D) 30” 
379 


o 
——= 


04. En el gráfico, T es-el punto de tangencia. 27. En un triángulo ABC, AC=4 y AB+BC=8 


si mLOT=4(m<KMS) y m<«MTS=40", Si mx ABC = 53%, halle el inradio del trign. 
calcule x. gulo ABC. | 
A) 1 B) 1,2 o1s Y 
E) 16 Elis 


28. En un cuadrilátero ABCD circunscrito a una 
circunferencia, AB=9, BC=4, m=xBAD=53* 
y mxABC=90", Calcule CD. 


O AD ds A 


A) 4 B) 6 Cc) 5 
D 8 E) 4/2 
. En un triángulo ABC, se traza la altura BH. 
Dado que M y N son las proyecciones de H 
" sobre BC y AB, respectivamente; además, 
P y Q son las proyecciones de N y M sobre 
Nivel avanzado BC y AB, respectivamente, calcule la me- 
dida del ángulo determinado por PQ y BH. 


Po 
a] 


A) 45” B) 80” C) 70* 
D) 35" E) 20* 


II 
dt AE cs 


25, Desde un punto P exterior a una circun- 
ferencia €, se trazan las tangentes PD y A) 45 B) 72 C) 90? 
PC (D y C puntos de tangencia). Sien 8 se D) 120* E) 60* 
ubica el punto A y en AD se ubica el punto ] 
B, tal que AB=BC y la mxDAC = 50%, de- 30. En un cuadrilátero ABCD, mxBAD=904 


A 


termine m < PBC (A e al mayor arco CD). y msBAC=2(m<BDC). Si en la pro 
longación de BC se ubica el punto E y A 
A) 50* B) 40" C) 80” m=<-ECD=m <ABD=x, calcule el valor dex. 
D) 60* E) 65" 
A) 60? B) 30 045 
26. Si AM = MB, calcule x. Considere que 7, A, D) 75” E) 40" 


B y C son puntos de tangencia. to en una 


31. Dado ABC un triángulo inscri 

circunferencia 4, se ubican los puntos 
P y Q, respectivamente, tal que P Q É A 
tangente a la circunferencia inscrita SA b: 
el triángulo ABC y secante a AB Y E o 
M y N, respectivamente. si mPB=M 58 
calcule la medida del ángulo de 
por los segmentos que unen los Limbo: a 
tangencia de los lados opuestos del cuac 


látero circunscrito AMNC. 


O 75 


A) 37 B) 53" C) 180 , B) 45 
) A) 60 ) 72 


D) 23" E) 142 D) 902 
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Capítulo 


Puntos notables 


Ronald Eder Espinoza Fabián 


CAPÍTULO IX 


PUNTOS NOTABLES 


= Objetivos 

+ Conocer las definiciones y las propiedades de cada punto notable. 
* Relacionar las propiedades de los puntos notables de un triángulo con las circunferencias. 

inscrita, circunscrita y exinserita a dicho triángulo. 


Aplicar la teoría de los puntos notables en la resolución de problemas. 


Introducción 


Antes de proseguir nuestro estudio es necesario volver a repasar el tema sobre las líneas notables 
asociadas al triángulo. En el presente capítulo, desarrollaremos la concurrencia de las líneas nota- 
bles (con una misma característica) en un punto, el cual se denominará punto notable. 


En la primera parte, estudiaremos a cinco puntos notables del triángulo: baricentro, ortocentro, 
incentro, excentro y circuncentro, los cuales ya se conocían hacia finales del siglo xv. También 
estudiaremos la relación que existe entre los puntos notables del triángulo y sus circunferencias 
inscrita, circunscrita y exinscrita. Euclides (300 a.n.e.), en su famoso libro Elementos, ya mencio-- 
naba a dos de las circunferencias: las determinadas por las bisectrices interiores y las mediatrices. 
En la segunda Parte, estudiaremos a la recta de Euler y a la circunferencia de los nueve puntos 


Y Sus respectivas propiedades. En la tercera parte, describiremos las características de algunos 
triángulos especiales, 


En la actualidad, hay más de 3600 puntos notables relacionados con el triángulo; constantemente 
Aparecen en las revistas profesionales bajo el nombre de “nuevos descubrimientos”. Estos descu- 
brimientos ayudan a comprender mejor la naturaleza, la concurrencia de los ríos, la trayectoria de 
l 


os relámpagos o la estabilidad de las aves cuando están en vuelo; pero también nos ayudan a re- 
Sol 


Ver Problemas cotidi 
de t 


lanos, tal como el diseño de rutas de transporte, la ubicación de las antenas 


elecomunicaciones o en el diseño de autos de tres ruedas. 
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1» CONCURRENCIA 


4.1, NOCIONES PREVIAS 

Debemos tener claro el significado del término 
concurrir. Cuando nos referimos a personas, 
concurrir significa juntarse con varias personas 
en un determinado lugar; por ejemplo, cuando 
un grupo de estudiantes acude al examen de 
admisión de la Universidad Nacional de Inge- 
niería. En un sistema de fuerzas, donde varias 
fuerzas actúan sobre un mismo cuerpo, signi- 
fica que estos coinciden en un mismo punto, 
como en el giro de una moto donde las fuer- 
zas coinciden manteniendo el equilibrio de la 
moto y el motociclista en plena curva. 


Por tanto, concurrir significa coincidir en un 


punto. 


Estudiantes concurriendo al examen de admi- 
sión de la UNI. 


La imagen muestra el giro de la moto en 
plena curva, 


384 


—— 


1.2. LÍNEAS S CONCURRENTES 

Tres o más líneas son concurrentes si se 
secan en un mismo punto, el cual se de 
na punto de concurrencia. 


inter- 
nomi- 


Las líneas concurrentes pueden ser Segment 
os 


donde 
-  P: punto de concurrencia de los segmentos 


Las líneas concurrentes puede ser curvas. 


0) 


donde 
- — Q: punto de concurrencia de las tres curvas 


2» PUNTOS NOTABLES ASOCIADOS AL 


TRIÁNGULO 
Son aquellos puntos de concurrencia de 
líneas notables asociadas al triángulo que tie- 


nen la misma característica. 


las 


2.1. BARICENTRO 
En todo triángulo denominamo 
punto de concurrencia de sus med 


s baricentro al 


janas. 


donde 


-  G:baricentro del triángulo ABC 


ejem Teorema 2 
todo triángulo, las medianas son concurrentes, En todo triángulo, el 
En mediana en la razón 


baricentro divide a cada 
de2a1. 


A b NÑ b E 
siAM, BN y CO son medianas relativas aBC, AC Si G es baricentro del AABC, entonces 
y AB, respectivamente, entonces AM, BN y CQ ESTRATO 
AG _BG _0G_2 | 
son concurrentes en G. | E OMT 7 
EE TS RES 
Demostración 5 EE 
h , > emostración 
ser pp medianas AM y CQ demostrare- Demostraremos que el baricentro del AABC 
mos que BN es la tercera mediana. 


divide a la mediana a razón de 2a1. 


Prolongamos BN hasta L, tal que BG=GL=1. 


E Prolongamos BN hasta L, tal que BG=GL=t. 
úl el AABL, Por teorema de base media 


En el AABL, por teorema de base media 


A AL=20 a QG=1 
Mel ALBC, Por teorema de base media En el ALBC, por teorema de base media 
a LC=2m A GM=m cs 
Como ACM//LC Ds En el teorema anterior se demostró que 
5 AGCL y OGCI/AL es paralelogramo. ] 
L Paralelogramo > AG=LC=2m; CG=LA=20; LN=NG=n 
a Como BG=GL 
e Mediana relativa a AC e o 
no queda demostrado que AM, BN Y AG BG_CG_2 
edianas Concurrentes en G, “* GM GN GO 1 
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Aplicación 1 
Si ABCD es un paralelogramo y AM=MD, cál- 


cule a. 
B 
d 
6 
A M D 


Resolución 


E 


En el gráfico 


Piden a. 

Como ABCD es un paralelogramo 

> AO=0C=m 

Como DO y CM son medianas, AN es mediana 


relativa a CD. 


a=6 


Aplicación 2 
Si G es baricentro del AABC y AC=8, calcule 
BG. 


A E 
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Resolución 
En el gráfico 


B 


AS 
A 4 mM 4 C 
H———- 8 ———y 


Como G es baricentro del AABC, 
> AM=MC=4 
En el L.AGC, por mediana relativa a la hipote- 
nusa 
AM=GM=CM=4 


En el A4ABC aplicamos el teorema 2 del bar 


centro. 
BG =2(GM) 
4 
BG=8 


2.2, ORTOCENTRO E 
En todo triángulo denominamos ortocentro 
punto de concurrencia de sus alturas 0 de sus 
prolongaciones. 


* EL AABC es acutángulo. 


B 


Á 


donde ] 
- H:ortocentro AABC : 


n— 
ga ABC es obtusángulo, obtuso en B. 


donde 


- H:ortocentro del AABC 


* El AABC es rectángulo, recto en B. 


Pp 
Nd 


donde 


B: ortocentro del DMABC 


» Nota 

La OSiciá 

a del ortocentro dependerá de 
Aluraleza del triángulo, 

En re 

la E triángulo acutángulo, el ortocen- 
Se ubica en su región interior. 


Centro s : 
y € ubica en la región exterior. 
Nel triá 
. a rectángulo, el ortocen- 
incide co AA cars 
nely 2 
lecto, el vértice del ángulo 


A el tra A ¡ ; 
triángulo obtusángulo, el orto-. 


Teorema 1 
En todo triángulo, las alturas o sus respectivas 
prolongaciones son concurrentes. 


Si AM, BN y CO son alturas relativas a BC, AC 
y AB, respectivamente, entonces AM, BN y CO 
son concurrentes en R. : 


Demostración 
A partir de las alturas AM y CQ demostraremos 
que BN es la tercera altura. 


Sea Ql la mx QBR. ' 

El (AQRMB es inscriptible. 

> mx0BR=mxQMR=0a 

El A34AQMC es inscriptible. 

> mxQMA=mxQCA=0a 

En el -<¿BOCN, 0+0=90% 0. 

> 89=90" 

Por tanto, BN es la altura relativa a AC. 


Con lo cual queda demostrado que AM, BN y 
CO son alturas concurrentes en R. 


Análogamente se demuestra cuando un trián- 


gulo es obstusángulo. 
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- Teorema 2 
En todo triángulo no rectángulo, 


determinado por dos lados y € 
minado por los seg 
centro CO 
suplementarios. 


+ Enel AABC acutángulo 


B 
5 


7 RN 
Á C 


si H es ortocentro del A4ABC, entonces 


x+0=180* | 


+ Enel AABC obtusángulo, obtuso en B 


si H es ortocentro del AABC, entonces 
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el ángulo 
l ángulo deter- 
mentos que unen el orto- 
n los extremos del tercer lado son 


Demostración 
Demostraremos solo el caso del triángulo a 
tángulo. q 


Á 

Como H es ortocentro del ABC, entonces AM 
es la altura relativa a BC y CO es la altura re- 
lativa a AB. 
Por ángulo opuesto por el vértice 

m=xAHC=m=<xMHQ=x 
El (18MHO0 es inscriptible. 
. x+0=180" 


"a 


Aplicación 3 
Calcule x. 


Resolución 
En el gráfico 


na— 


¡ AAPC, por el recíproco del teorema de 2.3. INCENTRO 

e z de 

En pc En todo triángulo denominamos incentro al 
pitágoras, SÍ punto de concurrencia de las bisectrices inte- 
Ñ me APC=90" riores. 


Como AP y BO son alturas, entonces CL esla 
altura relativa a AB. 
-. x=90" 


Aplicación 4 
SiHes ortocentro del AABC y HP=HQ, calcule x. 


donde 
- — F:incentro del AABC 


Teorema 1 
En todo triángulo, las bisectrices interiores son 
concurrentes. 


Resolución 


En el gráfico 


Si AM, BN y CQ son bisectrices interiores y rela- 
tivas a BC, AC y AB, respectivamente, entonces 
AM, BN y CQ son concurrentes en S. 


Demostración E 
A partir de dos bisectrices interiores AM y CQ 
demostraremos que BN es la tercera bisectriz 
interior. 


ÚJ ” 
Á JN C 
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DQÁQqQo sao 
ersección de las bisectri- Si / es centro de la circunferencia | 


Sea S el punto de de int Gi inscrita — 
en el AABC, entonces / es incentro del DABC, 


ces interiores AM y CO. 
En el «BAC, por teorema de la bisectriz 
Demostración 
SK=SJ=d 
En el «ACB, por teorema de la bisectriz B 
SJ=SP=d 


Como SK=SP=d, por el recíproco del teorema 


de la bisectriz 
> m«xKBS=mxSBP=P 


Por tanto, BN es bisectriz interior relativa aAc. 


Con lo cual queda demostrado que AM, BN y 


CQ son bisectrices interiores concurrentes en S. 


Coralario 


Siles incentro del AABC Sea ] el centro de la circunferencia €, inscrita 


en el AABC. Además, P, Q y T son puntos de 

E tangencia. 

Por teorema en la circunferencia 
m=PAI=m<x/AT=0 
m=xTCI=mxICQ=8 
m=OBI=m<«xIBP=B 


Por tanto, / es el incentro del AABC. 


entonces 
ESPA » Observación : ALA 
| meAlC=90% a | En todo triángulo el incentro equidista de” 
l O EE E) los tres lados del triángulo cuya distancia. 


«es (inradio). 
Teorema 2 
En todo triángulo, el centro de la circunferen- 
cia inscrita es el incentro del triángulo. 


B 


donde -. SS 
a € incentro del AABC SE 
A e E E “3nradio. del AABO NES 
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Aplicación 5 
si / es incentro del AABC, calcule f. 


Y 
ES 
A C 
Resolución 
En el gráfico 


Piden $. 


Como / es incentro del AABC, entonces 


de BI y CI son bisectrices de los ángulos inte- 
Tores del AABC. 


Enel AABC, por suma de ángulos interiores 
28+68%476"=180" 

“. B=180 

Aplicación 6 


Si O 
€está inscrito en el AABC, calcule x+y. 


Resolución 
En el gráfico 


Piden x+y. 


Sabemos que / es incentro del AABC 


> maaIC =90%+ 2 


m<A/C=120* 
En el APIQ 

x+y+120”=180" 
. x+y=60" 
2.4, EXCENTRO 
En todo triángulo se denomina excentro al 
punto de concurrencia de las bisectrices ex- 


teriores trazadas de dos vértices y la bisectriz 
interior trazada del tercer vértice. 


A continuación veremos la posición de los tres 
excentros del triángulo ABC. 


» Primera posición 


donde 
- E,: excentro del AABC relativo al lado 
BC 
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Segunda posición 


donde 


- E: excentro del AABC relativo al lado AC 


Tercera posición 


ESo=- 


donde 


-  E,: excentro del AABC relativo al lado AB 


» Observación 
Todo triánguio tiene tres excentros, úno 
“relativo cada lado, Ea: En y E. 


Teorema 1 


En todo triángulo, las bisectrices exteriores tra- 
zadas de dos vértices y la bisectriz interior tra- 
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zada del tercer vértice concurren en un punto. 


Si AP es bisectriz interior trazada desde 4 
BP y CP son bisectrices exteriores trazadas 
desde B y C, entonces AP, BP y CP concurren 
enP. 


Demostración 
A partir de las bisectrices exteriores BP y Cp 
demostraremos que AP es bisectriz interior. 


En el <MBC, por teorema de la bisectriz 
PS=PR=d 

En el <BNC, por teorema de la bisectriz 
PR=PT=d 

Como PS=PT=d, por recíproco del teorema 

de la bisectriz obtenemos que 
m=xMAP=m=xPAN=0 


AP : bisectriz del ángulo interior 


DP» Observación pS Zo 
En todo triángulo ABC, el anta sor 
va equidista de los tres lados del triángu 


cuya distancia es fa (exradio). 


«donde 
E Ej : excentró del AARCrediNoS 


A : exradio relativo/2 al lado 


Corolario Demostración 
E, 
Y 
B 
Á 
A ri 
A E 


Sea E, centro de la circunferencia €, exinscrita 


en el AABC. Además, P, T y Q son puntos de 


Si E es excentro del AABC relativo al lado BC, tangencia. 


entonces Por teorema en la circunferencia 


=== MXPAE,=m-xE,AQ=0 
| m=«PBE¿=mxE,BT=p 
] 
) 


| m«BE,C = 990 - MX4BC 
2 m«TCE¿=mxE,CO=0 


Por tanto, E, és el excentro del AABC. 
Teorema 2 


» Observación * = 
En todo triángulo, el centro de la circunferen- 


Así como hay una circuferencia exinscrita 
Cla exinscrita es el excentro del triángulo, 


, al lado BC, también hay uno para el lado 
«AB y AC; por lo tanto, todo triángulo tiene 
tres circunferencias exinscritas, una rela: 
liva a cada lado. 


si E. es el Centro 
ta al A 
o relativa al lado BC, entonces E, es 
r 
O del] AABC relativo al lado BC. 


de la circunferencia exinscri- 


E E.» E, y E; excentros del ABC. relativos a 

2 los lados BC,ACy AB, respectivamente 
ae Y 1. exradiosrelativos:a los lados. 

1 BC, AC y AB, respectivamente 
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A 


Resolución 


Aplicación 7 
Si E es excentro del AABC, calcule x. En el gráfico 


Resolución 


Piden x. l 
E Piden x. 
Como E es excentro del AABC, entonces 


m<«BEC = 90* — _ =702 
El ASQE es isósceles. 


x+x+70”=180* 


' . x=5)9” 
Como E es excentro del 44ABC, entonces 
BE y CE son bisectrices exteriores del AABC. 
2.5, CIRCUNCENTRO d 
En el AABC .s ina ci 
En todo triángulo se denomina circuncentro al 
¡atrices de 


- x+80%44”=180" punto de concurrencia de las med 


". x=56” sus lados. 
* El AABC es acutángulo. 
Aplicación 8 : 
Si Gestá exinscrito al AABC, calcule x. 
donde 


O: circuncentro del AABC 


1 


EI MABC es obtusángulo, obtuso en B. Teorema 1 
] En todo triángulo, las mediatrices de sus lados 
B son concurrentes. 


donde 
O: circuncentro del AABC 


+ ELAABC es rectángulo, recto en B. A E 
E 5 Si Li La y L3 son mediatrices de los la- 


dos BC, AC y AB, respectivamente, entonces 


L1, La y L3 son concurrentes en O. 


Demostración 

A partir de las mediatrices $ y Lo de BC y AC, 
respectivamente, demostraremos que La es 
mediatriz de AB. 


donde 


- O: circuncentro del A ABC 


» Observación 


La posición del cincuncentro dependerá 
de la naturaleza del triángulo. 


En el triángulo acutángulo, el eircun- 


Centro se ubica en su región interior. 
A 


En el triá A q 
triángulo obtusángulo, el cireun- 


Centro ló ; 43 k — a . 
o se ubica en la región exterior Sea L3 1 AB (se intersecan en M). 
va a ie o A — 
E 23 lado de mayor longitud. En 42, por teorema de la mediatriz 
el triángulo rectángulo, el circun- OB=0C=d 


Centr 
Q coincide con el punta medio 


de la bipotenusa, En .£,, por teorema de la mediatriz 


OB=0A=d 
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El AAOB es isósceles, entonces OM es altura 
y mediana. 

> AM=MB=c 

Por tanto, L3 es mediatriz de AB. 


Con lo cual queda demostrado que las media- 
trices de los lados del triángulos son concu- 
rrentes en O. 

» Observación 


En todo triángulo, el cireuncentro equidista 
de los tres vértices: : 


Teorema 2 


En todo triángulo, el centro de la circunferencia 
circunscrita es el circuncentro del triángulo. 


« El AABC es acutángulo. 


ro] 
pm] 
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y 


+ El AABC es rectángulo, recto en B 


donde 
- O: circuncentro del AABC 
-  R:circunradio del AABC 


Demostración 
Demostraremos solo el caso del triángulo acu- 
tángulo y quedará para el lector demostrar 


para los demás triángulos. 


Como O es centro de 8 
=> AO=BO=0C=R 


Sea Z1 1 AC. 

AN tura Y 
Como el AJOC es isósceles y ON es al 
mediana 
> AN=NC=n ia 
Como ON 1 AC y AN=NC, entonces 4! 
diatriz de AC. 


> A _AKÁ 


análogamente se puede demostrar que <ABC es ángulo inscrito de C 
e 

, Lo es mediariz de BC. > máAC=20 

, Pes mediatriz de AB. <AOC es ángulo central de C 

Como las mediatrices 4, La y L3 concurren => MXAOC=mAC 

en O, entonces O es circuncentro del AABC, “. x=20 


aj 
Teorema 3 teorema 4 


Á 13) Mb E 


Si el AABC es acutángulo, O es su ci 
Si el AABC es acutángulo, O es circuncentro A AAA 
y OM 1 AC, entonces 


del AABC, entonces 
0 E E AM=MC ' 


: » Obsory vación 

En todo triángulo equilátero, el ortocen- 
“tro, el incentro, el baricentro y el circun- 
centro coinciden en un solo punto. 


0 $ Jonds- 


H: ortocentro del ABC. ; hi is 

: SE: incentro del DABC.. 

Sl G: baricentro del DABC | E 
S o: OS del DABC: ee E ca ze 


€S Ciro 
“entro is del A4BC, entonces O es 
SABC. Circunferencia 4, circunscrita al 


A ———— 
| 
En el L.ABC, por teorema de mediana relativa 


Aplicación 9 
SiO es circuncentro del AABC y AO=CD, calcule x. a la hipotenusa 


d=3 


3» “TEOREMAS ASOCIADOS AL ORTOCENTRO 
Y AL CIRCUNCENTRO 


eorema 1 


A 
En todo triángulo, el ortocentro y el circuncen- — 


Resolución : 
o tro pertenecen a dos rectas isogonales respec- 
tenecen a 


to de uno de sus ángulos interiores. 


A 


Como O es circuncentro del AABC 
> mxA0OC=2(mxABC) 


-m=xAxOC=140" 
Como O es circuncentro del AABC. A M C 
> AO=0C=a 
El AOCD es isósceles. Si H es ortocentro y O es circuncentro del 
. x=40" : 
ZMABC, entonces 

Aplicación 10 ( 
Si la hipotenusa de un AABC, recto en B, mide PE 

ho 


6 u, calcule la distancia entre el ortocentro y 
circuncentro de dicho triángulo. 

; Demostración 
Resolución 
Piden BO=d. 


B Sn ortocentro 


A 3 ¿20 3 C 


circuncentro 
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a 


Trazamos ON LEC. 
Como O es circuncentro del AABC 


E m<BAM=m=xBON=n 


En el DABB, o+r=9 3 1 
Enel LONB, 0+/1=90* - 


. 0=0 


Teorema 2 
En todo triángulo, la distancia del ortocentro a 
un vértice es el doble de la distancia del cir- 


euncentro al lado opuesto dicho vértice. 


Si H es ortocentro y O es circuncentro del 
AABC, entonces 


Trazamos el diámetro CD 
> mxCBD=m=«xCAD=90" y CO=0D. 
En el MDAC, por base media 
AD=2(OM)=2b 
Trazamos las alturas A£ y BP relativas a BC y 
AC, respectivamente. 
Entonces ADBH es un paralelogramo 
> DA=BH 
a=2b 


Aplicación 11 
Si H es ortocentro y O es circuncentro del 
AABC, calcule 0/0. 

B 


h 


Á Ú 
A 


Resolución 
En el gráfico 
B 
A Ú 
Piden 0/6. 
Como O es circuncentro del AABC 
> BO=0C 


En el AABC, por el teorema 1. 
m=xABH=m=xoOBC 


> q=8 
64 
0 
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Aplicación 12 , 
Si H es ortocentro y O es circuncentro del 
AABC, calcule x. 


B 


Os 


Á 


Resolución 
En el gráfico 


Piden x. 
El OMC es notable de 30* y 60”. 
> OM=3 
En el AABC por teorema 2 
BH=2(0OM) 
. x=6 


4» RECTA Y CIRCUNFERENCIA DE EULER 
Uno de los teoremas más importantes rela- 
cionados con los puntos notables del triángu- 
lo es el que encontró el gran matemático sui- 
zo Leonhard Euler, sobre la colinealidad de 
tres puntos notables. Además, es importante 
revisar la circunferencia de los nueve puntos, 
conocida por los franceses como circunferen- 
cia de Euler. 
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y 


4.1, REGTA DE EULER 

Es aquella recta que contiene al ortocentro, a] 

baricentro y al circuncentro de un ias 
O 


equilátero. 


+ El AABC es acutánguio 
B 


recta de Euler 


* El AABC es obtusángulo, obtuso en B. 


recta de Euler 


lo, recto en B. 


+ El AABC es rectángu 


recta de Euler 


> 


Teorema 
En todo triángulo no equilátero, el ortocentro, el 


baricentro y el circuncentro son colineales y la 
distancia del ortocentro al baricentro es el doble 
de la distancia del baricentro al circuncentro. 

B 


Á E 
Sea el AABC no equilátero. 


SiH, G y O es ortocentro, baricentro y circun- 
centro, respectivamente del ABC, entonces H, 
Gy0O son colineales y HG=2(GO). 


Demostración 


min 
y mobs ortocentro 


Y ES 
amos BM tal 
Sa PQ la 


y O es circuncentro 


que BM A HO=(G) 


AS 


AQPG = AOMG (caso ALA) 
QP=0G=n 
PG=MG=a 
a=4 


Como BG=2(GM) y BM es mediana, entonces 
G es baricentro del AABC. 


Como a:=q, por ángulos opuestos por el vértice 
obtenemos que H, G y O son colineales. Ade- 
más, HG=2n y GO=n; por tanto, HG=2(GO). 


Aplicación 13 
En un triángulo UNI, la recta de Euler 2 y 


la altura NP se intersecan en Q. Si 2//UL, 


NQ 
lcule —=. 
calcule 55 


Resolución 


Graficamos. 


Como Q pertenece a la recta de Euler y a la 


altura NP entonces Q es ortocentro del AUNI. 
Sea O el circuncentro del A UNI 

> NO=2(0M)=2a 

Se obtiene que PO=a 
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Aplicación 14 

En un triángulo rectángulo ABC, su recta de 
Euler interseca a la hipotenusa a AC en Q. Si 
CB=CO, calcule la mxACB. 


Resolución 


Y 


IN recta de Euler 


Á 


Piden x. 
Si 2 es recta de Euler del DABC, entonces Q 
es circuncentro 
> AQ=0C=a 
El a ABC es notable de 30” y 60”. 
. x=60" 


4.2. CIRCUNFERENCIA DE LOS NUEVE 
PUNTOS O CIRCUNFERENCIA DE EULER 
El nombre deriva de que la circunferencia 
pasa por nueve puntos. El centro de dicha cir- 
cunferencia está sobre la recta de Euler del 
triángulo, justamente en el punto medio del 
segmento cuyo extrernos son el ortocentro y el 
circuncentro de dicho triángulo. 


Teorema 1 


En todo triángulo, los puntos medios de los 
tres lados, los puntos medios de los segmen- 
tos que van del ortocentro a los tres vértices 
y los pies de las tres alturas pertenecen a una 
misma circunferencia. * 
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donde 
- €: circunferencia de los nueve puntos 0 


circunferencia de Euler 


Demostración 


: urre 
Empecemos a analizar por partes lo que oc 


con los puntos medios L, F, S, É, QyD. 


Á N , en 
dia obtenemo : 
me elas: 


la base 
Por teorema de pnias par 


los triángulos las siguientes 
+ AABC,LS//AC. 
+ AAHC, DE//AC. 
- ABAH,LD//BH. 
.  ABCH,SE// BH- 


> 


por tanto, LSED es Un rectángulo, 


Por teorema de la base media obtenemos en 
los triángulos las siguientes líneas paralelas: 


* ABAC,LS//BC. 

*  ABHC, FE//BC. 
*  AABH, LE//AH. 
*  AACH, QE//AH. 


Por tanto, LFEO es un rectángulo. 


Ahora analizaremos en un solo gráfico lo que 
oc Sis 4 
urTe con los vértices de los dos rectángulos 
anteri R 
teriores y los Ples de las tres alturas. 


— a nén”. 


Del gráfico se obtiene que las diagonales de 


los rectángulos LSED y LFEQ son concurrentes 
en su centro O. 


> DO=LO=FO=SO=EO=0Q0 

Por teorema de mediana relativa a la hipote- 
nusa se obtiene que en el 

* IAMLPE, LO=EO=PO 

* I3DMS, OM=0D=0S 

* IXFNOQ, FO=00=0N 


Como los puntos L, F, S, M, E,Q,N,Dy P equi- 
distan en O, entonces por £, F,S,M,E,Q,N,D 
yP pasa una única circunferencia 4, la circun- 
ferencia de los nueve puntos. 


Teorema 2 

En todo triángulo, el centro de la circunferen- 
cia de los nueve puntos es punto medio del 
segmento que une el ortocentro y el circun- 
centro de dicho triángulo. 


B 


== 


Si H es ortocentro y O es circuncentro del 
AABC y O" es centro de la circunferencia de 


los nueve puntos €, entonces 


HO'=0'0 
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Demostración 


Si 6, es circunferencia de los nueve puntos 


y €, es circunferencia circunscrita al: AABC, 
entonces 


Como € es la circunferencia de los nueve 
puntos, entonces F es punto medio BH, N pie 


de la altura BN y Q es punto medio de AC. 


En el AABC, por teorema 2, asociado al orto- 
centro y circunscentro. 

BH=2(00Q)=2a 
Como mxFNQ=90", entonces FO es diámetro 
de €. 
AFHO' = AQUOO' (caso ALA) 
> FO'=0'Q=r 


- HO=0'O=1 


Por tanto, O' (centro de la circunferencia de los 


_— . el AJBC. 
nueve puntos) es punto medio del HO. Sea H ortocentro y O cireuncentro d 


e 
. : los nuev 
erencia de 
Como 4%, es la circunf 


z puntos 

Teorema 3 ' > BF=FH=a 

En todo triángulo, el radio de la circunferencia po=Ogal base media 
- Enel ABHO, por teorema de ba 

de los nueve puntos es la mitad del circunradio Ñ 

de dicho triángulo. a 
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no 


Aplicación 15 
s el ortocentro del AABC y Q el centro de 


siHe 
la circunferencia de los nueve puntos, calcule x. 
B 
O l)] 
A E 
Resolución 
- Enel gráfico 


B 


A P M 


EN 


Sea O circuncentro del A4ABC 
==) HQ=00=0 


En 

el AABC, por teorema 2, asociado al orto: 
centro H y cireuncentro O 

EH =2(0M) 


> OM=4 


En el $ ; 
Medi trapecio P, HOM, por teorema de base 
la del trapecio . 


x=2+4 
2 
* Xx=3 


Aplicación 16 
Si el radio de la circunferencia de los nueve pun- 
tos de un triángulo ABC mide 3 y la mxABC=60", 


calcule AC, 


Resolución 


Piden 4C. 


Si G es la circunferencia de los nueve puntos 


del AABC 


R 
2 — 


En el AABC, por teorema 3 del circuncentro 


m=xAOC=120* 


En el AAOC se obtiene que 
AC =6V3 


FS 


5» TRIÁNGULOS ESPECIALES ASOCIADOS Propiedad 2 ( 


A LOS PUNTOS NOTABLES El circuncentro de todo triángulo es Ortocentr 
de su triángulo mediano. 2 


5.1. TRIÁNGULO MEDIANO 
Es aquel triángulo cuyos vértices son los pies 


de las medianas de un triángulo. 


Sean AM , BN y CO medianas del A ABC. era 
y ; onde 
A -MNO: triángulo mediano del AABC - —AMNO: triángulo mediano del AABC 
A ABC: triángulo antimediano del 4 MNQ “Or circuncentro del A ABC 
- O: ortocentro del 4 MNQ 
»» Nota 


Al triángulo mediano también sele conoce 
como triángulo complementario. 


5,2. TRIÁNGULO ÓRTICO 
Es aquel triángulo cuyos vértices son los pies 
] de las alturas de un triángulo no rectángulo. 
Propiedad * Se presentan en los siguientes triángulos: 

El baricentro de toda región triangular es tam- 

bién baricentro de la región triangular asocia- + Enel AABC es acutángulo. 


da a su triángulo mediano. 


donde p80 

sd donde ' 
- — /AMNOQ: triángulo mediano del A ABC - AM,BNyCQ son alturas 2 Ñ ABC 
-  G:baricentro del A ABC y del A MNQ = ¿$ MNQ: triángulo órtico de 
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En el AABC es obtusángulo, obtuso en B. Propiedad 2 
En todo triángulo acutángulo, los vértices son 
excentros de su triángulo órtico. 

B 


donde 
- AM, BN y CO: alturas del AABC 
AMNO: triángulo órtico del AABC donde - 
-  AMNO: triángulo órtico del AABC 
- A,ByCson excentros del AMNO. 
Propiedad 1 Propiedad 3 


En todo triángulo obtusángulo, el ortocentro es 


En todo triángulo acutángulo, el ortocentro es : 
uno de los excentros de su triángulo órtico. 


Incentro de su triángulo órtico. 


“onde | donde 
AMNOQ: bis - -AABC: triángulo obtusángulo (obtuso en B) 
Lon PBulo Órtico del AABC - AMNO: triángulo órtico del AABC 
% "locentro del AABC - — H:ortocentro del AABC 
“Mcentro del A MN - A, HyC: excentros del AMNQ 
Q -  B:incentro de AMNOQ 
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5.3, TRIÁNGULO EXINCENTRAL 
Es el triángulo cuyos vértices son los excentros 
de un determinado triángulo. 


ES 


Y 


donde 

- — AEQ¿E¿E.: triángulo exincentral del A ABC 
- — F.incentro del AABC 

- — Iortocentro del AE,E,E. 


-» Nota 


“Se observa que el AABC es el triángulo 
órtico del A E,E,E.. 


5.4, TRIÁNGULO TANGENCIAL 

Es el triángulo cuyos vértices son los puntos de 
tangencia entre la circunferencia inscrita y los 
lados del triángulo. 


donde 

€: circunferencia inscrita en el AABC 

- M,NyQ: puntos de tangencia N 
-  AMNO: triángulo tangencial del AABC 
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Propiedades | 


+ Todo triángulo tangencial es acutángulo 
+ El incentro de todo triángulo es e] ión 
centro de su triángulo tangencial. 


5.5, TRIÁNGULO PEDAL 

Es el triángulo cuyos vértices son los pies de 
las perpendiculares trazadas desde un punto 
cualquiera del plano determinado por un trián- 
gulo dado sobre los lados o sus respectivas 
prolongaciones. 


donde 
- A MNO: triángulo pedal del A ABC 
Q 


donde 
- —AMNQ: triángulo pedal del 


DPhnota ES 
De los dos últimos 4 
*P en una posición dad 
“siguiente: - 


“al ubicar” 
aia 
a, obtendremos ] 


ángulos, 


el, 
Ns gcentro,. 7 
ort rlico, 


e Si P-coincide* con eb. 
- triángulo pedal es € 

del triángulo. 

e Si P-coincide con: 


1 triángulo 0 
el RE 
riiángulo TE E 


ato eZ 
Sn pgendi 
“cren 


Aplicación 17 Aplicación 18 
En el gráfico, el AUNI es el triángulo media- En el gráfico, el APQR es el triángulo órtico del 
1CO de 


no del AABC y G es baricentro del AABC. Si AABC. Calcule O 
LG=2, calcule AL. : 


Resolución 
Piden 0. 


Piden x. C 
Por propi sd 
a del triángulo mediano, G es ba- Por propiedad del triángulo órtico, H es orto- 
=> NG= ABC y del AUNI, centro del AABC y es incentro del APQR. 
=2(GL) y AG=2(GN) 
— rial 
NG=4 ; 2 En el APQR, por corolario del incentro 
AS m-<PHQ=90%80"/2=130" 
En el se == 
m ] 
En le AG se obtiene que Con el AAPBQH es A inscriptible 
"o x=6 => 0+130”=180" 


¿.. 0=50" 


| 409 


| 
|] 
B 
] 
j 
] 
i 
a 
] 
B 


A 


A 


AEREA 


AT IM AS, 


H0 


- tra espalda, centrado tanto en altura 


Posición adecuada de la mochila de montaña 


¿Quiénes de nosotros alguna vez no ha salido de excursión a una montaña, a una playa o sim- 
plemente de viaje a alguna ciudad? Estoy seguro que durante esos viajes siempre hemos lleva- 
do con nosotros una mochila con nuestra ropa de cambio, nuestros objetos de aseo personal, 
nuestros alimentos, bolsa de dormir y otros más, sintiendo el disgusto de llevar con nosotros 
sobre nuestras espaldas tanto peso. 


Una de las técnicas para aligerar el peso de nuestra mochila y caminar con soltura es la correc- 
ta distribución de la carga durante la ruta, evitando padecer disgustos, lesiones y sobrecargas. 


Una primera idea es distribuir la carga colocando los objetos más pesados centrados, con 
respecto a un eje central, rodeados por los objetos livianos y alimentos ligeros para así poder 
equilibrar bien el peso. 


Una segunda idea es conseguir el 
centro de gravedad de la carga, que 
se ubica lo más cerca posible a nues- 


como en el ancho. Es decir, la mochila 
debe ir pegada a la espalda y no debe 
haber más peso en un lado para no 
provocar inercias al caminar. Si esto - ; 4 
no se consigue, parecerá que llevas más peso del que realmente llevas y aumentará la tensión 
muscular haciendo más incómodo nuestro paso. 


aminatas suaves. |. Caminatas difíciles 


E Centro de gravedad 
E Carga pesada 


EN Carga liviana 
Bolsa de dormir 


la caminata. 


po 


ser 


Problemas resueltos < 


problema 1 Resolución 
En un triángulo ABC, de baricentro G, se ubi- Piden AG=x. 
ca el punto D sobre AC. Si AD=3(DC)=6 y 
m«BGC=90", calcule GD. 


Resolución 
Piden DG=X. 
Sabemos que G es baricentro del AABC, en- 
Q tonces AM es mediana relativa a BO. 
di Además 
A 4 M 2 ¿7D 25€ AG=2(GM) (*) 


Como GM y BN son medianas del ABGC, en- 
Sabemos que G es baricentro del AABC, BM tonces F es baricentro del ABGC 


es mediana relativa a AC. GF=2(FM) > FM=3 

AM=MC=4 De la ecuación (*) 
En el RMCC, aplicamos teorema de la media- AG=2(GM) 
ha relativa a la hipotenusa x=2(9) 

GD= MC s. x=18 
5 x=2 : 

y Problema 3 
p En el gráfico, G es baricentro del AABC, AG=4 
roblema 2 


E : - y CG=6. Calcule LG. 
Es gráfico, G es baricentro del AABC. Si 
=6 y GN=NC, calcule AG. 


B 


—— 
Sabemos que ABCD es un rombo | 
Piden LG=x. | AO=0C; BO=0D 

> ACLBD 

En el AACD, R es baricentro 

> AR=2(2,5)=5 


Resolución 


RD=2(0R) (+) 
El LAOR es notable de 37" y 53% 
> RO=4 
Reemplazamos en (*). 
RD=2(4)=8 
A C Como BO=0D=12 
Sabemos que G es baricentro del AABC. Ñ ii 
* AG=2(PG) => GP=2 ds a 
+ CO=2(GQ) > GP=3 
UJPGOL es rectángulo. a, Problema 5 
> LO=PG=2 En el gráfico, H es ortocentro del triángulo 
En el LOG ABC. Calcule al 
Pe a go B 
x=4/13 
Problema 4 


En un rombo ABCD, M es el punto medio de 
CD y la diagonal BD corta a AM en un punto R. 


Si RM=2,5 u y la medida del ángulo DRM=37", 
halle BD. 


Resolución 
Piden x. 


Resolución . 
En el gráfico 
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PP 


| 


Piden X. 
Sabemos que £ DN 
tonces AP y CQ son alturas relativas a BC y AB, 
respectivamente. 
ABPHO es inscriptible - 
> m«0BP=mxPHC=50. 
En el DBML 

5a+40=90* 
., a=10* 


e H es ortocentro del AABC, en- 


Problema 6 
Si G es baricentro del AABC, calcule x. 


Resolución 
En el gráfico 


A 


Piden se 
Saber Os 


que , 
"Monces Bpg G es baricentro del AABC, 


e . 
“Gp S mediana relativa a AC y 


[AMGLOC es inscriptible 
> mxMCG=mxMDG=x 


ElI1uMOD es notable de E. 


= 330 == o 
x===26,5 
- Problema 7 


En el gráfico, calcule 6, 


Resolución. 
En el gráfico 


Como BM y CN son alturas del AWABC, enton- 
ces H es ortocentro del AABC y AQ es altura 
relativa a BC. 

Como DO y EM son alturas del ADEC, enton- 
ces CL es altura relativa a DE. 

. 0=90% 


Si Gestá inscrito en el AABC, calcule x, 


Problema 8 Problema 9 


Si H y H' son ortocentros de los triángulos FVY 
y UNI, respectivamente, calcule x. 


V E 
A A 


ES > 
LOBO LE AS Resolución 
> y | En el gráfico 


a) 
L5 


Resolución 
Piden x. 


El AFVY es acutángulo. 


B 


En el ABC, por corolario del incentro 


mMAlC =90+ E =126" 
Por teorema del ortocentro : En el ALIP isósceles 
20+40”=180" , m=x/ILP=m=<I!PL=27 
0=70* En el M£BP se obtiene que 
El AUNI es obtusángulo. x+27"=90" 
x=63" 
Problema 10 


ABC. 
1 
En el gráfico, O' es circuncentt de 


Calcule az. 


Por teorema del ortocentro 
x+70=180* 
+. x=110* 
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ES Resolució 
Resolución ue ón 
: En el gráfico 
Piden O.. 


Sabemos que O es circuncentro del AABC, 
entonces mxAQC=90" y AO=0C=R, 


NAPO 15.00€ (caso ALA) 
> AP=00=4 rn PO=0C=5 


Como O es circuncentro del AABC, entonces 
PM es mediatriz de AC. 


Por teorema de la mediatriz de AC 


En AQ 
mxPAQ=mxPCO=0 xa 
El DABPC es cuadrilátero inscrito. “o x=9 
MXPCB=m=<BAP S ; 
a Problema 12 
Si E es excentro del AABC, calcule $. 
Problema 11 


En el Sráfico, O es circuncentro del AABC. Si 
“4yCQss, calcule PO. 


Resolución 
En el gráfico 
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Piden x. 
Sabemos que E es excentro del AABC 
> mxPBE=mxEBC=0 
En el punto B 
20+72=180* 
(m=54* 
En el AABD, por medida del ángulo exterior 


B+46= 0w 
540 
p=8" 
Problema 13 


En un triángulo ABC (AB=BC), M es punto me- 
dio de AC y P es un punto interior del AABC. Si 
m=ABC=4m=xABP=80" y mxAMP=45", cal- 
cule la m< PAB. 


Resolución 
En el gráfico 


A m M m Pa 


Piden x. 
El AABC es isósceles, entonces BM es media- 
na, altura y bisectriz a la vez 


Como BP y MP son bisectrices del AMB, en- 
tonces P es incentro del LAMB. 


> AP es bisectriz del BAM 
En el MAMB 

| 2x+40%=90" 

| . x=25" 
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En un triángulo equilátero de lado 3/3 indique 


Problema 14 


a qué distancia está el baricentro de cualquie 


ra de los vértices. 


Resolución 


En el gráfico 


Pb Recuerde 
En un. triángulo equal 
el incentro, el ortocentro y 
coinciden en un puntO. o 


ero; el | baricentró, 4 
el icUncena ó 


. vértice. 
Sea d la distancia del baricentro 4 cada 


Como G es circuncentro 


> me«AGC=2m=<ABC=120" 
A 
60* 
El AAGC es notable de 120". 


AC=d43 
== 
343 


d=3 


A 


problema 15 


En el gráfico, / es incentro del AABC, Calcule x. 


B 


Resolución 
En el gráfico 


Piden x. 
Sabemos que / es incentro del AABC 
5 MXABI=m <IBC=x 
MXACI=m <ICB=8 
El QBDcI es inscriptible 
> MSICB=m<IDB 
9=5p> 


En el DAABC a 


Plicamos sum 4 j 
; a - 
te leg de ángulos In 


1007 
Íx=8gp0 


”, X=]60 


<a 


Problema 16 


En el gráfico, O es circuncentro del AABC. Si 


BC=CD, calcule x. 


Resolución 


Piden x. 


B 


SiO es circuncentro del AABC 
> AO=BO=CO=R 
En el CAD, por teorema de la mediana relati- 
va a la hipotenusa. 
DO=A0O=CO=R 
El el DEC, por teorema de la mediana relativa | 
a la hipotenusa. 
m=xDBC=90" 
En el vértice B 
x+90%%70"=180" 
. x=20" 
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—« 


Problema 17 Por teorema de la mediana relativa a la hipo 


En el gráfico, | es incentro del AABC.SiPyQ 
son puntos medios de AR y CE, respectivamen- 


te, y PQ//AC, calcule 0%. 


tenusa 
* enel AIR, mxAIR=90". 
.« enel £/C, mxElC=090", 
En el punto / 
or 90% 125+90%=360* 
a=50" 


Problema 18 
Dado un triángulo ABC de excentro E relativo 


a BC. Si AE n BC=(R), AC=CE y m«AEC=40» 


Resolución calcule mxARC. 


En el gráfico 
Resolución 


Graficamos. 


Piden Q. 
Sabemos que / es incentro del AABC, enton- 


ces Al y CI son bisectrices. Piden x. 


mxA/C =90%+ e Sabemos que AC=CE 
Z 
> mxEAC=mxAEC=40" 


m=A/C=125" A rior 
E En el AACE, por medida del ángulo exte 
Sabemos también PO//A o 
ién que PQ//AC, entonces me ECP=40%40=80 , 
m<JAC=m<A/P=0 entro, entoncesÚ 
exc y 
hi ACI=m=<CIO=P En el AABC, como E es 
e es bisectriz del <BCP. > 

El AAPI es isósceles ulo exteriol 


Enel AARC, por medida del áng 


> AP=Pl=c 

El ACQI es isósceles x-+40=160* 

> CQ=0QI=a 2 x=120" 
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problema 19 


Inés quiere ubicar su mesa de centro a la mis- 


ma distancia de cada sillón. ¿En qué punto no- 
table del triángulo lo debe ubicar? 


5 mesa de centro 


S 


Resolución 
En el gráfico ñ 


A: Puy 


S 


nesa de centra -” el 
Mx Td 
, U= j 
v A y ? 
A d ha £ 
, 


y e 


e 
Piden que O sea 
Por dato, O equi 
3 AQ 
Por + : 

anto, O es Circuncentro del AABC 


Punto notable del AABC. 


dista de los puntos AByC 
=BO=0C=q 


Problema 20 


E Stáfico m 


u 

Dor dos Ps Un terreno triangular limita- 
a a las y Un bosque, al cual se 

| 2 a Para regar y mante- 

a 

"dique en qué 0 la mayor parte del césped. 

Wicarse , 


Punto notable del terreno debe 
0 aSPersor, 


Resolución 
En el gráfico 


circunferencia 
inscrita 


aspersor 


Un aspersor es un dispositivo mecánico que 
en la mayoría de casos transforma un flujo lí- 
quido en rocío, asperjándolo en forma circular. 


Para cubrir la mayor parte del césped, es ne- 
cesario ubicar el aspersor P en el centro de la 


circunferencia inscrita; por tanto, P es incentro 
del AABC. 


Problema 21 


En el gráfico, M y N son puntos de BC y AC, 
respectivamente. Si G es baricentro del trián- 


gulo ABC, GM=a y GN=b, calcule la longitud 
de la tolva. 
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Resolución 


Piden la longitud de la tolva =L£. 
Sabemos que G es baricentro AABC, entonces 
* AMes mediana y AG=2a 

+ BN es mediana y BG=2b 

En el 4.»BGM, aplicamos teorema de Pitágoras 


2b 


(1/2)?=a?+ (2by? 
L/2= Va? + 4b? 


L=2V a? +4b? 


Problema 22 


José observa desde el punto C un yate cerca a 
la orilla de la playa con un ángulo de observa- 
ción de 45” y luego recorre 50 m hasta el punto 
H (ortocentro del triángulo ABC). Calcule la 
longitud del largo del yate. 
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Resolución 


Piden AB=L. 
Sabemos que H es ortocentro del AABC, en- 
tonces AP es altura relativa a BC. 


m=xBAP=m=xPCH=0. 


“ELNMDAPC es notable de 45? 


> AP=PC=a 
Del gráfico 
H 
L ES P 
¿ B 50 
/ 
Ly 
P 
C | 
DbAPB=1CPH (ALA) | 
L=50 | 
Problema 23 


Se desea construir un hospedaje ubicado a | 
el excentro E del triángulo ABC, Legal 
tres autopistas. Si AE=20 m y o+B=120" edes 
le la distancia que cada uno de los huésp 


as auto" 
debe recorrer para llegar a una del 
pistas. 


<A 


resolución 
En el gráfico 


Piden x (distancia de E a la autopista AC). 
Dato: a.+B=120* 


Sabemos que E es excentro del AABC, enton- 
ces AE es bisectriz del «BAC. | 


Enel AABC 


2 =1809 
M+0+P=180 
1209 


2m=60> 3  m=302 


A 
El». APE €S Notable de 30? y 60. 


Problema 24 


Bolognesi 


Resolución 
En el gráfico 


B_ Melgar - 
a 


x . . 
MN biblioteca 


Grau 


Bolognesi 
e 
2 


Piden d (distancia entre la institución Grau y la 
institución Bolognesi). - 


Como la biblioteca se encuentra a 500 m de 


Cada institución, entonces se ubicará en el 


punto O, circuncentro del AABC. 


Como O es circuncentro del AABC 
> mxAOC=106” an AO=0C=500 
El A440C es isósceles 
> m=x0OAC=m=x0OCA=37" 
Els AMO es notable de 37 y 53*. 
=> AM=400 

d=800 m 
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Problema 25 


Calcule la distancia entre las parte 
de la antena de televisión y del techo de la 
casa si AC=4,8 m y H es ortocentro del trián- 


gulo ABC. 


s más altas 


Resolución 
En el gráfico 


Sea d la distancia entre las partes más altas de 
la antena de televisión y del techo de la casa. * 
Como H es ortocentro del AABC 


> mx AHB=mx ACB=37" 
HO LAC 
El AABC es isósceles 
> AQ=0QC=2,4 
El ls AQB es notable de 37? 
> BQ=1,8 
El LAQH es notable de 37 
> QH=3,2 
Luego 
x+1,8=3,2 
x=1,4m 


—y 
Problema 26 


En la ciudad de Lima hay tres parques: e] Cam. 
po de Marte, Parque de la Reserva y Parque de 
la Exposición. La inmobiliaria Artycrea cons. 
truyó el edificio Sensara en el circuncentro del 
triángulo formado por los centros de los tres 
parques; el perímetro de dicho triángulo es de 
8 km. Calcule el circunradio del triángulo si se 
sabe que es un número entero. 


j nd d 


44 Exposición Y 
j A 


mE, 
la 


oc ' Ne 1 
“Estadio Naq—l del Perú O Ñ 
j z S . HAN 


Resolución 


Sea R circunradio del AMLP. 


É£ y Ñ edificio 
” 1. Sensarta 


Piden R si es un número entero. 


0 
0 es circuncen 


Sabemos que 2py,p=8 KM Y 
del AMLP, entonces 


MO=LO=PO=R 


no 


gn el AMLP 
a<2R <b+e (1 
p<2R <a+c an 
c<2R <a+b UY) 


Sumamos (1), (1D y (1D. 


a+b+e < BR < 2(a+b+c) 


2p<6R<4p 
Y = 
8 16 


> 4<3R<8 


133... <R < 2,6... 


É Réntero ga 2 km 


Problema 27 


Miguel, desde su celular, realiza una cone- 
xión compartida a tres aparatos electrónicos 
(un televisor, una tablet y una laptop). Si desde 
laubicación del celular, como muestra el gráfi- 


co Sal 
,la señal wifi llega con la misma intensidad 


al : 
os tres equipos electrónicos, calcule 6. 


Resolución 


En el gráfico 


Piden 6. 


Para que la señal de wifi del celular llegue con la 
misma intensidad a los tres aparatos electróni- 
cos debe ubicarse a la misma distancia de cada 


“uno de ellos. 


Como AO, BO y CO deben ser iguales, O es cir- 


cuncentro del ABC. 

> mx AOC=2(50=100* 
semás: AO=0C=R. 

El AAOC es isósceles. 

> mx 0OAC=mx OCA=40" 
En el APC 


98+40”=90" 


“. 0=50" 
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Problema 28 Se obtiene CD=200 


En el DPSDC 
En el gráfico se muestra un velero, donde G y PC=CD=200 


y ¡ 1 l foque y la : 
G' son los baricentros de la vela del foque y A ca 
vela mayor, respectivamente. Si AB=100 cm y 


PQ=520 cm, calcule L (longitud del velero). 


S 480 0) 
N vela mayor 


> a+b=480 
Luego L=2a+2b 
L=960 cm=9,6 m 


Problema 29 


En el gráfico, A y L son puntos de tangencia, 


BD=DA y AC = 2./2. Calcule AB. 
Resolución 
En el gráfico 


n+100 
vela del foque 


vela mayor 


> e 


Resolución 
Piden AB. 


Piden L. 


En el A /FC, G es baricentro 

=> AF=AC=n+100 
IP=PC=a 

En el ABDE, CG' es baricentro 

> BF=BD=n+200 - 
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> — 
En la semicircunferencia 
mxALD=90" 
En el DALC aplicamos teorema de la mediana 
relativa a la hipotenusa. 
AM=LM=MC=Y4/2 
Como BM y CD son medianas del AABC, en- 
tonces L es baricentro del AABC. 
BL=2(LM)=2v/2 
En el BAC aplicamos teorema de Pitágoras. 


AB? 4/2 = (8/2) 


. AB=4 


Problema 30 


En un triángulo ABC, de ortocentro H, 


M«BAC=70". En la region exterior y relativa al 


lado AC se ubica el puntoP. SimxHPC=m<HBC, 
calcule m«APH, ) 


Resolución 
Graficamos. 


IN 


8 


Piden mxAPH=x. 
Sabemos que H es ortocentro del ABC 
> mxHAC=mxHBC=09 
En el lnAQC | 
m-=xBAC=70" 

> MXACO=20" 

El (AAHCP es inscriptible 
> MmxAPH=m=xACH=20* 

. x=20 


Problema 31 


En un triángulo acutangulo ABC de ortocentro 
H y circuncentro O, sobre el lado AC se ubica 
el punto P. Si AP=PO=5 y PC=1 1, calcule BH. 


Resolución 
Graficamos: 


Piden BH=x. 

Como O es circuncentro del AABC 

> AM=MC=8 

En el OMP aplicamos teorema de Pitágoras 
OM=4 


En el AABC por teorema 2 asociado al orto- 
céntro y circuncentro 


BH=2(0M) 
x=8 
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Problema 32 


Resolución 


» Nota 
triángulo isosceles ABC de base AC, se 
E SiAN=MB, 
ubica el punto P en la region anterior, tal que Ss 
enionces PO es 
=99 =502 =30". 
mxBCP=20% mxPCA=50" y mxPAC=3 bisectriz del 
Calcule m<xPBC. <NPM. 
Resolución 
Graficamos. 


Graficamos. 


Piden mxPBC=x. 


El A ABC es isósceles, entonces BH es altura, á 
mediana y bisectriz. 
. ComoS e BH 


> mxSAC=m=xsSCA=30" 
En el ABSC, P es incentro 


> mxSBP=m=xPBC=x 


PBO. 
Piden señalar qué punto notable es O del A 
Sea mAM = mBN =2P. 


_PB=Í 
a > m<ABM=mxBMN=B A MP=PB 
2x=20" o dl 
x=10* Sea mBM = mCN = 20 | e 
> m=xNBC=mxBNM=0 A BQ=0 
Problema 33 


C. 
Del dato O, circuncentro del 2»AB 
En los arcos AB y BC, de la circunferencia cir- 
cunscrita al triángulo ABC, se ubican los puntos bisectriz del <NPA. 
M y N, respectivamente, tal que mAM = mBN y 


50 es 
nees P 
Por propiedad, si PM=PB=6, ento 


; , del 
— ¡sectiZ 
CN. Si ; AREA Si BO=QN=n, entonces qO es dl 
mBM =mCN. Si MN interseca AB y BC en P y Le á 


Q, ¿qué punto notable es el circuncentro del e 


triángulo ABC para el triángulo PBQ? Por lo tanto, O es excen 
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Test 


1. Sil esincentro del AABC y a+B=65>, cal- 4, 


Si E es excentro del AABC, calcule x. 


cule x. 


A) 15 
B) 20 
0) 25 
D) 30* 
E) 35" 


2. El AABC es acutángulo y su circuncen- 
tro es Q. Si mxAOC=120", mxBAD=38 y 
mxBCO=2f, calcule $. 


ar 


Sea G baricentro del AABC, recto en B. Si 
BC=6 y AG=4, calcule mxBAG. 


A) 122 B) 10? C)9" 
D) 8 E) 7? A) 30* B) 37" C) id 
D) 532 E) 60 
2, SIMyN son puntos medios de BD y CD, GyF hareciisa das 
' 5. En el gráfico, G y F son baricentros de los 
respectivamente, calcule x . triángulos ABC y AGC, respectivamente. Si 
FM=2, calcule BM. 
A) 18 D 
B) 20 
E) 21 
D) 24 
4 D Ñ e E) 27 SNE 
A) 709 B) 80? C) 90 ; % 
D) 100* E) 110? ss il 


 .c 
Problemas propuestos “ 


Nivel básico 4. En el gráfico, H es ortocentro del AABC 


Calcule 6. 
1. Enel grafico, G es baricentro del AABC y 


BG=3(AD)=6. Calcule DC. 


O 
LN 
4 D C 
A) 30 B) 12 O) 14 A) 10 B) 12 O 15 
D) 16 E) 18 D) 20* E) 30" 


2. En el gráfico, E es excentro del triángulo 
sombreado. Calcule x. 


E 


El puente del Alamillo, ubicado en Sevilla, 
es el primer puente sustentado por cables, 
de 58”. 
Con relación a la horizontal, si UN helicóp- 
] circuncen 


los cuales tienen una inclinación 


tero se encuentra ubicado en e 


tro del triángulo ABC, calcule X. 


A) 309 B) 370 O 45? 
D) 53* E) 602 


En un triángulo rectángulo, el lado mayor 
mide 72 m. Halle la distancia del baricen- 
tro al circuncentro . 


A) 6m B) 8m 


0) 12m A) 129 B) 132" 
D) 16m 


E) 20m D) 164” 
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6, Las antenas de wifi de las casas A, B y C tie- 
Ñ nen señal dentro de un radio de 100 m. ¿En 
qué punto notable del triángulo ABC llegará 

la señal de wifi de las tres casas? 


—— 
y A) 22m B) 25m C) 30m 
A D) 40m E) 45m 


Nivel intermedio 


cena %. Enel gráfico, ABC es equilátero. Calcule Xx. 
B) circuncentro 


B 
C) baricentro 
D) ortocentro : 
E) excentro N > 
7. Carlos está sentado en la butaca posterior EA 
de un cine y observa la pantalla con un án- lA ON 
gulo de 40”. Para ver mejor la película se EN 
Lo C 


acerca hasta el circuncentro O del AABC. 4 
¿Cuál es la medida del ángulo de visión de A) 20? B) 30* C) 45? 
la pantalla en esta última posición? D) 25* E) 37" 


En 


10, Se tiene un triángulo ABC, recto en B, cuyo 
incentro es el punto/. SiD e AC, m<JDA=45* 
y 2(AD)=3(DC), calcule mxACB. 


Pantalla 
Se A) 30" B) 37 O) 45 
D) 53" E) 60” 
A) 8po il 11, En el gráfico, O es circuncentro del triángu- 
D) 110 B) 90 C) 100 lo ABC. Calcule m<BMA. 


| E) 1209 
" Jesús tiene un ter 


] B 
en el cual ¡ reno de forma triangular, A) la 
dío es 'mplementará un canal de rega- B) 130 
Se Ae Permitirá ahorrar agua, tal como 0) 1102 
de las a la imagen. Si las longitudes D) 135 AY 
Man 60 m a del terreno triangular su- E) 140" 
"Sión, la e Q es baricentro de esa 
Mentará NOS metros de regadío imple- h 


A e 
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12. Indiqu 


e la secuencia correcta de verdade- 


ro (V) o falso (F) de las proposiciones. 


L 


Un triángulo exincentral es equilátero 
solo si su respectivo triángulo órtico es 


equilátero. 


En un triángulo, los puntos medios de 


los lados y los vértices de su respectivo 
triángulo órtico son concíclicos. 


IL. Dado un triángulo y su triángulo órtico, 


A) FFV 
D) VFF 


aquel es el triángulo exincentral de di- 
cho triángulo órtico. 


C) VVF 
E) FVF 


B) VFV 


13, Enel gráfico, los puntos /e P' son incentros de 
los triángulos ABC y ABD, respectivamente. 


15. En el gráfico mostrado, el centro q 
e la 


masa del camión, se encuentra en el u 

O, que es el baricentro del eiii 
Si a=264 cm y b=88 cm, calcule, en cr, ] 

longitud de la tolva. E 


A) 410 
D) 440 


B) 420 


C) 430 
E) 450. 


16. En un entrenamiento de la selección de 


Calcule x. 
B 
O 
A ÓN 
Á D E 
A) 58? B) 63” C) 69 
D) 71 E) 112” 
14, En el gráfico, calcule 0./f. 
(04 
B 
A 14 B) 1/3 O 1/2 
D 1 E) 2 
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fútbol, Carrillo, Cueva y Flores practican 
una jugada de gol en la que Carrillo le pasa 
la pelota a Cueva, y él se la pasa a Flores, 
quien se la devuelve a Carrillo, tal como se 
muestra en el gráfico. En la posición inicial, 
Carrillo tiene un ángulo de visión hacia la 
portería de 60; al finalizar la jugada, Carr 
llo se ubica en el ortocentr 
ABC. Calcule el valor del nuevo ángulo de 
visión que tendrá Carrillo de la porteria- 


1] 
y 
EE) ] 
a E. 
C e A : Cueva 
siena A ed 
e q y ES 
El P 
K 60% 
so 
Carlo 120 
A) 1000 le g 10 
D) 125” 


n— 


17, Se observan tres ciudades, A, B y C, que de- 19. Si el parque de juegos para niños es de for- 


terminan UN triángulo rectángulo recto en ma cuadrada y AC=JD, indique qué punto 
la ciudad A. Si el grifo está en el baricentro notable es C del triángulo RAJ, 

de esa región y la distancia de la ciudad A 
al grifo es de 30 km, ¿qué distancia hay en- 
tre la ciudad B y C? 


A) incentro 

B) circuncentro 
C) baricentro 
D) ortocentro 
A) 45 km B) 60km=  C) 75km E) excentro 


D) 80 km E) 90 km 


- 20, El gráfico muestra la señal tránsito, cuya 
forma es un triángulo equilátero, que in- 
dica el peligro por la proximidad de una 
intersección donde la circulación del 
transporte se efectúa en forma giratoria 


18. El gráfico muestra una mesa de billar. La 4 
bola 8 se encuentra en el circuncentro del 
triángulo determinado por las bolas 2; 6 y 1. 


Sila bola 1 pegó a la bola 8 y la embolsó en en el sentido de las flechas. Si a=458 mm, 
el orificio superior izquierdo, calcule x. Con-. b=160 mm y O es baricentro del triángulo 
sidere que el lado menor de la mesa mide ABC, calcule £. 

1,27 cm. 


A) 65342 B) 778/3 C) 79443 
D) 87643 E) 99045 
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A 


Nivel avanzado 


91. En un triángulo isósceles ABC, de base AC, 
se traza la ceviana interior CM, luego se 
ubica el incentro / del triángulo MCB. Si 
mx AMC = mx AC, mxABC = 40”, calcule 


m=BAI. 
A) 20* B) 40” C) 10? 


D) 50* E) 30” 


22. En el gráfico, E es incentro del triángulo 
ABC, BRFE es un cuadrado, RN=a y NC=b. 
Calcule BR. 


A) a?+b? 
B) -a?+ /2b? 


(a? +b?) 
2 - 


Lar da =0) 


2 


C) 


D) 
E) -a*-p?* 


23. En un triángulo acutángulo ABC (BC >AB), 
la recta de Euler interseca a AB y BC enM 


y N, respectivamente, tal que BM =BN. Si. 


H y O son el ortocentro y el circuncentro, 
respectivamente, calcule m<AHO. 
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a 1 
j 1 / 
a z i 
4 
CCC 


> 


25. 


24, 


A) 110 
B) 1200 
C) 140* 
D) 150 - | 
E) 1600 7 


En el gráfico, PO = QS, m<QSC + QPC. Cal- ] 
cule la medida del ángulo determinado por | 
AP y SC . . 


$ hs 
| 
Q : 
$ 3 
E 
P | 
IN 
Á de 
A) 78* B) 90? o 105 


D) 110* 


En el gráfico, O es circuncentro del AABC. 


Calcule x. 


A) 1052 B) 108* y E) 120" 
D) 115” 


Capítulo 


Proporcionalidad 
de segmentos 


Ronald Eder Espinoza Fabián 


CAPÍTULO X 


PROPORCIONALIDAD DE SEGMENTOS 


Objetivos 

+ Identificar las características de los segmentos proporcionales en los triángulos. 

+ Aplicar los teoremas de los segmentos proporcionales en la resolución de problemas. 
* Reconocer las propiedades de la proporción armónica en el triángulo. 


Introducción 

Si en algún momento te desafían a calcular la altura de un edificio, lo puedes realizar con solo 
conocer tu altura y sus respectivas sombras, porque estas medidas guardan proporción; o a en- 
contrar la distancia aproximada entre las ciudades de Lima y Cusco, lo puedes efectuar utilizando 
Google Maps, pues dicha aplicación está diseñada según los principios de la proporcionalidad para 
calcular la distancia real. Ahora, permíteme proponerte el siguiente desafío: mide desde tu hombro 
hasta la punta de los dedos de la mano extendida; luego, divide el resultado por la medida desde 
el codo hasta la punta extendida de los dedos. ¿Qué número salió? Apúntalo. Ahora, haz lo mismo 
con la medida desde la cadera al suelo entre la medida desde la rodilla al suelo. ¿Cuánto salió? 


Seguramente, en ambas divisiones, obtuviste un valor muy próximo a 1,618. 


Esta última Proporción se encuentra muy presente en los trabajos de Leonardo da Vinci y es llama- 


da la proporción áurea. Sin embargo, fue Tales de Mileto quien por primera vez utilizó el concepto 

o porcionalidad y, en la actualidad, algunas ramas de la ciencia se gasa en 5 teorema de 

os desarrollo de sus teorías; por ejemplo, 3 emplea en la interpolación de ángulos en la 

blos, de E en escalas termométricas y en la solubilidad en Química, SlecIora. Con estos ejem- 
05 notar la importancia de la proporcionalidad en las diversas profesiones. 


Pi 

Nod A capítulo, conoceremos los segmentos proporciona Es que se Cean en Ñ 
Mismo, oa con líneas paralelas, con sus tESpeciivas BISeCaIOS: y con las enanas: Asi- 
Y Xternam o la Proporción armónica, que consiste en dividir un segmento nte manente 
, OStraremos las Una misma razón, de lo cual se OpUenea 10 cuatro puntos armónicos. A08mas, 
Urea de un o que presentan los puntos armónicos. Finalmente, conoceremos la sección 
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1» PROPORCIONALIDAD 


1.1, NOCIÓN 

La siguiente actividad que les planteo nos ayu- 
dará a tener una noción del tema, ya que es 
una actividad que se nos presenta o presen- 
tará con mucha frecuencia. Imaginemos por 
unos momentos que estamos en una librería 
comprando libros de geometría, cuyo costo 
por unidad es de 32 soles. Si nos animamos 
a adquirir un libro, el costo sería 32 soles; por 


dos libros, 64 soles; por tres libros, 96 soles, y 
así sucesivamente. 


Si en cada caso colocamos la cantidad de 
libros y el costo del libro como una división, 


3 ] 
obtenemos 32'62' 9 a las cuales denomina- 


remos razones. Como se puede apreciar, es- 


: 1.2. .3 
tas razones son iguales | —=—=— | a este 
32 64 96 
tipo de igualdades entre razones lo denomina- 
remos proporción. Así como este ejemplo en- 
contrarermos muchas otras actividades donde 
se puede aplicar la proporcionalidad. 


1.2. RAZÓN DE SEGMENTOS 
Se denomina razón de dos segmentos al co- 


ciente de sus longitudes expresados en la mis- 
ma unidad. 


H——— D mi 
PO AE 
Á BÉ 
H— 3 m-——y 
 —_— _—_—_ 


C D 
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Como AB tiene como longitud 5 m | 


como longitud 3 m, la razón de d 
mentos es | 


y CD tiene 


: Como podemos apreciar, la razón de 


unidad de medida. 


| segmentos es independiente de la- 
| Ala razón de dos segmentos también 


e- Tr 


puede denotar de lá siguiente 


3AB=5CD:O AB :CD=5:3- 


Se lee: AB"w CDse encuentran en la 
razón de 5:23. a 


sién de un segmento en una 1?" 


Z e 5 sa he to 
a. División interna de un segmen a 
nto AB 


Todo punto P que pertenece al segmé de 


: ento € 
divide interiormente a dicho segm 


AP 
razón dada PB" 


Ejemplo 


—l 
AB en la razón pg 
P divide interiormente a A 


AP. 
PB 


wm|u 


» 


. División extern 


a do punto Q que pertenece a la prolongación 
Pr AB divide exteriormente a dicho segmento 


a de un segmento 


en la razón dada OB" 


Ejemplo _ 
¡|á——— 3 m 
L—2m— 
y Bo o 
: AR ._ AQ 
Q divide exteriormente a AB en la razón 0B' 
,. AQ 
“ QB 2 
1,3. SEGMENTOS PROPORCIONALES 


OS 


Dos segmentos son is a otro dos 
cuando tienen la misma razón. 


Ei3m— 

AB AB_3m_3 
HK— 5m-——y CD 35m 5 
D D 

H— 6 m ——y 

M > ML bn 3 


Como AB ML 


A 


CD” pp: decimos que AB y CD son 


£Smentos Proporcionales a ML y PQ. 
» Mota 


La e omalidad Se puede extendér a 
Elba Pie segmentos; por ejemplo, 
AN del triángulo ABC son 

La o a los lados del triángulo 
? ción sería la siguiente: 


1,4, SEGMENTOS DETERMINADOS POR 
RECTAS PARALELAS 

Si Una recta ( interseca a tres rectas paralelas 
F, s yt en los puntos A, B y C, respectivamen- 
te, decimos que dichas rectas determinan los 
segmentos AB y BC en la secante 0. 


F, Ss yÉ determinan los segmentos AB y BC en!. 
1.5, TEOREMA DE LOS EQUIDISTANTES 

Si tres rectas paralelas determinan segmentos 
de igual longitud en una secante, entonces 
también determinan segmentos de igual lon- 
gitud en cualquier otra secante. 


E 


Demostración 


Sea AB=BC=a. Por A y B trazamos AM y BN pa- 
ralelas a PR, obteniendo los paralelogramos 


APQM y BQRN. 
> AM=PQ=b 
BN=QR=c 
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Por ángulos correspondientes 
m=BAM=m<CBN=P 
m=xABM=mxBCN=0 


ABAM= ACBN (caso ALA) 
> b=c 


. PQ=QR 


1:6. TEOREMA DE TALES 
Tres o más rectas paralelas determinan seg- 
mentos proporcionales sobre dos o más rectas 


secantes. 


Demostración 1 
Cuando AB y BC tienen un segmento común: 


R 
segmentos 


<< 


l 


segmentos segmentos 


Sea el segmento común de longitud m. 

Si AB se divide en k segmentos de longitud m 
y BC se divide en l segmentos de longitud m, 
entonces 
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AB=klm == 
BC=lm 


Por teorema de las equidistantes, PQ queg 
dividida en k segmentos de longitud n dr 
queda dividida en ( segmentos de longitud n 
entonces 


PO=kn => PQ_k (1) 
OR=/Ún R 0 
De (D) y (ID, obtenemos que 
AB _PQ 
BC OR 


Demostración 2 
Cuando AB y BC no tienen un segmento común. 


a 


¿ON uo 


R+] 
Segmentos 


segmentos 


ongitud P 
onces Bc=W- 


Tenemos un segmento del 
de a BC en / segmentos, ent 


nen un 


esivamente á 
obtiene 4 


Como AB y BC no tie 

en AB tomamos suc 

de longitud p, de lO cual se 
kp<AB<(R+ Dp 


Dividimos entre BC. 
kp _ AB _ (R+DP 


lp BC 0p 
k AB _(e+D (0 
+ art 


nn 


Po 
obtenemos que 


QR=lq 
ra<PO<(R+1)g A 


Dividimos entre —QR. 


(k+Dg __PQ._ka 
lq QR q 
(R+D__PO__R 


TORO se 


Sumamos (1) y (ID. 


Como / es un número natural, si l crece, en- 


l. 
tonces 7 tiende a cero, por ende 


Porlo tanto 


Ñ » Podemos concluir que el teorema 
e Tales es 


general. 


Corolarios 


A, 
Toda Tecta parale] 
un triángulo deter 
Os Segmentos pr 


a a uno de los lados de 
mina en los otros dos la- 
OPorcionales. 


- Si U/AC 


teorema de las equidistantes, en PQ y QR, 
r 


Demostración 


Se traza r, tal que E//0//AC. 


Por el teorema de Tales. 
a m 


b n 


Toda recta paralela a uno de los lados de 
un triángulo y que interseca a las prolon- 
gaciones de los otros dos lados determina 
segmentos proporcionales. 


r M NÑ 
íXÁ_—_—_—_ —_—_—> 
ES “Ga A 
m de Si r//AC 
B 
b El 
Á C 
Demostración 
r MM Ñ 
«— - 7 > 
EEN a 
S SB 
b n 
A C 


Se traza S, tal que E//S// AC. 


Por el teorema de Tales 
a m 


b n 
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Ejemplos 
1. Si7//s//£, calcule x. 


Por teorema de Tales, obtenemos que 


5 15 


To ox 


x=21 


2. Calcule x. 


Por corolario 1, obtenemos que 
x 28 
30 5B 


“. x=12 


3. Calcule x. 


Recíproco del corolario 1 


Si en un triángulo una recta secan 
dos determina segmentos propore 
tonces es paralela al tercer lado, 


te a dos la. 
ionales, en: 


Ejemplo 


En el gráfico 


A A A A 
3 dEl COPQIArio € 


Si en un triángulo una recta secante a las pI0- 
longaciones de dos lados determina segmen 
tos proporcionales, entonces dicha recta €5 
paralela al tercer lado. 


| Ejemplo 


En el gráfico 


n— 


0) APLICACIONES DEL TEOREMA DE TALES 


» Observación 
2.1 TEOREMA DE LA BISECTRIZ INTERIOR 
En todo triángulo, una bisectriz interior divide 


En algunos problemas, tendremos una de 
internamente al lado al cual es relativo en seg- 


las razones como dato y se sugiere com- 
pletar de las siguientes formas: 
mentos proporcionales a los lados contiguos a 


St la razón entre los lados contiguos a 
la bisectriz interior es dato 
dicha bisectriz. 


; DAR DABA 
4 Mm p n C como e = - => AD=3k 
e Go: 
Si BD es la bisectriz que divide internamente a 
AC, entonces 


DC=3R 


Sila razón entre los segmentos deterrmi- 


nados por la bisectriz interiores dato. : 
B 


> AB=2q" 
RE 


2.2. TEOREMA DE LA BISECTRIZ EXTERIOR 


En todo triángulo, una bisectriz exterior divide 
Ar externamente al lado al cual es relativo en seg- 
RN D on E 
o E 
. C, trazamos CL //BD. 


mentos proporcionales a los lados contiguos. 

or 
Ngulos Correspondientes 
| m XABD=m <ALC=08 


Orá 
ns alternos internos 
xBC =mMxDBC=09 
CBL es ies j 
' Le la Si BD es una bisectriz exterior que divide exter- 
En e 
mo ACL, Por 


namente a AC, entonces 
Colorario 1 
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Demostración 


Á Sl n D 


| 


Por C, trazamos CT//BD. 

Por ángulos correspondientes 
m=xBTC=mxEBD=0 

Por ángulos alternos internos 
m=xBCT=m=xCBD=08 

El ACBT es isósceles 

=> BT=BC=a 


En el AABD, por corolario 1 
m c 


n qa 


» Observación 
En algunos problemas, tendremos una de - 
las razones como dato y se sugiere com-- 
pletar de las siguientes formas: 
+ Sila razón entre los lados contiguos a 

- la bisectriz exterior es dato 


DC=3k 
- Silarazón entre los segmentos deterrni- 
nados por la bisectriz exterior es dato 7 


STO. (AB? 
4 CMT 
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' Sea AL=rm, entonces LC=b=M- 


2.3, TEOREMA DEL INCENTRO 

En todo triángulo, el incentro divide interna. 
mente a una bisectriz interior en segmentos 
proporcionales a la suma de longitudes de dos 
lados contiguos a la bisectriz y la longitud del 
lado al cual es relativo dicha bisectriz, 


Bo. 
O 


Si / es incentro del AABC, que divide interna- 
mente a BL, entonces 


Demostración 


Como / es incentro del AABC 
Al: bisectriz del «<BAL 
Ct: bisectriz del <BCL 


a bisecti” 


del 


En el AABL aplicamos teorema 
interior. 
pe 
y 


10) 


C 
m 


yY— 
En el ABCL aplicamos teorema de la bisectriz 
interior. 


X_ , _— (ID 
> be 


De (1) y (ID, por propiedad de la proporción 


aritmética 


Ú" 


Z|x <|x <l> 
= 
I 
1 
+ 
3 


2,4, TEOREMA DEL EXCENTRO 
_ En todo triángulo, el excentro divide externa- 
mente a una bisectriz interior en segmentos 


proporcionales a la suma de longitudes de los. 


lados contiguos a la bisectriz y la longitud del 
lado al cual es relativo dicha bisectriz. 


Si E e : =— 
mM a gxcentro del AABC relativo a AC, que 
€xternamente a BD, entonces 


Demostración 


Como E es excentro del AABC 
AE: bisectriz del ángulo exterior 
CE: bisectriz del ángulo exterior 


Sea AD=m, entonces DC=b-m. 


En el AABD aplicamos teorema de la bisectriz 


exterior. 
A (1 
y m 


En el ABCD aplicamos teorema de la bisectriz | 


exterior. 


oa (1D 
y b-m 


De (1) y (ID, por propiedad de la proporción 
aritmética 


: xXx a+c 
y (b-mj+m 
AE 
ys 19) 


443 


444 


Aplicación 1 nl 
En un AABEC, se traza la ceviana interior BD. Si 
AB=15, AD=10 y BC=18, halle DC. 


Resolución 
Piden x. 


Por teorema de la bisectriz exterior 
10_15 
x 18 
“. x=12 


Aplicación 2 
Si AC=CD y AB=8, halle BC. 


Á 
Resolución 
Piden x. 


A b E 13) D 
Sn 
Por teorema de la bisectriz exterior 
AD 8 


DC x 
20_8 
b x 
x=4 


Aplicación 3 
Si AC=2(AL)=8 y BL=3, halle CD. 
BAP 


Resolución 


Piden x. 


8 dd A D 
En el AABC, por teorema de la bisectriz interior 


8 4 


En el AABC, por teorema de la bisectriz exterior 
AD. _ AB 
CD BC 
B8+x_7 
> 6 
48+6x=7x 
.. x=48 


Aplicación 4 ; p 
Si / es incentro del AABC, halle S 


C 


A 
Resolución 
En el AABC aplicamos teore 


x_12+16 
14 


ma del incentro- 


2) CoNcuRRENCIA Y COLINEALIDAD: 
MENELAO, Ceva Y VAN ÁUBEL 
Los teoremas de Menelao y de Ceva guardan 


¡erto parecido: el primero establece un criterio 
Cl r 
de colinealidad, y el segundo, de concurrencia. 


9,1. TEOREMA DE MENELAO 

Toda recta secante a Un triángulo, y que divi- 
de interiormente a dos lados y exteriormente 
al tercero, determina seis segmentos en dicho 
triángulo. El producto de las longitudes de los 
tres primeros segmentos no consecutivos es 
igual al producto de los otros tres. 


H—-P ——— Es 
HG ————y 4 

Si L es secante al AABC, entonces 

AP:BQ-CR=PB-QC-AR: es decir 


HP 1) ——L 


rs 


| ONDA 
. 
] 


¡Mos BL //Ppp 
Ene] //PR. 


(1 


L, ] 
POr corolario 2 del teorema de Tales 


a 


En el ABCL, por corolario 2 del teorema de Tales 
m 0 
NÓ (1D) 


Multiplicamos (D y (ID. 


a. m_a.L 
bon ip 
amp=bnq 


yy 


recíproco del teorema de Menelao 

En todo triángulo ABC, si sobre los lados 
AB, BC y la prolongación de AC se ubican 
los puntos M, N y L, respectivamente, y 
AM*BN*CL=MB:*NC:AL, entonces los puntos 


M, N y L son colineales. 


Si AM:BN*CL=MB :NC:AL, entonces M, N y L 
son colineales. 


Demostración 
Si amp=bnq 
B 


€ Pp 
== PS 


Por B, trazamos BR//NL. 
En el ABCR, por corolario 1 del teorema de 


Tales. 


=> mp= ni (+) 


Reemplazamos (+*) en el dato. 


a 
AAA A 
n 
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En el AABR, por recíproco del teorema de Ta- 
les, como 


a q — == 
=== ML//BR 
57 > 1! 


Por el postulado de Playfair, por L pasa LN y 
LM, paralelas a una misma recta BR, entonces 
LN es la misma que LM. Por lo tanto, MN yL 
son colineales. 


3.2, TEOREMA DE CEVA 

En todo triángulo, si se trazan tres cevianas 
concurrentes, estas dividen interiormente a 
cada lado del triángulo, determinando en dicho 
triángulo seis segmentos, el producto de las 
longitudes de tres segmentos no consecutivos 
es igual al producto de los otros tres segmentos. 


Si AQ, BR y CP son cevianas interiores 
que concurren en el punto M, entonces 
AP-BO-:CR=PB:0QC-RA; es decir 


| a-m-p=b-n-q | 


Demostración 


—— y 


En el AABR, por teorema de Menelao 
secante) 


ar:p=b:s(q+p) 0) 


(PC es 


En el ACBR, por teorema de Menelao (04 es 
secante) 


n«r:q=ms(q+p) . (ID 


Dividimos (D) entre (ID. 
a-r:p_ b:s(q+p) 
n:r:q m:s(q+p) 


a:m:«p=b:n:g 


Recíproco 

En todo triángulo ABC, si sobre los lados AB, 
BC y AC se ubican los puntos P, Q y R, respec- 
tivamente, y AP:BQ:CR=PB :QC:RA, entonces 
las cevianas AQ, BR y CP son concurrentes. 


- 


Si AP-BO-CR=PB-QC-RA, entonces AQ, BRy 
CP son concurrentes en M. 


Demostración 
En el gráfico 


-n* (0 
pordato, ami pzb 7" al 
vianas BR y CP se intersecan en M. 
e de Menelao (PC es 


En el AABR, por teorema 
secante) 
arp=b:s*l 1D 


Dividimos (1) entre (ID. 


a:m«p_b:n q 
a rp b's l 
EL 
r sl 
nrq=msl 


ElACBR es recíproco del teorema de Menelao. 
Como nrg=msl, entonces Q, M y A son coli- 
neales. Por lo tanto, las cevianas interiores AQ, 
BR y CP son concurrentes en M. 


Corolario 


En todo triángulo, al trazar una mediana relati-  - 


V . . A . 
aa un lado y dos Cevianas interiores relativas 
al , 
95 otros dos lados, que además son concu- 
ment , . 
£s, la recta que contiene a los pies de las 


dos Ceyj 
, s cevianas €s paralela al lado que contiene 
Ple de la mediana. 


Demostración 
En el AABC, por teorema de Ceva 


a ii 


Por el recíproco del teorema de Tales, como 


AN = MC , entonces MN//AC. 
BM 


3.3. TEOREMA DE VAN AUBEL 

En todo triángulo, al trazar tres cevianas concu- 
rrentes, se cumple que el punto de concurren- 
cia divide a cualquier ceviana en segmentos, 
cuya razón es igual a la suma de las razones de 
los segmentos determinados por las otras dos 
cevianas en sus lados adyacentes. 


B 


A L C 


Si AM, BL y CQ son cevianas concurrentes en 
P, entonces 


BP _BQ ¿BM 
PL 0A MC 


Además 


AP _ AQ MAL 
PM 0B "LC 


cP_CM, CL 
PO MB" LA 
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Demostración Resolución 
Piden x. 


En el AABL, por teorema de Menelao (QPC es 


recta secante) En el AACD, por teorema de Menelao 


QA -BP-LC=BQ-PL:AC AB-*CO:DP=BC:O0D:AP 
> x02:64=1-4-(x+3) 

BP:*LC _BQ 00) E M=3 

PL:AC QA 


En el ACBL, por teorema de Menelao (MPA es Aplicación 6 
Si AB=2(BC), calcule a. 
recta secante) 


MC-BP:AL=BM'PL-AC 


BP-AL BM 


e BAR ue (1D 
PL:AC MC 


Sumamos (1) y (ID. 


A 
PLL AC ) 04 MC 


BP _BQ BM 
PL QA” MC 


Aplicación 5 . 
Si TC=2(BC)=2; además, T, Q y P son puntos 
de tangencia, calcule AB. 


En el BADC, por teorema de Ceva 
DP-AB-CQ=PA-BC:QD 

>3:3:28:B=5-:PB*QD 
QD=6 

El MADO es notable de 377 y 53” 
a=53" 
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Piden X*. 
y 


En el AABC, por teorema de Van Aubel 
X_3£ 34 
y 4 24 


Se. denomina división armónica de un seg- 
mento si dos puntos dividen a dicho segmen- 
to, uno interiormente y el otro exteriormente, 
en la misma razón. 


En el AABC, por corolario del teorema de Ceva 
PQI/AC Á POB Q 


El segmento AB es dividido armónicamente 


Porángulo alterno interno por los puntos P y Q cuando 


MXOPC=m<PCA=28" AP. AQ 
PB" QB 
a Qe 2 dl donde 
pa - PyQ: conjugados armónicos de A y B 
Aplicación 8 - AyB: conjugados ARQnicos dePyQ 
nun triángul : en - A,P,ByQ: puntos armónicos o forman una 
By CN, ee ABC, se trazan las cevianas ÁL, cuaterna armónica 


E Concurrentes en Q. Si 3(AN)=4(NB) y 
UC)=2(81, calcule 29. Ejemp lo 

QM 
Resolució - Dado el siguiente segmento: 
5 3 12u 
Du Sail s 


Como 52734 3 y OB 12u 3 


AD . s . P - 
Por lo tanto, AB es dividido armónicamente por 
y Q. Además, A, P, B y Q son puntos armónicos. 
449 


Teorema 1 
En un triángulo, las bisectrices de un ángulo 


interior y de su correspondiente ángulo exte- 
rior dividen armónicamente al lado opuesto a 


dicho ángulo. 


Si BD es bisectriz interior y BE es bisectriz exte- 
rior del AABC, entonces A, D, C y E forman una 


cuaterna armónica. 


Demostración 


Á pp € : E 
En el AABC (teorema de la bisectriz interior) 


AD_AB 
DC BC 0 


En el AABC (teorema de la bisectriz exterior) 
AE AB 
CE” BC en 


Igualamos (1) y (ID. 
AD _AE 
DC CE 


Porlo tanto, A, D, C y E son puntos armónicos o 
forman una cuaterna armónica. 
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Ejemplo 
Calculamos x. E 
GO 0 
4 18 B10C x - D 


nica 
AB AD 

> =— 
BC DC 
18_ 28+x 
10 x 
4Ax=140 
x=35 


Teorema 2 

En un triángulo, al trazar tres cevianas interio- 
res concurrentes y la recta que contiene a los 
pies de dos cevianas e interseca a la prolonga- 
ción del tercer lado, se cumple que los cuatr0 
puntos determinados en la recta que contiene 
al tercer lado forman una cuaterna armónica. 


donde 
- AP, CQ y BM: (el 
4%: secante a los lados de 


: es 
evianas concurrent 


] ABC 


a cuatemá 


Entonces A, M, C y N forman pa 
mónica. 


Lis 


ió Teorema 3 
Demostración . 


En un triángulo, al trazar la circunferencia ins- 
crita y la recta que contiene a dos puntos de 
tangencia e interseca a la prolongación del ter- 
cer lado, se cumple que los cuatro puntos de- 
terminados en la recta que contiene al tercer 
lado forman una Cuaterna armónica. 


B 


Á 7 M C N 


En el AABC, por teorema de Menelao 
AQ'BP:CN=0QB-*PC-AN 


PEA D 
OB'PC CN ( 


donde 
En el AABC, por teorema de Ceva 2 EME detn gencia 
AQ-BP-CM=QB-PC-AM a ABC 
AQBP AM ; -  L:secante alos lados del A 
E (ID B y Q forman una cuaterna ar- 
OBPC CM Entonces A, P,ByQ 
móÓnica. 
Igualamos (D y (ID. 
Sy = y Demostración 
Por lo tanto, A, M, C y N son puntos armónicos 
O forman Una cuaterna armónica. 
Ejemplo 
Calculamos Xx. 


ComoP,MyL sob puntos de tangencia, enton- 
ces AP=AM, BM=BL y CL=CP. 
En el AABC, por teorema de Menelao 


4 


- BL:CQ=MB: LC: AQ 

Como | 
hs an YD Son puntos armónicos - AP: BM :CQ= MB :CP: AQ 

cs AP _ AQ 

E CP CQ o 
. tos armónicos 
| | Ñ Por lo tanto, A, P, C y Q son punto 
“o X=5 


ónica. 

aterna armó. 

forman una cu 

Ñ 451 


Ejemplo 
Calculamos a. 


4 3 Ba2€ x Q A 
Si OA, OB, OC y OD es un haz armónico de oy. 


Como A, B, C y D forman una cuaterna armó- gen O y L//O0Á, entonces 
nica E —», 
MC=CN 

AB AD q 1C=CN 
> ==> —— 

BC CD 

Demostración 
9 _ EX 
2 x 


4.2. HAZ ARMÓNICO 

Es el conjunto de cuatro rayos que tienen en co- 
mún el origen y que determinan sobre cualquier 
recta secante a ellas cuatro puntos armónicos. 


Como OÁ, OB, OC y OD son un haz armónico, 


entonces A, B, C y D son puntos armónicos, 
decir 
AB_4D 0 
BC CD 
Tales 
En el “AONC, por corolario 2 del teorema de 
iaa e e AB _ AO (ID 
Los rayos OA,OB,OC y OD forman un haz BC CN 
armónico de origen O porque M, N, L y F son orema de Tales 


puntos armónicos. En AAOD, por corolario 1 del te 


. AD_ AO : (ID 
CD MC 
Teorema 1 ' 
Si una recta es paralela a uno de los rayos de Reemplazamos (ID) y (ID en (0. 
un haz armónico en dicha recta, los otros tres AO = A0 
rayos del haz determinan segmentos de igual. CN MC 
longitud. +. MC=CN 
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Si A, B, C y D forman una cuaterna armónica, 


licación 9 e 
Ap ¡gráfico A, B, Cy D son puntos armónicos. entonces P, Q, R y S forman una cuaterna ar- 
Ens mónica. 
Halle P/o. 
Demostración 


Resolución 
En el gráfico 


1 Tar Trazamos MN//AO y que pase por C . Como A, 
ED. B,CyD forman cuaterna, entonces MC=CN=k. 
ComoA, B, C y D son puntos armónicos, enton- 


ces MB=BN; además, m=< EBN=90". Trazamos FG //MN y que pase por R. 


El AMEN es isósceles. A MON - AFOG 


> P=a E ER. e > FR=RG=! 
. MC CN 
: APQO - ARQF 
a 
Teorema > on Ñ 
Sicuatr h o 
O Tectas concurrentes en O d i 
terminan 
Una cuaterna: ni ma a 
o armónica sobre una recta, en- sie 
e ambién la determinan sobre cualquier : == Dl 
Cta que no pase por O. j > 


Por lo tanto, P, Q, R y S forman una cuaterna 
armónica. 
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Aplicación 10 
Si PO=3 y QS=2, calcule ST. 


Resolución 


En el gráfico 


Piden x. - 


En el AABC, por teorema de proporción 


armónica, A, M, C y T forman una cuaterna 


armónica. 


Entonces BÁ, BM, BC y BT forman un haz ar- 


mónico. Por lo tanto, P, Q, S y T forman una 


cuaterna armónica. 
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3_5+x 
2 Xx 
x=10 


JREA DE UN SEGME e A 
E 
Tomamos un segmento de longitud 377 y 
. . . 5 
dividimos en dos partes desiguales la E 
» 1 Mayor 


de 233 u y la menor de 144 u. 


Ahora, calculemos la razón entre el segmento 
total (377 u) y la parte mayor (233 u). Luego, cal. 
culemos la razón entre la parte mayor (233 WYy 
la parte menor (144 u), de lo cual se obtiene un 
valor aproximado de 

377 233 


* 15618 in 
233 a 


Como podemos apreciar, igualando las razo- 


- nes obtenemos la siguiente proporción: 


=- = = =1,618 
A esta proporción se le denomina proporción 
áurea y al número 1,618 se le conoce como 
número áureo, cuyo valor exacto es 

1+ 45 


=1,618... 
2 


a 
+45 se le representa Con la lets 


, 1 
Al número 


LA jtecto 
griega 6 (phi), en honor a Fidias, €l arqui 


que diseñó el Partenón en Atenas. E. 
Eucll 
“vidir un segmento 
A esta forma de dividir no en 


ER egmel 
la denominaba división de UN e ifica dish ; 
media y extrema razón, lo cual dl eE. 
dirlo en dos partes desiguales, tal q are 


como la P 
mento total es a la parte mayor 


mayor es a la parte menor. 


»— 


4. SECCIÓN ÁUREA DE UN SEGMENTO 
4% 


Es aquella po 
menor porción. 


rción de un segmento que es me- 
nal entre el segmento total y la 


Sea AP la sección áurea de AB. Si aplicamos la 
media proporcionalidad, obtendremos 


Dividimos entre 44 y tomamos el valor positivo 


deL, 
x 
2 
(*) el 
xy Z 
L_1+45 e 
A (proporción áurea) 


De la última proporción, podemos deducir que 
la longitud de un segmento es igual al produc- 


t : AA 
. entre la longitud de su sección áurea y el 
"Número áureo. 


Ejemplos 
1. Ellado del pentágono regular es la sección 
áurea de su diagonal porque 


ls 


2. Elancho de una tarjeta de crédito es la sec- 
ción áurea de su largo porque 


3. La distancia que hay entre nuestro ombligo 
y el suelo es la sección áurea de nuestra 


altura porque 


al 
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SE Ez . h : “que el 
- Como el segmento OA mide 1, el OE mide 1/2. Por el teorema de Pitágoras, tenemos que el 


El yín yang y el número áureo 


La relación entre el número 1 (pi) y la circunferencia o el círculo es 
muy conocida por todos. Por el contrario, posiblemente, no sea 
tan difundida la relación entre una figura construida con circun- 
ferencias como el simbolo del yín yang y el famosísimo número 
áureo + (phi. En esta lectura, conoceremos el vínculo enire el 
símbolo del yin yang y el número áureo. 

Representado el simbolo del yin yang en un círculo de rad 


la circunferencia mayor que la corta en el punto A. De 
que pasen por los centros de las circunferencias pequeñas y marcamos los puntos de corte de 
dichos segmentos con las circunferencias medianas. Si de ellos el punto £ es el más lejano de 
A y el punto C es el más cercano a A, entonces sl segmento AB mide y y el AC mide 1/6. Un 


poco confuso, ¿verdad? Para aclarar el asunto, podemos observar la figura inferior izquierda. 
Bellísima, ¿verdad? Al menos a mí me encanta, 


to 1, dibujamos un radio horizontal de 
sde este punto, trazamos dos segmentos 


La demostración de este resultado es bien-sencilla. Veamos: 


; nto: 
segmento A£ mide Y5/2 (por la misma razón, AD mide lo mismo que AE). Por otro lado, ta 
CD como EB miden 1/2 (son radios de las circunferencias medianas). 

Por lo tanto _ 
45 Ll 1+ 4/5 y5 
» ARNES A 


ia => a AC=AD-CD=— 
2 2 y 2 


] ; la. 

¿dea SS muy senci 
Un precioso resultado que, además, tiene una demostración clara, concisa y y | 
¿Qué más se puede pedir? 


SS 


>> Problemas resueltos < 


3 Problema 2 
problema 


co, m//n//0. Si 2(AB)=3(BC), calcule Tres aviones de las FF.AA. de Perú, A,ByC, 
realizan su entrenamiento, cuyas posiciones 
se muestran en el gráfico. Si el avión B dista 
600 m y 1000 m de los aviones A y C, respecti- 
vamente, calcule x/y. 


En el gráfi 
x-y. 


Resolución 58, 
Piden x-y. ad yo TO La 
Resolución 
. x 
Piden —. 
y 


, 


1000 m 


ad 


¿ B EN E ua 
a 
800 mm - 55.600 m y 
- Sabemos que 2(4B)=3(BC). Z y 
> AB=3R A BC=2k | Ls PA Í Lo A e 
Por el teo 
X e e EL MABD es notable de 37” y 53 
20 5% > x=12 BD=800 mM. 
a En m//n//0, por teorema de Tales 
AS x 1000 
e y 80 
X=y= 
Y=12-g , 6 
Xy =4 E 
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Problema 3 Problema 4 
En el gráfico, AP//BO//CR//DS. Si CD=PO, El gráfico muestra una repisa con libros cu 
calcule x. forma es un trapecio rectángulo, calcule 4 


altura. 


x+10cm 


30 cm 


Resolución 
Resolución ] 4 
Ñ Piden h. 
Piden x. , 


x=-10" 30 
>= = 
80 x+10 
Dato: CD=PO=b 
e En hi (x+10)G-10)=2400 
m//n//0: teorema de Tales 
x?*-100=2400 
b 5 
e x2=2500 
PE x=50 
n//0//s: teorema de Tales 
36,38 Luego 
bx 0 x' h=x+40 
x=20 h=90 cm 
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problema 5 
En un triángu 
Q sobre BC y 


vamente. Si CP= 


lo ABC, se ubican los puntos P y 
la prolongación de AC, respec- 
3(BP) y mxBAC=m=xAQP, 


parle no 


parte mojada 
ple a 


mojada La 


resolución 


Resolución 


129 cm 


Piden z ; 
y 
A Piden x (altura del nivel de agua). 
PorP, trazamos PL//A0 . Por el teorema de Tales 
El ALPQ es un trapecio isósceles ox _3b 
AL=QP=y 120 55 
Enel AABC aplicamos teorema de Tales “. x=72cm 
x_BC 
y PC Problema 7 
2.4 En el gráfico, %, y €, son dos circunferencias 
yn concéntricas. Si mxAB = m«PO0, 5(BQ)=3(QP) 
EN y PM=15, halle AC. 
13 
Problema 6 


Para e 

al ¡ 
a cular el nivel de agua que contiene el 
ta Que cerrado de 


lO Una Peque altura 120 cm, se introdu- 
cado a 2 Varilla por el pequeño orificio 


459 


A —ae 


Resolución Resolución 


Piden h. 
A Dato: IAB) =8(BC) 
Dato: mAB =mPQ =2B 3 AB=8k A BC=0k 


Por ángulo inscrito en 8 


En XACOP, por corolario 2 del teorema de Tales 
m«PMO=$ a mxACB=P ZACOP, p 


h-45_ 8k 
En el ABPC, por corolario 1 de Tales 45 0% 
cM_34 _, cm=9 “. h=85cm 
15 54 
€, y €. son circunferencias concéntricas. a Problema 3 
AP=MC => AP=9 En el gráfico, ABCD es un romboide. Si CP=12 
Luego y PE = 18, calcule PQ. 


B 


E 
x=9+15+9 y 
-. x=33 Vx 
Problema 8 | AN | | 
La figura muestra un planchador plegable en D l 


: A 
el que la distancia de la intersección de sus pa- E : 
tas al suelo es de 45 cm. Calcule la altura del. 
planchador si 9(4B)=8(BC). 


Resolución 
En el gráfico 


P_— 


iden X. , 
da que ABCD es un romboide. 


En XECBD, por corolario 2 del teorema de Tales 
pr 12. BP_2 
PD 18 . PD 3 


> BP=20 A PD=3( 


En el »BQCD, por corolario 2 del teorema de 
Tales 


Problema 10 


La constructora RéH realiza la construcción 
de un túnel a través de un cerro. Si después 
de 300 m de iniciado se tropieza con un pozo 
de agua (punto P), ¿cuántos metros le falta a la 
constructora para terminar el túnel? 


E ñ o X 
ABC es i 4 s 
>. sceles (AB= 
dido con (AB=BC). 


—_ >> 


En el lx AHB aplicamos teorema de Tales 
b  2a 


En BC, x=300+ 2b 
== 
400 


x=700 m 


Problema 11 


En un triángulo ABC, se trazan las bisectrices 
BD y CE relativas a los lados AC y AB, respecti- 
vamente. Si AB=BE=3 y BC=2, calcule CD. 


Resolución 
Graficamos. Piden x. 


Y 
Á 4 C x D 


En el AABC, por teorema de la bisectriz exterior 


3_x+4 
2 Xx 
3x=2x+8 
x=8 
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A 


Problema 12 Problema 13 

En el gráfico, ¿a qué altura se encuentra el úl- En un triángulo ABC, se traza su alt 

timo escalón de la escalera si el punto P está mxABH=2m=xACB, 2AH)=CH y dE BH, Si 
ubicado a 30 cm del suelo? cule AB. dl 


Resolución 
Graficamos. Piden x. 


Resolución 


Piden h. 


Completando las medidas de los ángulos, BC 
es bisectriz exterior del AABH. 


En el DABB, por teorema de la bisectriz exterior 


x_3mñ 
02m 
h 
| 3 
=—/ 
d 2 
Problema 14 , 
El gráfico muestra tres lotes que a 
límites laterales son segmentos e 1 delo 
a la calle Ricardo Palma, Y el frente lO 
tres lotes en la calle César Vallejo 
cada uno e 


Determine la longitud de 
de los terrenos en la calle 


Por el corolario 2 del teorema de Tales 


h-30_90 
30 45 
h=90 cm 
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== 


olución 
Res 160 ———————= 


“calle César Vallejo. 
4a 30 


1 AA 


Como AP//BQ//CR//DS , Por teorema de Tales 
AB=5a; BC=4a; CD=3a 


ENAD, 5a+4a+3a=160 


l2a=160 
_40 
e 
Por lo tanto 
AB=5a=66,7 m 
BC=44=53,3 m 
CD=3a=40 m 


Por lo tanto, los fre 


. ntes de los terrenos en la éa- 


e César Vallejo miden 66,7 m, 53,3 m y 40 m. 


Problema 15 


En el gra 
sráfico, ABCD 
_ » es un cuadrado 
=4(EF). Calcule y. d 


Resolución 
Piden x. 


Sabemos que 3(RE)=4(EF). 
> RE=4kR pa EF=3k 


En el 1 RCF, por teorema de la bisectriz interior 
CF BR 


RC AR 
:CF% 3 
RC 4 


> CF=3b an RC=4b 


El MRCF es notable de 37" y 53". 
> mxCRF=37" 
En el APQA, x+37%=45" 

x=8" 


Problema 16 

La cima de los tres árboles a, b y c se ubica 
en línea recta; sus sombras proyectadas por el 
sol, en un mismo instante, son los segmentos 
AB, BC y CD, respectivamente. Si BC=3m y 
CD=2 m, calcule AB. 
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Resolución Datos: BD=CE=a 
Piden x. 3(AD)=2(4C) 
ES > AD=2b a AC=3b 


e En el AACB, por teorema de lab 


j 3b _2b ISectriz interior 
) ¡7 2+a a 
. 8 Po SN B==3m o A O “D E 3a=4+2a 
AAA a=4 
Como PB//QC//RD, por teorema de Tales 
a 3 - , 
E = > 0) En ar por teorema de la bisectriz interior 
a | a”? 
Como PA//QB//RC, por teorema de Tales $ , 
a 4 
x_4 (ID SEA > => 
3 b 
x=8 
Igualamos (1) y UD. 
x_3 | db 
3.2 > E ys Problema 18 
X= 2 =4,5m : de : : El gráfico muestra la construcción de la estruc- 
] tura del techo de un almacén. Si AB=12,5 My 3 


gc 'D. 
Problema 17 BC=5 m, calcule C. 


En el gráfico, BD=CE, 3(AD) =2(AC) y BE=2. 
Calcule CD. 


Resolución 
Resolución Piden x. 
Piden x. 


na— 


1 LAQC, por corolario 1 del teorema de En el sRBF, por teorema de la bisectriz interior 
e , 
En a EN 
Tales E A, 

a 3 y K 

p 12,5 E 

a_2 0) id 

b 5 

Problema 20 


io 1 del t ad ; : 
En el MAQD, por corolario 1 del teorema de En una tribuna de campo de tenis, el sol a 


Tales mediodía alumbra 4 filas de las 19, pero en un 
x_a (MD) instante de la tarde los rayos del sol alumbran 
17,5 b 11, tal como se muestra en la figura. Calcule 

AB/EC. 


Igualamos (1) y (ID. 


x_2 

1,5 5 
o X= 
Problema 19 


En un triángulo rectángulo ABC, recto en B, se 
utiliza la altura BH. Si una recta interseca a AB, 
BHy BC en los puntos R,E y F, respectivamen- 
te, ma BRF=30" y MxACB=45", calcule RE/EF.- 


Resolución 


Resolución 


Completa 
z r ; 
obtiene las medidas de los ángulos, se 


MICBH=m <HBA CD: filas que el sol alumbra a mediodía 
ElNrBp e a ED: filas que el sol alumbra en la tarde 
- €S Notable de 30” y 60. En AD, AE+11=19, entonces A£=8 filas. 
| RA BF=kx 


En ED, EC+4=11, entonces EC=7 filas. 
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Problema 22 


En un aeropuerto, José, María y César 
can cada uno en una escalera eléct 


Del gráfico 


se ubj. 


fica, t 
como se muestra en el gráfico. Calcule la he 
Is 


tancia entre María y César si la distancia ent 
e 


José y María es 2,24 cm. 


É 
En el AABC, por teorema de la bisectriz interior 
E 
BC EC Ñ 
4B_3 
BC 7 
Problema 21 


Dado un romboide ABCD, sobre BC y CD se 
ubican los puntos P y Q, respectivamente. Si 
m=xAPQ=90", mxPAD=60", AP=PQ y CQ=2, 
halle CD. | 


Resolución 
Piden x. + Piden d. 


Sabemos que AP=PQ. 
Por Q, trazamos LQ// AD 
ElIMLPO es notable de 30" y 60”, 
> LP=b A PO=bV/3 

Por dato, AP=PQ=b4/3. 

Como CP// OL//DA, por teorema de Tales 


ye 


x _by3 
2 5 
. x=2v3 
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problema 23 


Cierto día, UN alpinista decide ascender a la 
ma del Shuytu rahu, una de las montañas 
e del Parque Nacional Huascarán. 
Me su ascenso desde el campamento base 
Alpamayo (punto A), ubicado a una altitud de 
4300 ms.n.m. Después de caminar 306 m, se 
encuentra en una altitud de 5218 m»s.n.m. 
¿Cuántos metros le falta recorrer para llegar 
a la cima de la montaña (punto B), de altitud 


5947 ms.n.m.? 


Problema 24 


En el gráfico, G es baricentro del AABC. 
Calcule a/b. 


B 


Resolución 


a 
Piden —. 
iden 


Resolución 
Piden x. 


Sabemos que G es baricentro del AABC. 
BG=2(GM)=2m 
CG=2(GL)=2n 


En el LOC aplicamos teorema de Tales. 


CcH_2n _, C(H_2 
HO n HQ 1 
> CH=20 an HQ=lÚ E 


En el BPM, por teorema de Tales 


BG _ PH 
GM HM 
2m_20+b 
m I+a 
2a=b 
a_l 
b 2 
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Problema 25 

Una lámpara de escritorio est 
libro de geometría. La razón entre las longitu- 
des del largo del libro y el rayo de luz indicado 
en la figura es 1:2, respectivamente. Calcule la 


á alumbrando un 


altura de la lámpara. 


HBesolución 


Piden x. 
En el BABC, por teorema de la bisectriz interior 


Problema 26 


Se tiene un triángulo isósceles ABC, donde 
dd: Se traza la altura BH, y la circunferen- 
cia inscrita de un triángulo ABH es tangente a 
AB y BH enP y Q, tal que AC y PO se interse- 
can en £. Si CE es igual a la longitud del inradio 
del triángulo BHA, calcule m < BAH. 
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E 


Resolución 


Graficamos. Piden x. 
B 


Á xi? a TorH a+r Cor gE 


El AABC es isósceles (AB=BC). 
=> AH=HC=a+r 


Del gráfico 

A, T,H y E son puntos 

armónicos. | 
i 


EL NOTA esnotable 30? y 60”. 
X = 30" - 
2 ' 


. x=60* 


Problema 27 pisecte 
En un triángulo ABC, $€ trazan 7 ente. 
interior y exterior BD y BÉ; resp 7, tol que 
E se ubica en la prolon 


AD=CE. Calcule AB/BC. 


gación 


Resolución 
Piden x. 


-— 


sabemos que AD=CE=A. ' 
Como A, D, C y E son puntos armónicos 


Problema 28 


En el gráfico, T es punto de tangencia. Si 
BR=10yEC=3, halle AD. , 


Como QE y OB son bisectrices del AROC, en- 
tonces C, E, R y B son puntos armónicos. 


CE _ CB 
ER BR 
3 n+13 
n 10 di 


En el CHABCD, AD=BC 
x=13+n 
x=15 


Problema 29 


En un triángulo ABC, recto en B, se traza la bi- 
sectriz interior BD. Si AC=12, 2(BN=3(1D) e / es in- 
centro del AABC, calcule el inradio del AABC. 


Resolución 
Piden r (inradio). 


Sabemos que / es incentro. 


Entonces, / es centro de la circunferencia ins- 
crita Gen el ABC. 


En el AABC, por teorema del incentro 
3 _atb 
2H 12 


a+b=18 


En el MABC, por teorema de Poncelet 


a+b=12+2r 
18 


. r=3 
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Problema 30 


En el gráfico ABCD, P y Q son puntos de tan- 
gencia, AP=6(TP), 2(PS)=3(SE) y PL=6. Calcule 


EQ. 


Resolución 
Piden EQ=x. 


H— 8B-X ——t— x — 


Por dato 
PS=3R »a SE=2k 
AP=6a A TP=a 


En el XACBL, por corolario 
2 de teorema de Tales 


BP _ 8a 
6 “6a 
> BP=8 


6 


L 


Como P y Q son tangentes a € 
es bisectriz del « PBQ y BP=B 


8-x _2k 
8  3k 
3(8-x)=8(2) > 3x=8 
á 


Ea 


Problema 31 


En un triángulo ABC, se traza el triángulo me- 
diano MNL (Me AC, L BO). Luego, se traza 
una recta £, que contiene a B, e interseca a 
NL, AL y a la prolongación de LM en D,EyF, 
respectivamente. Si BD=6 y DE =14, halle EF. 


Resolución 


Piden x. 


En el AABC, E es baricentrO 


> BE=2(EM) 


) entonces BO 
Q=8, 
En el APBE, por teorema de la bisectriz interior 


0) 


na— 


AMBC, DL es base media Por x inscrito, MxAFK=m=xADK=0. * 
En A DM (ID Como DK es diámetro, m<KFD=90". 
BD= == 
e (1 En el A AFC, como FB y FD son bisectrices in- 
De () y 


BD=3k; D'E=R; EM=2k terior y exterior, respectivamente. Entonces, A, 


BID" BM añtonc 8 DLE con B, Cy D son puntos armónicos. 


Como DE" EM Se cumple que x(5+x)=2(3) 
rmónicos. ——Áú 

a En x5+0=(D06) 
Como LB, LD, LE y LF forman un haz armóni- : 
co, con centro en £; entonces, B, D, E y F son Z x=1 
puntos armónicos. 
Luego Problema 33 

pS : En el gráfico, Tes punto de tangencia, MN=3(NL) 
ó a y ML=8. Calcule LO. 
Problema 32 


En el gráfico, AB=2 y CD=3. Calcule BC. 


Ñ Resolución 
Piden Xx, i aó qe B 
E Sy 


471 


Piden x.”. Resolución 
E x 
Sea NL=a y MN=3a. Piden y 
Trazamos las cuerdas TB y TD; Ñ 
. . Sabemos que —=R. 
El ZA 7BCD está inscrito en 8 19) 


> mxTBC=m=xTDE=P 


El ZW 7MDE es inscriptible. 
> m=xTME=m=xTDE=B 


El ZA TBNM es inscriptible. 
> mxBNT=m=xBMT=0 


- En el AMAL, por teorema de la bisectriz ex- 
terior 


3a_8+x 


a x 


“. x=4 

Problema 34 | En el A7BP) por corolario el teorema de Ceva 

En el gráfico, ABCD y BPDQ son paralelogra > BL=LP=x a AR=RO=0 
OD ] á PR 


mos. Si — = R, calcule q 
AR PS 


+ Enel AQPD, por corolario del teorema de Ceva 


a QM=MD=> a PS=SC=y 


Como BPDO es un paralelogramo 


BP=QD > x=> 


Como ABCD es un paralelogramo 
BC=AD > y=b 


y 
lx 

1 
S|a 


vir olivia 
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»o> Test 


1, SIABCD es un rectángulo, calcule x. 5. Enel gráfico, AB //CD. Calcule x. 


B A 
7 

¡ÍA 

12 

ly 

A D 

A) 5 B) 6 7 
D) 8 E) 9 A) 4 B) 5 O 6 


D) 9 E) 12 
. Enel gráfico, B to de t la. Si , 
: O y LEE A pl A 6. En el gráfico, E es excentro del AABC. Si 
y " 3(AB)=5(BC) y CL=86, calcule AL. 


A EC L 
A B á E 

NH '8S ¿3 B) 9 00 
A) 0,5 B) 1 O 15 DJ IS E) 12 
D) 2 E) 2,5 j 


7. Encel gráfico, (ASI(BP)=5, (BSIPC)=4 y 


En un triángulo rectángulo, recto en B, AQ=MC. Calcule 6. 


Se traza la bisect 


riz interior BD. Si AD=3 y 
DC=4, calcule mM<ACB. 5 
a 2 — BD3r 04 5 d 
ia 

tego angulo ABC, se traza su bisectriz A SS 

"BE. Si AB=5 y BC=, calcule AC/CE. A M E 
A) 1 o p 
Dee 9 O 2 A) 30" a 5 PA 

| E) 1/3 D) 53" Al 


>: 
LAVES 


1 E 2 E 3 EN 4 E 5 El 6 ES 7 En 


473 


y 
»- Problemas propuestos 


Nivel básico 4. El gráfico muestra parte de un Puente pea 
1. Una hoja de papel tiene trazadas líneas tonal, donde una sección se cayó. ¿Cuán. 
paralelas. Si dos lápices caen sobre ella tos metros de escalera le hace falta? 


tomando la posición que indica el gráfico, 
calcule (ABNED/BO)/DE). 


A) 9,2 m B) 9,1 m C) 95m 
D) 96m E) 9,7 m 


5. Para ver televisión de manera adecuada, 
la altura de los ojos debe ubicarse a un 
tercio del extremo superior de la panta- 

3 lla, tal como aparece en la ilustración. Si 

2. Enel gráfico, AB=2, CD=5, 3(F7)=2(TE) y AB=50,8 cm, calcule AC. 

T es punto de tangencia. Calcule r. 


po 
pde 


A) 3/2 
D) 8/3 


A) 50,8cm B) 67,7 cm C) heee 
D) 152,4 cm E) 203,6c 


3. Una estantería de forma rombal tiene una al- escalera rodante. 
a una 


tura de 80 cm y está empotrada en una pared. > ae gratico miestia das una de la 
Si 2(8C)=3(AB), calcule la altura del jarrón. ds da A a 
A / otra por la misma longitud, calC 


de dicha escalera. 


A) 114cm 
B) 134 cm 
C) 155 cm 
D) 224 cm 
E) 240 cm 


A) 23 cm B) 24cm 0) 25 cm 
D) 2018 E) 27 cm 
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7, Se hace un Mapeo de la superficie terrestre, 
tal como en el gráfico, con tres cámaras tipo 
PTZ. Si dos de ellas barren 300 m y 200 m de 
la superficie, respectivamente, calcule x si 
es la superficie que barre la tercera cámara. 


Xx 200m 300 m 


A) 700m 
D) 1000 m 


B) 800 m C) 900 m 


E) 110m 


$. Enel gráfico, calcule x-y. 


B) 4 


—___—— >” 


10. Los automóviles A y B tienen sensores 


11, 


eléctricos que mediante un satélite per- 
miten detectar si hay movimiento a cierta 
distancia y, así, poder evitar accidentes. 
En un instante, los sensores de los autos A 
y B detectan a una misma persona a una | 
distancia de 20 m y x, respectivamente. Si 
3(AS)=2(SB), calcule x. 


A) 30m 
D) 60m 


B) 40m 


C) 50m 
E) 70m 


Con una fotografía tomada por una cámara 
digital, se registra la velocidad de un auto- 
móvil a través de un procedimiento deno- 
minado efecto Dopple, que consiste en el 
cambio de frecuencia de la señal en dos 
puntos del recorrido: A y B. Si MA=2 m y 
3(RM)=RB, calcule AB, la distancia reco- 
rrida por el auto durante el efecto Dopple. 


A) 5m 
D 8m 
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12. Dado un triángulo ABC, se trazan las bisec- 15, En un triángulo ABC, recto en B, Se traza 
trices interiores AD y BE del triángulo ABC la altura BA; en el triángulo AHB, se traza 
la bisectriz interior AD. Si 4(BD)=5(DH) 


y ABD, respectivamente. Si 2(AE)=3(ED) y 
calcule mx ACB. 


CD=4, halle AC. 


O 7 A) 300 B) 37 O 45 


AM 5 B)6 
D) 53" E) 60* 


D 8 E) 9 


16. En ciertos tramos de sus recorridos, dos 
transportistas se ubican en líneas paralelas 
AE, BF y CG, tal como se muestra en el grá- 

12, En el gráfico, m//n//0. Si BD=2(AB)=2 y fico. Si cada transportista para llegar a B y 
UN=3(ND, calcule CE. F recorrió 30 km y 20 km, respectivamente. 

Si EF=BC+1, ¿cuántos kilómetros le falta 

a cada uno para llegar a C y £, respectiva- 

mente? 


Nivel intermedio 


A 8 B) 445 0) 10 
D) 345 E) 12 


14. En el gráfico, la circunferencia $ está ins- 
crita en el AABC. Si AB+BC=2(4C), calcule 
HI 
TD' 


E) 32 y3 


A) 24y25  B) 26y27 
D) 30 y 31 


re los la" 


b 
17. Dado un paralelogramo ABCD, $0 1050, 
dos AD, DC y BC, se ubican los Ls y 
y P, respectivamente. Si ada ole 
m=PAQ=m=DQM y QM=8, 2” 


ag 


A) 11 B) 12 E 15 


D) 14 


19, En el gráfico, ABCD en un rectángulo. Si A) 1 B) 2 


3 
AQ=3Y PC=2(BP)=4, calcule DR. D) 4 


E) 6 


22. En un triángulo ABC, la bisectriz interior AU 
y las cevianas interiores BN y Cl son concu- 
rrentes en O. Si AB=8 y AN=NC=6, calcule Al. 


A) 48 /  B)46 O 4,4 
D) 4,2 E) 4,0 
A 1 B) 2 3 
D) 4 E) 5 23. En el- gráfico, AM=3(MB), AC=2(CL) y 
m=CML=35". Calcule x. 


19. Dado el triángulo ABC, recto en B, sobre 
los lados AB y AC se úbican los puntos 
P y M, respectivamente. Si BC=3(AM), 
4(AP)=5(PM) y mxBPC=m=MPC, calcu- 
le mxBAC. 


A 30. B3r 045 
D) 530 E) 609 
; | LA) 450? B) 55% 0) 65 
20, Elgráfico muestra el reloj GPS de un alpinis- a E ) ) E pe 
ta, que mide la altitud y la distancia en las + DJ ¿3 


dra ByC.El alpinista desea saber los 
lómetros que recorrió en total, ya que el 


reloj midió X . 

Por un desperfecto. Conside- p 
¡ i 24 ientos de la gradería 
ando que en A encendió su reloj, calcule X. 24. Para sostener los asien g 


de un polideportivo, debajo de ella se han 
construido las columnas BF y CE, y los so- 
portes oblicuos CF y DE, tal como se Mues- 
tra en el gráfico. Si AB=12 m, calcule BD. 


Nivel avanzado 


3 23 0) 24 
E) 2,6 


2, 


án 
Nas AM ulo ABC, se trazan las media- 
AA 


Son ¡ nen O. Si BP | de 
Calcule No. Pendiculares a AC, y AP=6, -A) 933m  B) 9,64 m Ñ =y rd 
D) 13,75 m ' 
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25. En el gráfico, PC=2(HP). Calcule x. 


26. 


A HP C 
A) 16? B) 23* a) ar 
D) 39* ! E) 46" 


En un triángulo ABC cuyo incentro es 
I, la bisectriz interior AD es igual a 9. 
Si AC=4(BD) y AB=CD, halle DI. 


A) 25 B) 2 O 5 
D) 3. E) 4 


7. José, María y César se ubican cada uno 


en una escalera eléctrica del Mall Plaza, 
tal como se muestran en los gráficos. El 
gráfico 1] muestra una vista de perfil; y 
el gráfico 2, una vista aérea. Calcule la 
distancia entre María y César si la distancia 
entre José y María es de 4 m. 


gráfico 1 


29, 


gráfico 2 


A) 4m. B) 5m C) 6m 
D 7m E) 8m 


. Dado un paralelogramo ABCD, la recta JE 


interseca a BD y BC en los puntos M y N, 
respectivamente. Si£ € DC, AM=3 y MN=2, 
halle ME. 


A),4 B45 05 
D) 5,5 E) 6 


En el gráfico, P, Q y T son puntos de e y 


gencia. Si AB=BC, calcule X. 


B 


rita 


ES TEA EA, 


| Capítulo 


— Semejanza 


Solimar Felix Flores Espíritu 


CAPÍTULO XI 


SEMEJANZA 


Objetivos SS 
* Hacer uso de la proporcionalidad para calcular la longitud de los lados, segmentos y ángu- 

los de los triángulos. 

Hallar la altura de edificaciones de gran tamaño de manera indirecta, 

Calcular distancias entre puntos 


accesibles o inaccesibles a través de lá comparación de 
triángulos semejantes. 


Introducción 


Cuando observamos con cierto 
coliflor, los helechos, las muñec 
Nos hace reflexionar sobre 1 
Pero diferente tamaño, 


detalle las formas que se repiten en algunas plantas u objetos (la 
as rusas, etc.), en la que una es más grande y otra más pequeña, 
a posibilidad de encontrar figuras que pueden tener la misma forma, 


Relacionando 1 
de ellas a parti 
Puesto que la 


as longitudes de estas figuras podremos encontrar las longitudes desconocidas 


r de conocer la proporcionalidad entre sus componentes (elementos homólogos), 
tazón de sus longitudes permanece constante. 


Las fi ? 
3 Suras que tienen la misma forma 
semejanza d 


El Estudio de lo 
des roporcio 


, Pero diferente tamaño, serán llamadas figuras semejantes. 
€ las figuras está relacionada principalmente con la semejanza de triángulos. 


S triángulos semejantes ha permitido al hombre, a través de comparar sus longitu- 


es Nalidad) y medidas angulares, calcular longitudes y distancias de manera indirecta, 
De Os que por lo difícil de su acceso o por lo extenso (comparado con el tamaño de las 
No se Podrían realizar. 
“onoc; 
Se MOCida la Necesidad d 
and ¡ 
' O las longitude 


0 es un claro ej 


e Tales de Mileto de medir la altura de las pirámides de Egipto y lo logra 
s de la sombra de la pirámide y de su bastón en una determinada hora 


A emplo de la importancia de la semejanza de triángulos. 
Solo es ai , : 

dE ción e e Principio de todo el alcance que tiene este capítulo, hoy en día lo vemos en la 
a 


Ployec Snes en las salas de los cines, al ampliar o reducir imágenes en una fotocopia- 
ció ; 


N de imágenes de un retroproyector, etc. 
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1» TRIÁNGULOS SEMEJANTES 
Si dos triángulos son semejantes, entonces 


sus tres ángulos tienen, respectivamente, igual 
medida y sus tres lados son, respectivamente, 


proporcionales. 


Si AABC — ADEF 
— :Se lee “es semejante a”. 


entonces 
* m«xBAC=mxEDF=0 
+ mxABC=mxDEF=BP 
* m<xBCA=mxEFD=0 


BC_AC_AB_, 


EF” DF DE 


donde k es la razón entre los elementos homó- 
logos de los triángulos, a la cual llamaremos 
- constante de semejanza. 


1.1. CASOS DE SEMEJANZA 
Para reconocer a dos triángulos semejantes, 
utilizaremos los siguientes casos: 


1.1.1. Gaso-ánguilo - lado - ángulo (ALA) 
Dos triángulos son semejantes si tienen, res- 
pectivamente, dos ángulos interiores de igual 
medida y el lado comprendido entre dichos 
ángulos son diferentes. 


Enel trapecio rect 


Si la m=«BAC=m<EDF=0, mxBCA=m<EFD-9 
y be, entonces el AABC — ADEF. 


Aplicación 1 

Dado un triángulo rectángulo ABC (recto enB), 
donde BC=a y AB=b, halle el lado del cuadra- 
do inscrito BMNQ (M en AB, Q en BC), en fun- 


ción de ayb. 


Resolución 
Graficamos. 


3 


. es or- 
Los triángulos NQC y ABC son do 
que tienen sus tres ángulos de 18U 
pero no son congruentes. 

. a 0% 
Relacionando sus lados, tenemos >, 
ni 
e donde X= 7p* 

Aplicación 2 o pasesaid : 


ángulo ABCD, d 
halle la altura R. 


— 
Resolución 
si la mxABD=0!, entonces la mxACB=a; por 
lo tanto, los triángulos DAB y ABC son seme- 


jantes. 


Entonces qa = Esa L 
AB BC 
Luego 4 = 4 
h b 
h=a:b 


111.2. Caso lado - ángulo - lado (LAL] 
Dos triá : NN 

$ triángulos son semejantes si tienen dos 
a : : 

2£0s respectivamente proporcionales y el 


angulo comprendido entre dichos lados son 


COngruentes, 
B 
E 
A ¿ 
f 
A 
A 7 
á ( D e [ 
side 


Ue ¿ón interna d 

Os 

a pe de 
=a, 1 


e un Cuadrado ABCD, se 


y Se traza el cuadrado 
e DF. 


AAA 


Resolución 


Sea l la longitud del lado del cuadrado ABCD y 
m la longitud del cuadrado BEFG. 


Entonces BD= 0/2 y BF=mw/2. Como la 
m=xDBF=m=<ABE=a, entonces los triángulos 
ABE y DBF son semejantes. 


Si AE=a, entonces DF = av/2. 


1.1,3, Caso lado - lado » lado (LLL) 
Dos triángulos son semejantes si sus tres lados 
son, respectivamente, proporcionales. 


B 
( | : a 
4 b COD 


a b c 


¿ 


Si 


d e - f 
entonces el AABC - ADEF. 


Aplicación 4 
En el gráfico se muestra un cuadrilátero ABCD. 
Calcule la mx BAD. 


Resolución 
Como los tres lados del triángulo ABC son pro- 


porcionales a los tres lados del triángulo ACD 


E => 5) dichos triángulos son semejan- 
4 


tes. Por lo tanto, la m<BAC=m=<CAD=a. y la 
mxBCA=mxCDA=0. 


D 


Si prolongamos AC hasta el punto E, entonces 
la mxDCE=a+8; por lo tanto, a=40". 


Finalmente, la m <BAD=80". 


1.2. CÓROLARIOS DEL CASO 
ÁNGULO - LADO - ÁNGULO 


1.2.1, Corolario $ 
Dado un triángulo ABC, si trazamos una recta 
paralela al lado AC, esta determina con AB y 


EC el triángulo MBN (M en AB y N en BC), que 
es semejante al primero. 


Si MN //AC 
entonces AMBN -— AABC. 
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Aplicación 5 


En el triángulo ABC, BD//EF y DE //AB. SiAD=« 
y AC=b, halle AF, 


B 


A4á a 1D F E 


| 


Resolución 
Si DE//AB, los triángulos DEC y ABC son seme- 
EC_b-a 


jantes; entonces, 375 B a e 


También BD//EF, y los triángulos FEC y DBC 
C_b-=x x 
BC "hd a 
, de donde (b- aJ*=b(b-x). 


son semejantes; entonces, == 


a 


L 
uego, 5 


a 
=—(2b- a) 
=> 


Dado un triángulo ABC, si trazamos una be 
secante a AB y BC enMyN, o 
de modo que la m<BMN=M «ACB, da ng 
antiparalela al lado AC), entonces ae 
NBM es semejante al triángulo ABC. 


Si mxBMN=mxACB, 
entonces ANBM - AABC. 


BN _ BM _ MN 
AB BC era 


AA EAS ie dd O 


Caso particular 


La recta que pasa por los pies de dos de las 
alturas de un triángulo acutángulo determina, 
en el triángulo dado, un triángulo semejante al 


primero. 


» Observación 
Si en un triángulo 4BC se trazan las 
CN y la m« ABC=0 


Tas AM y 


, Si BC=q, entonces BN= 


| > 
| ANBM-AABC | 
CERATI 


a a 


altu- 


acoso. 


; 


AAA 


Como los triángulos MBN y ABC son semejantes, 
entonces e 25050 


=COs8B. 


» Nota 


Si las alturas AM y EN form 


an un ángulo 
de medida 0 


Á Cc 


MN 
entonces se cumple que YO cosB. 
AU 


1.2.3. Corolario 3 

Si por el vértice A de un triángulo ABC traza- 
mos una recta que interseca a BC en N, de 
modo que la mxBAN=m=<ACB, entonces el 
triángulo ABN es semejante al triángulo ABC. 


ANBA - AABC 
BN_AN_ AB 
de donde AB AC BC 
Consecuencia 


+  AB:AN=BN:AC 


e AB?=BN-BC j 


Esta recta AN es conocida como la recta anti- 
paralela a AC. 
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a. Teorema de la antiparalela B 
Si en un triángulo ABC, trazamos una ceviana 
AN, de modo que la mxBAN=m <ACB, enton- 


ces AB es media proporcional con BC y BN. 


aos AR 1MAN | 
(AB)'=BC-BN E 


A 


Sic?=b :n, entonces a=f. 


Demostración 


Los triángulos NBA y ABC son semejantes. Lue- 
go, relacionando sus elementos tenemos que 


con ] Demostración 
==; porlo tanto, c“=a*n. Los neos BDC y DAC son semejantes, 
a c 
b pDCc a 
> entonces —=—==7* 
De donde | May =BC-BN | 50 po 
€ 1 2 
Luego, 4 pC_ e 
» Recuerde “y b 


En el gráfico, también 'se cumple 


4 AB-BC=AC'BH 


b. Recíproco del teorema de la antiparalela 
Si en un triángulo ABC se traza la ceviana interior 
BN, de modo que se cumple que (AB)?=BC-BN, 
entonces la mx<BAN=m= ACB. 


PEE 


xEntonces > Fs: 
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c Ampliación de los corolarios del caso ÁLA 
Si la recta fuera exterior al triángulo, entonces 
interseca a las prolongaciones de AB y BC. 


e los corolarios 1 y 2, tenemos los si- 


» Recuerde 
SIED//AC 


Luego, d 
guientes casos: 
+ Ampliación del corolario 1 


Si MN //AC 


entonces se cumple que ze = qe . 
E QC: AQ 
A Aplicación 6 
C En el gráfico mostrado, 3EP=2PB. Si'CQ=6, 
Sn halle AQ. 
ces AMBN — AABEC. B P E 
. Bj E 
Luego, se cumple ME BA BN , 
AC AB. BC 
También 
MN-AB =BM:AC 
MN-BC =BN-AC 
BC-BM=BN-AB Resolución 


BP 3. 
Ampliación del corolario 2 Depanla. PE =2 Piden AQ=x. 


Sila mxMNB= 
B=m=xBAC En el cuadrilátero inscriptible BEDC 
m=xEBD=mxECD=a 


¡0 


P2k E 


B SR 


A 
C 
tonces A NBM- AAB Por lo tanto, EB//AC. Luego, los triángulos BME 
bi lA y AMC son semejantes. Aplicando la observa- 
ego sec MN BP AQ Xx 
umple == BM = BN ió jor, —= 775 entonces ¿=> de 
, ACTBCT AB ción anterior, PE OC oh 


donde x=9. 
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4.3. RAZÓN DE LOS ELEMENTOS HOMÓLO- 
GOS DE TRIÁNGULOS SEMEJANTES 

Si dos triángulos son semejantes, todos sus 
elementos homólogos son, respectivamente, 


proporcionales. 


En el gráfico, los triángulos ABC y POR mostra- 
dos son semejantes; entonces 


ONIS 
d2) (02) Lc) Im) AR2) ho 
donde k es la constante de semejanza. ' 
Aplicación 7 


En el trapecio rectángulo ABCD, los inradios 
de los triángulos AED y BEC son a y b. Halle el 


inradio del triángulo AEB. 
Á D 
B E 
Resolución 
Del enunciado 
Á ar  D 


Si 
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—— 
Los triángulos AED, BEA y CEB son sem 
tes. Como los inradios de dichos triángulo 
a; r y b, respectivamente, entonces AD 
AB=h=r*k y BC=b+k. 

Sabemos que h*=(a-k)(b-k), pero h=r-p: en- 
tonces 1?:k*=a:b-k?, de donde r= Ja:b i 


ejan- 
S son 
=q R; 


1.3.1. Teorema de los ángulos homólogos 
Dado dos triángulos semejantes, sus cevianas 
homólogas forman ángulos de igual medida 
con sus lados homólogos. 


B 


DN A 


F 
Á Yi 


Los triángulos ABC y DEF son semejantes. 
Si BM y EN son cevianas homólogas 


(a) 
MC  NF 


entonces la mxABM=m <DEN=0. 


Análogamente 
m<MBC=m=<NEF Sl 
m=xAMB=m=xDNE 


? z 
4.6. APLICACIÓN DE LA SEMEJAN 
TRIÁNGULOS = 


3,4.1. En el triángulo 


A DE 


eo onseiy ¡nteriol 
a. Teorema de la bisectriZ int 


; 24: cos0.- 
AA 


A D 


> 
». Teorem: la hi Ñ 
pemostración b. Teorema de la bísectriz exterior 


prolongamos CB hasta E, de modo que BE=AB<c. 


A  ( 7 ) 
E E Sea x la longitud de la bisectriz exterior BD. 
¿ L j 
Enel AABE, la mxAEB = mx EAB=0a; entonces Entonces x=24€ cosO 
EA=2c*cosa.. e 
Como los triángulos DBC y AEC son semejantes, 
entonces se cumple Demostración 
x_2c:cosa 
a Por C trazamos una recta paralela a la bisectriz 
donde exterior BD. 
2a"c 
Y ==——C05S0L d 
a+c 


Sea E el punto de intersección de dicha parale- 
la con AB; entonces EB=BC=a y AE=c-a. 


En el triángulo EBC, EC=2a*cos6. 


Los triángulos AEC y ABD son semejantes. 


Xx C 


2a:cose c-a 


2a:c 
de donde x = ——-cos6. 
c-a 
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nota 
Ejemplos del teorema de la bisectriz ex- 


terior 


Demostración 


Desde A y C trazamos perpendiculares, AM y AN, 


a la recta BD. 

Luego 

En el 4AMB, AM=c seno. 
En el 4CNB, CN=a :senf. 


asenf 
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Además, los triángulos AMD y CND so 
jantes, de donde " Sem. 


E 


Si el triángulo ABC.es isósceles de base AC 


B 


La (sena) 


—— | 


e tsenb) 


pa 
o 


se el 
ado inscrito eN 


cuac 


ol 
Si EFGH es un cuadrado de pa ña 

a 
t cos 11,2, de donde! $4 
dal IUbRr 


, 2 
ds ¿> 


n— 


Demostración 


Como FE//AC, entonces los triángulos FBE y 
ABC son semejantes. Luego, las razones de al- 


tura y el lado relativo a la altura: o en de 
donde - e l= een | 
DDR bh 


b D 


Si BC//EF//AD, entonces 


-4m+b: 
x= M4 
m+n 


Demostración 


Si Por F 
t 

(e O PQ, una recta paralela a AB 
YO enlap 


Ma e] ns rolongación de BC), se for- 
0D<p.., gramo ABPO, siendo PC=x-a y 


o 


Entonces los triángulos QCF y PDF son seme- 
jantes. 


AC N BD=P y MN//BC//AD, entonces MP=NP. 


2BC:AD 


Además, MN = ————-. 
emás, M BC+ AD 


Demostración 


Los triángulos BPC y DPA son semejantes, en- 


t BP _ EC. luego Als is 
onces 55 =p: "082 pp” BD+AD' 


491 


Como los triángulos MBP y ABP son semejantes, Aplicación 8 | 
BP MP En el gráfico mostrado, donde AB=a ; 
3” An” ES =a, BC= 
entonces BD AD CD=<c, halle la longitud del lado del cuadr b, : 
EFGH. ado | 


MP BC 
==, de donde 
Por lo tanto, AD BC+AD 
BC:AD 
MP = ———. 
BC+AD 


Análogamente, para los triángulos NCP y DCA 


NP= BC-AD 
BC+AD 
de donde MP=NP y MN = za 
BC+AD 


Resolución 
Sea P el punto de intersección de AC y BD. 
En el ABPC, h es la altura trazada desde P. 


D 


» Observación 


SIAB/CD//GF, entonces 
ab 

= O = 
a+b Xx, ab 


Caso particular Entonces el lado del cuadrado inscrito se rela: 

ciona de la siguiente manera: 
1 1 1 (1 
==—+— 
x-h b 

En ABCD 
121 1 -(M) 
==—+-—- ) 
h a c 
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Aplicación 9 
En el grafico mostrado, halle BF si 


Análogamente M, P y N son colineales. 


Resolución AB 0 . . Demostración 
Prolongamos AB y trazamos la ceviana exterior De la gráfica anterior, para demostrar que AC, 
CE, de modo que CE=CH. 


BD, MN y PQ son concurrentes, demostrare- 
mos que MN y EF dividen a la diagonal AC en 
una misma razón; por lo tanto, estos tres seg- 
mentos son concurrentes. 


En la prolon 


gación de CB, se ubica D, de modo 
AD=AG, 


Entonces AD//BF//EC. Luego L 41-21. 

emi AD CE BF 
1amos AD por AG y CE por CH, obtene- 

Mos que 1 a EN 1 


AR 
.*. C = 
En la región añ 77 


oia 


Teor 
em ' 
Sea amo > (teorema de Brianchon) 


| un 514 : , 
y eunferen cuadrilátero circunscrito a una 


Son los 5 de centro O. Donde E, M,F y 


unt Ñ j 
encia con an o e tangencia de la circunfe- 


' NAB Á 
he ACy BD se se CD y AD, respectivamente. 
e 
son colineales 'Secan en P, entonces E, P y En la región AEHC, E = n (1D 
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De (D y (D, R=S =P. 

Por lo tanto, MN, EF y AC son concurrentes 
enP. ) 

Análogamente, MN, EF y BD son concurrentes 
enP. 


Caso particular 

Si el trapecio es isósceles, entonces EF es pa- 
ralelo a las bases y su longitud es la media ar- 
mónica de dichas bases. 


ABCD es un trapecio isósceles, E y F son pun- 
tos de tangencia. 


Entonces 
+ EF//AD//BC 


2BC:AD 

EF = ==—— 

BC+AD 
Demostración 


Sean M y N los puntos de tangencia de la cir- 
cunferencia inscrita con las bases BC y AD, res- 
pectivamente. 


Sea BM=MC=a, 


entonces BE=CF=a. 


Sea AN=ND=b, 
entonces AE=DF=b. 


494 


En el trapecio ABCD 


BE_CF_a 
EA FD b 
Entonces EF//BC//AD. 


Del teorema 2 


-seisrectas tangentes de 
«ca. Entonces los segmento 
“intersecan en un solopunlo e 


«punto de Brianchon:. 
¿SIA y D fueran pun 
tonces el, hexágono 
“cuadrilátero. Luego, Bl , 
A TO ci cunscrito al 


Ep =280:4D 
BC+AD 
») Recuerde 


En geometría, el teorema de Brianchon, , 


“nombrado así en honor. a Charles Julien 


Brianchon. (1783-1864), establece Jo ÓN 


-Sulente: 


Sea ABCDEF un hexágono formado por 
«una sección COn»: 
nios AD, BE, CF e 


8 NANA 
> Ñ ER A denomil $5 
El punto de intersección Pp. se ys 


E jay e 
tos. de tangente” - 
se conviene 


Coeur ut 


en Un; 
adria: 


la: có ca: 


.-_— 


4,3, En la circunferencia 
14 


SS 


ema 1 
Lacan de un punto de una circunferen- 
La 


:, a una cuerda es media geométrica de las 
ns de dicho punto a las tangentes tra- 
l . 
zadas por los extremos de dicha cuerda. 


[=D 
RAS 
Demostración 
En la circunferencia, la mxPNM=m-=xPMA=0a 


yla mx<PMN=m=xPNB=P. 


En el cuadrilátero inscriptible NBPH 
MXPBH = MXPNM = u 


e MX PHB = MPNB =B 

el cuadrilátero inscriptible MAPH 
MX PMA = MXPHA = q 
MXPMN = MXPAH =P 


Por lo tan 


to .> 
Melanie los triángulos BPH y HPA son se- 


Relacion am 
BP p 


Os los lados homólogos. 


Teorema 2 


La demostración es igual al teorema 1. En este 
caso, el punto se encuentra en el arco mayor a 
diferencia del caso anterior. 


En el cuadrilátero inscriptible NBPH 
m<PBH=m=xPNM=0. 
m=PHB=m=<PNB=P 

En el cuadrilátero inscriptible MAPH 
m=xPMA=mxPHA=0. 
m=xPMN= m=<PAH=B 

Por lo tanto, los triángulos BPH y HPA son se- 


mejantes. 
Relacionamos los lados homólogos. 


Luego, (PH)?=BP PA. 
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» 
Teorema 3 > Nota =3 
Estos teoremas se generalizan cuándo E 
ángulo de los segmentos trazados desde - 
P forman ángulos de igual medida, o j 
diferentes de 907, con la cuerda y las tan y 
gentes. 4 


Caso 1 


Si A y B son puntos de tangencia 


Demostración 
Por A y B, trazamos tangentes a la circunferencia. 


Entonces 7, | 


xlao e e | 


- Caso 2 


Si Pes punto de tangencia -! 


Trazamos PE perpendicular a la recta tangen- 

te trazada por A. Análogamente, trazamos PD 

perpendicular a la tangente trazada por B. 
PE=AM=a, PD=BN=b 

Ahora estamos en el caso:del teorema 2 si P se 

encuentra en el arco mayor. Si P estuviera en el 

arco menor, estamos en el'caso del teorema 1. 


Luego, (PH)?=PE «PD, de donde x2=a:b. 


x=.Ja:b 
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E z 
5, TEOREMA DE PAPPUS | 
E ABC un cuadrilátero inscrito en una cir- 
Sc y sea P un punto arbitrario de di- 
cu 


cha circunferencia. 
Los productos de la distancia de P a los lados 


opuestos del cuadrilátero inscrito son iguales. 


f y 


| PE.PH=PJ.PK | 
AS y 


En la circunferencia, la m «PDA =m«xPBA=0. 


En el cuadrilátero 
mxADJ=m<«ABC=0+fB. 


inscrito  ABCD, la 


En el cuadrilátero inscriptible PEBK 
MmXPEK=mxPBK=0 
m=xPKE=m=PBE=f 

En el cuadrilátero inscriptible P/DH 


m=xPJH=m=xPDH=0 
m=xPHJ=m<PDJ=f$ 


Entonces los triángulos JPH y EPK son seme- 
jantes. Luego 


PJ _PH 
PE PK 
“. PE-PH=PJ-PK 


Corolarios del teorema de Pappus 

I... El cuadrado de la distancia de un extremo 
del diámetro de una semicircunferencia a 
una cuerda es igual al producto de las dis- 
tancias de dicho extremo a los pies de las 
perpendiculares, trazadas desde los extre- 
mos de la cuerda a dicho diámetro. 


En el gráfico se cumple que 
(BH)'=BE-BF | 
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IL. El producto de las distancias de un punto 
de una circunferencia a los lados opuestos 
del rectángulo inscrito a dicha circunferen- 
cia es igual al producto de los segmentos 
parciales determinados por una de las per- 
pendiculares en uno de los lados del rec- 


tángulo. 


(Po-PH=B0-00 | 


III. Si desde los extremos del diámetro de una 
semicircunferencia, se trazan perpendicu- 
lares a una cuerda de dicha semicircunfe- 
rencia, así también desde los extremos de 
dicha cuerda se trazan perpendiculares al 
diámetro. 


Entonces se cumple que 


- EC-BH=BG-CF 
AF-DG =DH-AE 


IV. Sea ABC un triángulo inscrit 


B O €n Una cir. 
cunferencia, en el arco AC se Ubica el pu 
n- 


to P y por B se traza la recta tangente a dj. 
cha circunferencia. 

Entonces el producto de la distancia dePa 
los lados BC y BA es igual al producto de la 


. 


distancia de P a AC y a la tangente trazada 


por B. 


E PENN) =(PONPE) 


TEOREMAS ADICIONALES 


weilio 
ge 
pe 
a 
ch 


Teorema 1 ¿pican 
Sea ABCD un cuadrado, en CD y pe pes 
los puntos E y F, respectivamente, de > 
que la mxEAF=45, AE y AF in iaa 
diagonal BD en MyN, respectivamente. 

Si MN=0, entonces EF =l= Y2. 


Demostración 


Como las me 


es 45”, en 
NED son inscriptibles; 


maeANE=m<AMF=90" 


didas de los ángulos FBM y 
tonces los cuadriláteros AMFB 
por lo tanto, la 


Luego, en el triángulo AEF, EN y FM son altu- 
ras; por lo tanto, los triángulos AMN y AFE son 
semejantes. 

Como la m<£AF=45", entonces 


MN o 
Tp =C08s45%= — 


EF WE 


» Observación 

Si la Mx EAF=459 
MXEAC=m « NAB=G, y 
MXECA=m< N JA=A52 


entonces la 

como la 
Ey los triángulos 
“BN y ACE son semejantes y su razón de 


semejanza es ds 
Ss. 


v2 
B F 


y = 1 [5 ñ e 
= BN 42 Y AE= ANJA. 


Tos tris ; 7 
Mejantes y. ¿MBulos ADM y ACF 
el: les y su ra A 


Zón de semejanza 


» Nota 
AO es la distancia de. A a MN y AH es la 
distancia de Aa EF. 


B 


Á 


AO y AH son alturas homólogas de los 
triángulos semejantes AMN y AEF. 
Entonces si AO =1/244/2, porlo tanto, AH=1, 


donde ( es él lado del cuadrado ABCD. 


Teorema 2 
En un paralelogramo ABCD se ubican los puntos 
PyQenAByBC, respectivamente, AQ N PC=L. 


. m<aLDA _ 
Si AP=0QC, entonces m0 
Demostración 
Sea AP=0C=1. 


Prolongamos AQ y DC hasta que se encuentren 
en el punto £, entonces los triángulos EQC y 
EAD son semejantes (QC//AD); por lo tanto, 
AD/ED=0/EC (D 
También los triángulos APL y ECL son semejan- 
tes (AP//EC); entonces AL/LE=0/EC. (ID 
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De (D) y (ID 

AD/DE=AL/LE, por lo tanto, en el triángulo ADE, 
del teorema recíproco de la bisectriz interior, 
DL es bisectriz. 


Luego, a.=B. 
msLDA _a -1 
mxLDC $ 


Teorema 3 

Sea ABC un triángulo equilátero y / una recta 
tangente a la circunferencia de radio r, inscrita 
en el triángulo ABC. 

Si las distancias de A, B y C a l son AG=a, 
BH=b y CJ=c 


Á 


entonces 3r=a+b-c. 


Demostración 

Sea M el punto de tangencia de la circunfe- 
rencia inscrita con el lado AB, entonces M es 
punto medio de AB y CM es altura del triángulo 
equilátero que pasa por el centro O de la cir- 
cunferencia, en donde OC=20M. 


- Como la m=xAMD=m=xCNE=0, 


Como M es punto medio de AB 
m=1/2(a+b) 


En la región sombreada, los trián 


Entonces 


p gulos son se. 
mejantes; entonces r+c=2(m-—n), de don de 
2m=3r+cC. Luego, 2mM=3r+c=a+b. 

3r=a+b-c 


En el triángulo ABC, la circunferencia inscrita 
es tangente a los lados AB, BC y AC enM,NyQ, 


El doble de la inversa de la distancia de Q 4 
la recta determinada por M y N es igual a la 
suma de las inversas de la distancia deAyC 
a dicha recta. 


2 1,1 
Entonces se cumple que 7==-=+7" 


hh h 
Demostración | 
Sean D y E los pies de las 
zadas desde A y C, respectivamente, 


perpendiculares a 3 
alarecia y 
entonces los 
triángulos AMD y CNE son semejantes. 
AM=AQ=n y CN=CQ=m; luego, hisn 
h,=m seno 


sena y 


-— 


De la propiedad del trapecio, se cumple 


him+ ho -n  nsena'm + mseno'n 
A AAA 
m+n m>+n 


2m'"n+sena 
A 


m+n o 
nsena.  m:sena 


2 
h  mnsen 
2 
h 


Teorema 5 l 

En un triángulo rectángulo ABC, se trazan las 
bisectrices exteriores CE y AF, relativas a los ca- 
tetos AB y BC, respectivamente; luego, se pro- 
longa la altura HB hasta intersecar en P al seg- 
mento que une los pies de dichas bisectrices. 


Entone 
es la j > 
altur Tversa de la prolongación de la 


a (B : 
' (BP) es igual a la suma de las inversas 
SAE y CF, 


SiAp= 


Demostración 

Si desde F trazamos una perpendicular a CA, 
que interseca a la prolongación de CA en G y 
a la prolongación de EA en 1, entonces AG=AB; 
por lo tanto, los triángulos /GA y CBA son con- 
gruentes (caso ALA). Luego /F=CF=n. 
Análogamente, si desde £ trazamos una per- 
pendicular a AC, que interseca a la prolonga- 
ción de ACenR ya la prolongación de FC en 
Q, entonces CR=CB; por lo tanto, los triángulos 
CROQ y CBA son congruentes (caso ALA). Final- 
mente, QE=AE=m. 


También PB//FI, por lo tanto, los triángulos 
EPB y EFI son semejantes; en consecuencia, si 


NR 0) 
EP=v y PF=u, entonces 0 a 


Análogamente, PB//EQ, por lo tanto, los trián- 
gulos FPB y FEQ son semejantes; en conse- 


17) x 
encia, —-=—. (ID 
quen "u+v  m . 
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Teorema de Van Aubel 

Si en un triángulo ABC se trazan las cevianas 
concurrentes AE, BG y CD (concurrentes en PF), 
entonces se cumple que 


Br _BD, BE 
FG DA “EC 
Demostración 
B [ 


Por A y C trazamos rectas paralelas a BG hasta 
intersecar las prolongaciones de CD y AE en H 


e /, respectivamente. 


Entonces los triángulos HAD y FBD son se- 
mejantes, de donde podemos concluir que 


BD _ BF 


Dm* análogamente, CIE y BFE son se- 


mejantes; por lo tanto, ,, BE ed 


EC CI” 0 


¡A , 
En el triángulo ABC, del teorema de Ceva, te- 
DB ECHA n ] 


Reemplazamos las razones anteriores. 


E) 
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——= 


También 44 _M_ ,FG_ a 


HA (mem Y 10 Tay ego, 
FG ¿FG 1 

E =1 dedonde L=<L ¿1 
HA“ IC ES 6 Hi 


Si multiplicamos por BF, obtenemos que 


BF _ BF. BF 

FO HA” 1C 
De (D 

BF _ BD, BE 

FG DA EC 


e BESO 
ERIOnCeS > A mE EOÉ 
» Si F es incentro del triángulo ABC (0) 


EN 


Bl BE SELEN 
a HOR 


$ A onde! BC=4, aca Y 40 


nan— 


a de Blanchet l 
ulo, si una altura y dos cevianas 


ncurrentes, la altura es bisectriz del án- 

0) 

e determinado por los segmentos que unen 
o A Éo 

e pies de las cevianas con el pie de la altura. 

os 


Teorema, 
En todo triáng 


Si AH es altura, y BF y CE son cevianas concu- 
rrentes, entonces la mxE£HA=m>=FHA. (En el 
gráfico, a=B). 


Demostración 1 

Por A trazamos una recta L, paralela a BC; lue- 
80, prolongamos HE y HF hasta intersecar a L 
enPyQ, respectivamente. Como AH es per- 


Pendicular a BC, entonces HA también es per- 
Pendicular a £. 


Para demostrar que a=B, 


bastará demostrar 
que PA=AQ. ] 


Como H h C 
Os ángulos APE 
'Onces 0 


eb OM 


tes, en 


y BHE son semejan- 


Así también los triángulos AQF y CHF son se- 


ó c h 
mejantes, entonces rise (ID 
y 


En el triángulo ABC, aplicamos el teorema de Ceya, 


a 


Reemplazando (1) y (ID) en (ID, demostramos que 
X=; por lo tanto, queda demostrado que a.=B 


Demostración 2 


Sea I la intersección de HM con AN, entonces 
para el triángulo ABH los puntos P y C son con- 
jugados armónicos de A y H; entonces BA, BP, 
BH y BC son haces armónicos. 

B 


Porlo tanto, los puntos A,/, Q yN conforman una 
cuaterna armónica. Como la m=xOQHA=090", 
entonces por el teorema recíproco, HQ y HA 
son bisectriz interior y exterior, de donde a=B. 


Recíproco del teorema de Blanchet 
Si en un triángulo ABC se trazan las cevianas 
concurrentes AH, BF y CE, de modo que la 
m=EHB = m=xFHC=0; entonces AH es altura. 
Por lo tanto, la m <AHC=090". 

A 
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E 
E 
E 
pl 


' 


á 
A 
y 
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EXA 


La altura de la Gran Pirámide 


En cierta ocasión, Tales estaba visitando la Gran Pirámide en Egipto. Los egipcios hablaban de 
ella con orgullo por el impresionante desarrollo matemático que representaba, 


Durante la visita de Tales, uno de los presentes preguntó cuál era la altura de la Gran Pirámide, 
En ese momento los egipcios no pudieron dar una respuesta ya que la pirámide era muy alta 
y si se soltaba una cuerda desde la punta hasta el suelo, lo que se estaría midiendo no sería 
la altura. 


Tales, ante tal interrogante y como buen amante de la solución de problemas, también quiso 
conocer la respuesta. 


Primero midió la longitud de la sombra de la 
como ya conocía su estatura, hizo algunos cálculos y sorprendió a los egipcios con la medida 
de la altura de la pirámide. Ñ ; 
Los egipcios desconocían el teorema que Tales estaba usando: 

: a > j s : ¡ián- 
Si por un triángulo se traza una línea paralela a cualquiera de sus lados, 58 obtienen dos ll 
gulos semejantes. : 


Este resultado corresponde a una de las versiones del llamado te 


orema de Tales y, según 
- figura, se cumple la siguiente relación: 


Xx 


id bastón ? 7 
sombra de la pirámide — sombra del bastón 


Adaptado de <httpsi/fmatomaticascercanás comi2014/04/98 e 


PASÓ 


2 pirámide, luego la longitud de su propia sombra y, 


id 
ol ie 


Problema 1 


En un día soleado, Anthony observó que la lon- 
gitud de su sombra es la mitad de su altura; 
en ese mismo instante midió la sombra que 
proyectaba un edificio y exclamó que la altura 

“del edificio es 20 m. ¿Cuál fue la longitud de la 
sombra que halló Anthony? 


Resolución 
Graficamos. 


Como los rayos del Sol son paralelos, los trián- - 


ulo; S 
gulos que se forman son semejantes, entonces 
A 
B 


¿ola 


el dato del problema, b= a entonces B= a 


Si Ant 
hony dice que A=20 m, entonces la lon- 


Situd de la Sombra B es 10 m. 


Problema ) 
n Po 
bal de luz (punto B) proyecta sobre una 
s 
0 Ed de dos cajas cúbicas (vistas 
a 
tados DEFG y HIJK) como se mues- 


el gráf 
Pe e So.SIAC=b y JK=a, calcule la lon- 
a arista de la caja mayor (DE). 


—_—— > 


Problemas resueltos 4 


Resolución 

Como GF//AC, entonces los triángulos GBF y 
ABC son semejantes y los cuadrados inscritos 
en dichos triángulos son elementos homólo- 
gos de dicha semejanza (cuadrados inscritos 
en triángulos semejantes). Luego, el lado del 
cuadrado HIJK es al lado del cuadrado DEFG 
como GF es a AC. 


, as x 
Del gráfico, E =p de donde x = Ja-b. 


Problema 3 


En Navidad le regalaron a Said 3 chocolates 
triángulo en forma de barra, de diferentes ta- 
maños, que Said apiló como se muestra en el 
gráfico, donde ABC, BDE y BFG son triángulos 
equiláteros, de modo que CeBD y Ee BF; A, 
B y G son colineales, además, AB=a y BG=b. 


Halle ED si DF//CE. (b >). 
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Resolución 
Del enunciado 


Á a B b G 


En el triángulo DBF, como CE //DF (dato), en- 
tonces aplicamos el primer corolario de Thales. 


Problema 4 


En un cuadrilátero convexo ABCD, existe 
un punto P en AD, de manera que BP=AB y 


CP=CD. Si BC =1, calcule la longitud del seg- 


mento que une los puntos medios de las dia- 
gonales AC y BD. 


Resolución 
Graficamos. * 


Sea BP=AB=a y CP=CD =b, además, F y G 
son los puntos medios de AC y BD, respectiva- 
mente. Nos piden calcular FG. 


Ubicamos el punto medio M de AD. 
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En el triángulo ABD, del teorema de los punt 
medios, GM//AB y GM=1/2 AB=0J9 mios 
De GM//AB, la m< CMD=m<BAD=0. 
En el triángulo DCA, del teorema de lo 
medios, FM//CD y FM= 1/2CD=bJ2, 
De EM//AB, la M<XFMA=m=xCDA=f. 
Entonces la mxGMF=M<BPC y e] triángulo 
FMCG es la mitad de CPB. 

FG=% BC =0/2 


S Puntos 


Problema 5 

En el gráfico, P y Q son puntos de tangencia, 
PB=10, MQO=7 y QN=5. Si la mx PAQ=74?, cal- 
cule MP. 


O NA 


Reselución 

Si P y Q son puntos de tang 
AP=AQ. Como la m«PAQ=74, 
m=xAPQ=m=<AQP=53". 


encia, entonces 


prolongamos OP hasta que interseque, en Entonces en el AAFH, la mx FHA=m<FAH=x. 
p, ala paralela a QA trazada por B. Luego, la Como ABNDE Mama BRAD 270 


=532 = =10. 
m4BPD =m«BDP=53" Y BDaBR En el 4FHE, la m<HFE=70". Luego 
En el triángulo isósceles PBD, trazamos la altura 9x=70" 
BH, formando los triángulos notables PBH y 
DB, de 37 y 53”. Luego, DH=PH=6. “o x=30" 


Además, los triángulos NQM y DBM son seme- 
jantes, de razón 1/2. Luego, DM=20QM. Por lo Problema 7 


=2(7), de donde x=2. 
tanto, 12+x=2(7) Según el gráfico, halle DE si AE=9 y DF=4. 


Problema 6 

En un paralelogramo ABCD, en la prolon- 
gación de DC se ubica el punto E, de modo 
que AE interseca a BD y BC en F y G, respec- 
tivamente. Desde F se traza FH 1 CD(H en 
CD) y la mxAGH=90". Halle la mx HAE si la 
m«BAE=20". 


Resolución 
Sea AF=(, entonces por propiedad en los para- 
lelogramos, se sabe que 


(APY'=FE-FG 1 


Resolución 


Del enunciado 


4 
q 
A 


Como los triángulos AED y EDF son semejan- 


tes, entonces relacionamos sus elementos ho- 


mólogos. 
, (FE)?=F, . 
D E-FG. 9 Xx 
FH=AF 
x=6 
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Problema 8 

La base de una caja de vino es de forma de un 
triángulo ABC, recto en B. Se divide la caja con 
cartones ubicados en un punto M de la hipo- 
tenusa, donde MP y MQ son perpendiculares 
a los catetos AB y BC (Pe AB y Qe BC) para 
reemplazar la botella de vino por dos botellas 
de menor radio. Si la suma de las longitudes de 
los radios de las bases inscritas a los triángulos 
APM y MOC es 14 u, ¿cuál es el radio de la base 
de la botella inscrita al triángulo ABC? 


Como los triángulos APM y MOQC son 
tes con el triángulo ABC, entonces AM, y 

AC son proporcionales a PTY x, ena E y 
y x los inradios de APM, MQC y ABC, e cál 
vamente. ; 


Semej an- 


asi 2M_ MC _AC | 
> A A omo AM+MC=AC, luego 
F¡+F9=X. 


Según el dato, r, +r,=14. Por lo tanto, x=14, 


En el gráfico, ABCD es un cuadrado de lado a. 
Calcule CF si AN=3(CM). 


lesolución 


es] 


=45 y Po! 
En el gráfico, la mx CF B=mDñ ircunfe: 


propiedad del ángulo interior de una Y 
rencia, la m <CMB =m<BNA=Ú. 
é 


ecpw=m<CMP e R_R2 
18D =maBFC=45 Le R+2 OR 
¡ángulos ABN y CFP son seme- 
a IOsiranS R=(R+3X(R-2) 
jantes. 
como AN=3(CM) ==, R=6 
Luego 
EE. OC=4 
AB AN 
CF=3 Problema 11 


En el gráfico, AB es diámetro, la mPO = mÓB, 


Problema 10 HM=2 y MQO=3. Halle AH. 


Enel gráfico, AB =3 y BC= 2, Calcule CO. 


Resolución 
Sea mPO E mOB = 2a,, entonces 
m=xPAQ=m=xQAB=a0 y la 
m=APB=m-=<AQB=090". 


Resolución 


Sea MN el a; 
el dia 
| diámetro de la semicircunferencia 


€ Centr ; 
hat o0yR el radio de dicha semicircunfe- 
» Entonces MO=0B=0N=R y OC=R-2 
Á 


sn 


Como los triángulos AHP y AQB son semejan- 
tes por el caso ángulo, lado, ángulo, (4H 7% AQ). 


0 Ar 
As tng E Luego, AH PH 
Os MO LA ADA 
Oc A y CON son semejantes AQ BO 
ON . 
ó ON Como los triángulos PHM y BQM son semejantes 


por el caso ángulo, lado, ángulo, AM 4 MO. 
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PH HM 2 Como CH=HOQ, entonces AQ=AC=x. 

De donde BO MQ 3 Sea la m <AQC=m=xACQ=0. En el cuadriláte. - 
di AH 2 ro inscrito ACQP, la mxQPB=m=xACQ=9, 

e AQ 3 Luego, en el triángulo ABQ, 

Reemplazamos valores. m«xAQP=m=xQBA=a. 

x _2 Por semejanza entre los triángulos AQP y ABQ 
x+5 3 x__4 
e sel a+b x 
de donde x2=a(a+b) 
Problema 12 -. x=va(a+b) 


Del gráfico, calcule x. 


Problema 13 
En el gráfico, PO:RT=10. Calcule PT-QR. 


Y 


Resolución 
Identificamos algunos puntos con letras ma- 
yúsculas como se muestra en el gráfico. 


Resolución 

En el gráfico, el ángulo SQP es semiinscrito 
y el ángulo PRO está inscrito; por lo tanto, la 
m=<SQP=m=<PRQ=a. Los triángulos SOP Y 
SRQ son semejantes. 


FO _S0. an 


Luego, OR” 7% ; entonces ¿= E 


P 
De manera análoga, para los ángulos sr y 


los 
TRP, la mxSTP=m=<TRP=P y los Eo 


STP y SRT son semejantes. Luego, 7g SR” 
(1) 


entonces a = E 
c SR' 


| 510 


Del y ll 


ala 


e 
b 
. arc=b:d=10 


Problema 14 


En el triángulo rectángulo ABC, recto en C, 
se trazan las bisectrices interiores AP y BO. Si 


CP=a y CQ=b, calcule el inradio del triángulo 
ABC. 


Resolución 


Sea el inradio del triángulo ABC. Si AP y BO 
en bisectrices, entonces el punto donde se 
tersecan (1) es el incentro de ABC. 


L . Ñ 2) 
a distancia de / a los catetos AC y BC esr, 


además, CJ = 1/3, 


En el triángulo ABC, 20+28=90", entonces 
0-+B=45>, Luego, enA/C,m=xAJC= 135%=m=PIO. 


En los triángulos CQ! y CPI, la 
m=xCQhHm=CIQ=135* y 
MxCPI=mxC/P=135>, respectivamente. 
Entonces los triángulos CQI y CIP son seme- 
jantes (primer caso de semejanza). 

Luego 


Problema 15 


Sea ABC un triángulo isósceles, con AB=AC=5 y 
BC=6. El punto D está en AC y P es un punto en 
BD, tal que mx<APC=90". Sim=xABP=m=<BCP, 


calcule pd 
DC" 


Resolución 


En el triángulo ABC, la m xABC=mxACB=53". 
Del dato, sea la mxABP=m=xBCP=a, enton- 
ces la mx CBP=53"-0. Luego, en el triángulo 
BPC, la mxCPD=53>. 


511 


Por A trazamos una recta l paralela a BC y des- Resolución 
de C trazamos CH _L0. Piden EF. Del enunciado EH=3. 


Luego, mxHAC=53". En el triángulo AHC, 
AH=3 y CH=4. 

Podemos ver que el cuadrilátero AHCP es ins- 
criptible y como la mxHAC=m=xDPC=53", 
entonces P, D y H son colineales; por lo tanto, 
la mx AHB=m=xHBC=53"-0. 


Sea EF=x. 
En la circunferencia, la m<EBD=m=xBCD=B 
y la mxEBF=m=xBDC=0a 


Finalmente, los triángulos HAD y BCD son se- En el cuadrilátero inscriptible  BFEH, 
mejantes (caso ALA), de donde mx EBF=m<xEHF=0. y m<EBH=m<EFH=$. 
AD_4H_3 [a Luego, los triángulos EFH y BCD son semejan- 
DC BC 6 EF. BC 
A tes (caso ALA), de donde 7] =p" 
Dc 2 e, 4 ESBC 0 
8 BD 
Problema 16 | Ñ Del dato, 3BD=4BC en consecuencia, 
En el gráfico, B es punto de tangencia, ade- BC 3 
más, 3BD=4BC. Calcule la distancia de E a BC BD 4 an 


si la altura del triángulo EBD es EH =8. De (1) igualamos a (1D. 


x_3 
8 4 
x=6 


Problema 17 MS | 
En el triángulo isósceles ABC, de al se ubica 
za la mediana AM y la altura BH. En - modo. 

: ni» 
el punto Q; AQ interseca a a e MO) car ] 
que PH=2BP. Si la m«ABC= 2 


cule la mxAQB. 
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A — 


resolución o 
En el triángulo isósceles ABC, BH es también 
n 


mediana. Luego, el punto de intersección de 

AM y BH es G, el baricentro de ABC. Entonces 

BG=2(GH) y como PH=2BP, se concluye que 
BP=PG=GH=0 


B 


UN 


Sea la 
M«ABH= 


MXABC =2a, 


mMxHBC=a. De las condiciones del 
Problema, la m<xMAQ=a. 


he consecuencia, los triángulos AGP y BGA son se- 
| e cumple queAG?= GB . GP Me (20) (0), 


o Concluimos que AG =0/2. Luego, el 
án 

gulo AGH es notable de 45”, entonces la 
MXAGB=1350. . 


Final | 
'N Mente, los triángulos AGP y BQP son 
Estos Por e] vértice, 


“o X= 1359 


Dos 

ña tonos heredan u 
testamento 

- 08 terren 


n terreno de for- 
que se muestra en el 
indica que este será 
Os de ¡igual perímetro. 


entonces la. 


Si MN es paralelo a BC, AB=18 m, AC=27 m 
y BC=36 m, halle x para que el perímetro del 


triángulo AMN sea igual al perímetro del trape- 
cio MNCB. 


Resolución 

Las longitudes de los lados del triángulo ABC 
son proporcionales a 2; 3 y 4; entonces al ser 
MN//EC, los triángulos MAN y BAC son seme- 


- Jantes. Por lo tanto, los lados del AMAN tam- 


bién están en la misma proporción. 


Sea AM=21, entonces AN=31 y MN = 40. 


Luego, BM=18-2( y CN=27- 30, 


Como MN pertenece a los dos perímetros, en- 
tonces MAW+AN=MB+BC+CN. 


Remplazamos valores. 
20+30=(18-20) +(36) + (27-30) 
100=81 
0=8,1 


", x=2(8,1)=16,2 
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Problema 19 

La bóveda de una iglesia es de forma semici- 
líndrica (de diámetro AB), donde el frontis so- 
bre la cual se apoya es un cuadrado ABCD. Se 
coloca una lámpara en uno de los arcos de la 
bóveda (punto P), que ilumina todo el ancho 
del piso (CD). Q y R son las intersecciones de 
los rayos de luz PD y PC con la viga AB. Halle 
OR si AQ=a y BR=b. 


D" € 


Resolución a 
Del enunciado, obtenemos el Ja gráfico: 


LN 
E ak D xR C br a 


Por la propiedad de las proporciones, en las 
prolongaciones de PA y PB, se cumple la si- 
guiente relación: 


Si AQ=a, QR=x y RB=b, entonces ED=ak, 
DC=xk y CF=Dbk. 
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Como ABCD es un cuadrado, AD=BC= xk. | 
Los triángulos EDA y BCF son semejant 
es 


(caso ALA). 


Relacionamos sus elementos homólogos , | 


4 
j 


Problema 20 mo. 


En un parque de Los Olivos, de forma de trián- | 
gulo equilátero ABC, Jaimito trazó la altura AM 
y desde M trazó MN perpendicular aAC (Nen 
AC). Si Q es punto medio de MN, se observa 
que la medida del ángulo que forman BN y AQ 
es único: ¿Cuánto mide dicho ángulo? | 


Resolución : 


Sea x la medida de dicho ángulo. Graficamos 


seen el enunciado y trazamos la altura BH. 


o de HC; qe 


Se sabe que N es punto medi 
s de loS 


AQ y BN son medianas homóloga: 
o 
gulos semejantes ANM Y. BHC (cas 
HC 


id LE 
89 AN BH 


po 


MN=2N0 y HC=2HN, al reemplazar Entonces FA/AD=BE/ED=7/3. 
Comomt” , 
orción anterior, resulta MO, Te Si AF=7b, entonces AD=3b; por lo tanto, 
en la prop | AN a BD=4b(AF=AB=7b) 
_ =90". Por lo tanto, los ' , 

la maANQ=mxBHN y Análogamente, los triángulos ACD y GBD son 
triángulos ANQ y BHN son semejantes (caso semejantes, donde BG=7b. 
LAL), de donde la m=xNAQ=mxHBN=0. Luego, AC/CD=GB/BD, de donde 
., x=90* x_7b 

4 4b 
Problema 21 

. BE DE , = 
Del gráfico, AO=0B=0F. Si 2 == y DC=4, “2? y 
halle AC. 
Problema 22 


En el gráfico, T es punto de tangencia, DG=a y 
FG =b. Calcule 7G. 


F 


Resolución ms 

Sea x la medida de AC. Completamos la cir- 
a y prolongamos el segmento AO -..* 
asta G, tal como muerta el gráfico. | 


Resolución 
En PF ubicamos el punto £, de modo que el cua- 
drilátero sea inscriptible (m=xG7P=m=<GE, =0); 


en consecuencia, GE=GT=x. 


Sulos BED y BG; en consecuencia, los 
, y son semejantes (caso 
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TrazamosFT, entonceslam=<GFT=m=< GTP=0 
y la m=xGTF=m=GDF=f; por lo tanto, los 


triángulos TGF y DGE son semejantes (primer 
caso ALA). 
Relacionamos sus elementos homólogos. 


Problema 23 
En el gráfico, MA=3, MB=4 y MC=9. Calcule MD. 


Resolución 
Sea x el valor de MD. 


En PB ubicamos el punto S, de modo que 
MS=AM=3,; entonces el cuadrilátero AMSP es 
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inscriptible. Luego, la m<MSB=m-=xMAP=0. 

En el cuadrilátero inscrito CDAM, la 
m=xDCM=m=<xMAP=0. 

En el cuadrilátero inscrito CDMB, la 
m=xCDM=m <MBP=0. 


+ 


Entonces los triángulos CDM y SBM a. Y 
me. 
jantes. Luego 3 
423 
x 9 


. x=l2 


Problema 24 


Los ángulos de luz de dos linternas ubica- 
das en puntos distintos (B y C) son iguales 
(m=xDAE=m=bBCA). Si las paredes AB y BC 


- son perpendiculares, y los rayos extremos AD 


y AE, de la linterna en A, trisecan la pared BC 
(BD=DE=EC), halle la mxBCA. 


Resolución 
En el problema nos piden calcular la 
m=xBCA=0.. 


Del gráfico, si la m«xACD=m<«DAE=0 
x*=(2a)(a) 
x=av2 


45% por 
Luego, el triángulo ABD es notable de 3 


lo tanto, AB=a. 


Finalmente, en el triángulo ABC 


BC=3AB 


37 
2 


QL 


nn 


problema 25 
gráfico, AB y CD son diámetros. Si FG=a 


En el 
y FH=b, halle EF. 


Resolución 

Si trazamos CE y BE, se forman los trián- 
gulos rectángulos DEC y BEA; entonces la 
mxECD=m<FED y la m<EBA=m=<+FEA. 

Pero en los cuadriláteros inscriptibles EGCF 
Y. EHBF, CE y BE son diagonales; enton- 


ces la mxECF=mxEGF, así también la 
MXEBF=m<EHF. 


Co OF. B D 


Luego, Observamos Sí 
gul 


a el gráfico que los trián- 
SEG 
F y HEF son semejantes; entonces 


Problema 26 
En el triángulo ABC, halle BF si AD=4 y CE=6. 


B 
> 


Resolución 

En la prolongación de CB ubicamos el pun- 
to G, de modo que AG=AD=4; entonces la 
mxAGD=m=xADG=0.. Luego, GA//BF. 


G 


e 


E 


En EC ubicamos el punto H, de modo que 
FH//BE; entonces ABFH es un trapecio isósce- 
les, por lo tanto, EH=BF=x. En consecuencia, 
HC=6-x. 


De FH//AE 
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FA 


En el AGAC, GA//BF, los triángulos BFC y GAC 
son semejantes. Luego 


E (MD 
4 E 


Problema 27 


En el gráfico, L y N son puntos de tangencia. Si 
AM=MC y 2(BC)=3(4B), calcule LQ/QN. 


Resolución 
Sea LO=x y QN=y. 
Como LB = BN=1 


HC 


9-9 


Trazamos AJ y Cl, paralelas a LN (J e I en la 


recta BM). / 
Del dato, 2(BC)=3(AB); AE 
] (AB); entonces — =“ 
BC 3 
Luego, AB=2a y BC=3a. 
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aaa el 
n 2a 
En er ac, Y 
n 3a 
x_3 
y 2 
Problema 28 


En un muro cuadrado ABCD, se colocan dos 
cuadros de forma cuadrada BECGF y CEHI. Sila 
m=<BEC=142", calcule la medida del ángulo que 
forman las cuerdas AH y DG, que los sujetan. 


m«EBC=0 
o BEC, 


Resolución 

Sea x lo que nos piden. Lu 
y m<ECB=0, entonces en € 
0+0=38". 
En el cuadrado ABCD, trazamos las di 
AC y BD, secantes en O. 


ego, 
1 triángul 


agonales 


En 


Los triángulos HAC y GBD son semojantes al 
tiángulo EBC por el caso is de semejanza. 
Luego, en el cuadrilátero cóncavo PAOD, la 
m«APD=0 +90? +0 = 128 

Por lo tanto, en P.X=92, 


Problema 29 

En un triángulo rectángulo ADB, recto en D, se 
ubica el punto £ en la región interior del trián- 
gulo, de manera que la m xAED=3(m<ABD) y 
la mx«EAB=m<EBD. Calcule DE/EB. 


Resolución 

En el triángulo rectángulo ADB, trazamos la 
mediana DC relativa a la hipotenusa; entonces 
AC=DC=CB=10 

Del dato, si la mxABD=0, mxAED=30 y 
MXEAB=0=m=<EBD, entonces mxABE=0-0%. 


S triángulo AEB, si prolongamos BE, la 
Medida de ángulo 


exterior en E es igual a 
MXEAB 8 


FMXABE = 0+(8-0)=0. 


el triá 
A EBD, como la m=AED=30, en- 
a Medida de] ángulo exterior en E es 29. 


Como ] 
to a "<DEB=m <DCB=0=180"-20, en- 
ms Wadrilátero DECB es inscriptible. 


M<«EDC “encia, la MxECD=m=xEBD=0a y la 
MXEBC=R, 


ces ele 


A 


Luego, los triángulos CED 


y AEB son semejan- 
tes de razón 1: 2. 


DE_x_1 
EB y 9 
Problema 30 


Dado un triángulo equilátero ABC, se ubica un 
punto interior que pertenece a la circunferen- 
cia de diámetro AC y que dista de los lados AB 
y BC, 4 y 2, respectivamente. Calcule la distan- 
cia de dicho punto a AC. 


Resolución 
Graficamos. 


sl OH B 


Si la medida del arco MP es 2a, entonces la 
m<MAP=m=xMNP=0. | 


En el cuadrilátero 


inscriptible AFPH, la 
m<FAP=m<FHP=0. | 


ei lá 
En el cuadrilátero inscriptible NEPO, 


m«xPEQ=mxPNO=0. 


o tonces 
=m«EPQ=120”, en 
Como la mxFPH PE son semejantes; ade- 


¡ángulos FPH y Q ' ¡ángulo 
de a lena de Viviani en el triáng 
mas, =6+0. 

=44+2+40= 
ilátero MBN, R 
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AS 


También el triángulo MON es equilátero, con- 
gruente con MBN, por lo tanto, QH = h. 


De la semejanza entre los triángulos FPH y 


QPE, EE Se = 2 además; h=6+a. 
a+h 2 


Luego 
(10) =(0(6 + 2a) 
a=1 
. h=7y PH=8 
Problema 31 


Sea P un punto interior de un triángulo ABC, 
tal que mxPAB=mxPCA=mxPBC-60* y 


“pC=BC=4B. Halle la m<PAB. 


7 


Resolución 
Sean 
- mxPAB=mxPCA=a y 
m=xPBC=m=xBPC=a+60* 
además 
PC=BC=l y 
AB =04/2. 


En la prolongación de BC ubicamos el punto D 
tal que CD=4. 


Entonces notamos que los triángulos ABC y DBA 
son semejantes, ya que la m«< ABC= m=DBA y 


AB _DB 0/2 20 
E” Bl e aeo a que — > 25) De la se- 


mejanza tenemos que m<BCA= m=BAD. 
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A : 


Luego, como A 


MXBCA=0+m=<BCp 
m=xBAD=0+m=PAD, 


m=xBCP=m=<PAD. 


y 


concluimos que 


Como CB=CP=CD, tenemos que el triángulo 
BPD es rectángulo en P y en consecuencia la 
m=xPDC=30"—a 


Por otro lado, como m <BCP=m<PAD, el cua 
drilátero ABCD es inscriptible. Luego, tenemos 
que mx PAC=m<PDC=30 o 

Por lo tanto, la m <BAC=0a+(30* -0)=30. 


Si reemplazamos / por ky/2, entonces AB=2RY 
BC=kJ2 , además, la 
m=BCA=(60"-201) +0=(60*-0) 


triángulo 
Si trazamos BH_LAC (H en AC), por 


notable de 30* y 60 en ABH, BH= lo sable 
En consecuencia, el triángulo BH esta 
de 45”, de donde 

60”— a1=45" - 


-a=15" 


Í. 


ro 


co 


4, En 
Un trián , 
BMNT Sulo ABC 


P> Test 


En un triángulo ABC se traza la ceviana BP, 
de modo que mxBAC=m=«PBC, AP=5 y 
PC=4, Halle BC. 
A) 4 B) 5 
D) 8 


. Enun trapecio de 8 m de altura, las bases 


miden 18 m y 6 m. Determine la distancia 
del punto de intersección de las diagonales 
ala base mayor. 


A 4 
D) 5 


B) 6 O 7 


E) 3 
En el Sráfico, ABCD es Un paralelogramo, 
4BE=DE y BF=] m. Calcule AF. 


B Pe 
(e 


A S, 

4 

D) 3 B) 5 O 6 
E) 2 


Se inscribe un rombo 


“Calcule BM si AB=0 Uy BC=18 u. 


B) 5 


7 


En un triángulo acutángulo ABC se trazan 


las alturas AM y CN. Calcule Bm si AB=5, 
NB=3 y BC=8. 


A 24 
D) 2,6 


B) 2,5 03 


E) 9 


En Un triángulo rectángulo ABC recto en B, 
AB=12 y BC=18. Se traza la mediatriz de AC 
que interseca en N y Ma BC y AC, respec- 
tivamente. Con: diámetro MN se traza una 
circunferencia que interseca a BC en Q. 
Calcule NQ. 


A) 4 
D) 3 


B) 2,5 O 2,8 


E) 3,6 


La bisectriz del ángulo B en un triángulo 
ABC: corta a la circunferencia circunscri- 
taen £ y a AC en D. Calcule AE si DE=4 y 


—BD=12.. 
A) 4 B) 5 O 6 
D 8 E) 9 


En una circunferencia se trazan las cuerdas 
PA, PByPC, de modo que PB esla bisectriz 
del ángulo APC. Por el punto B se traza una 
recta tangente a la circunferencia, la cual 
interseca a la prolongación de la cuerda 
PA en el punto Q. Calcule PB si se sabe que 
PQ:PC=49. 


A 6 B) 5 O 7 
D) 8 E) 9 
E 7 
EN s E 
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»» Problemas propuestos 


Nivel básico 


1. Enun día soleado, Said observó que los ra- 
yos solares formaban un ángulo de 60” con 
el piso. Su sombra es la tercera parte de la 
sombra de un árbol. ¿Cuál es la longitud de 
la sombra del árbol si Said recuerda que su 
altura es 1,73 m? 

B) 1,73m O) 2m 

E) 3,46 m 


A) 1m 
D 3m 


2. Si3AC=5(CD), calcule x. 


A) 53" 
D) 30” 


B) 45” O) 372 


E) -60* 


3, Enelgráfico, ABCesuntriángulo rectángulo. 
Si AC=12 y EF=3, calcule BD. 


B 


B) 4 


A, 


a 


A) 


En el gráfico, AB//MN, AB=6 y MN=24 
Halle AN. 


B 


A M 


O 12 
E) 21 


A) 8 
D) 18 


B) 10 


Dado un triángulo ABC, se ubican los pun- 
tos M y N en AC y BC, respectivamente, tal 
que los ángulos BAC y MNC son suplemen- 
tarios. Si 3(4B)=5(MN), NC=6 y AC=15, 


* calcule la longitud de la proyección de AB 


sobre AC. 

A) 1 B) 2 C) 5/ 

D 3 E) 7/2 
La circunferencia inscrita en Un triángulo 


ABC es tangente a AB, BC y AC enM, NyQ, 
respectivamente; desde Q se traza QHL 
(H en MN). Calcule la m«AHQ/mxCHO. 


sobre BC se ubican D y E (£ €n 
traza la altura BH, tal que esta in 
AD y AE en M y N. Si MNED €S ins 
BM=3, AM=4 y EC=5, calcule AE. 


A) 0,5 B) 1 c) 1,2 | 
D) 1,5 E) 2 
nB, 

En un triángulo rectán ulo ABC, recto € 
ángulo r g DO), y $ | 


terseca 4 
eriptible: 


D =— 


.--—_—— 
En la prolongación de CA de un triángulo 
ABC, se ubica E, tal que BE es una bisectriz 
exterior de dicho triángulo. Si en la prolon- 
gación de EB se ubica P, tal que ABPC es 
inscriptible, además, (AE)(BC)=48 y BE=3, 


$ 


calcule PC. 
n4 B) 8 cl 
D) 16 E) 18 


9, En un triángulo rectángulo ABC, recto en 
B, se ubican los puntos M y N en AB y BC, 
respectivamente, de modo que MB=BN, 
ÁM=2 y CN=4. Si la medida del ángulo que 
forman AN y CM es 45”, halle MN. 


A) 6 B) 243 ¿ 0%94/2 
dd E) Ya 


10. Del gráfico, AC=21. Halle AB. 


B 


0 
A as Mi pa 


D 


E 

A) 
D) e B) 2/21 C) 4v21. 
E) 74/35 


Enu 
N trapeeja :. 2 
€ un Pecio isósceles ABCD, se inscri- 
a Circunf 


BC- erencia, además, BC//AD, 
=S Calcule la longitud del seg- 
tiene por extremos los puntos 
a de dicha circunferencia con 


£nto que 
a 'angene; 
By cp, 


6 
Al B) 2 q 2 
5 
24 48 
E as 


12, Del gráfico, A, D y T son puntos de tangen- 


cia y CD=2(AB). Calcule gr 
DE 


C) 


z 
4 
z 
7 


A) 


E) 


alu aln 


D) 


13. En un triángulo ABC se trazan las alturas 
BH y 40, dichas alturas se intersecan en P. 
Si la m <ACB=45" y AB=34/2, calcule QH. 


A 6 B) 5 C) 4 
D) 3 E) 2 


14. En un triángulo ABC se traza la ceviana 
interior BD, tal que (BC)(CD)=36u” y 
m=<AID=90*, siendo el punto / el incentro 
del triángulo ABC. Calcule JC. 


O) 4u 
E) 12u 


A) 6u B) 9u 


D 5u 


523 


Nivel intermedio 


15, Sobre los lados BC y CD de un rectángulo 


sao 
o) 


524 


—] 


ABCD, se ubican los puntos P y Q, respec- 
tivamente, tal que PB=2PC y 5DQ=3C0. Si 
AP y BQ se intersecan en O y desde O se 
traza OH LOC, halle OH si AD=85 cm. 


C) 52 
E) 64 


A) 56 B) 36 


D) 45 


, Desde un punto R exterior a una circunfe- 


rencia se trazan las tangentes RA y RB, y la 
secante RCD. Luego se trazan las perpendi- 
culares RF y RG alas prolongaciones de DA 
y DB, respectivamente. Halle RF si RG=9, 
AC=3 y BC=5. 


C) 5,2 
E) 5,4 


A) 4,5 B) 3,6 


D) 4,2 


, En el gráfico, ABCD es un cuadrado. Cal- 


cule a+P. 


B) 36? 


A) 56" 
D) 45” 


— 


18. Sobre los lados AB y BC de un triángul 
Z Ulo 
rectángulo ABC se ubican los puntos P 
Q, luego se trazan PFLAC y QG1AC e 


que AF-CG=18. Halle el radio de la circun- 


ferencia inscrita en el triángulo ABC si se 
sabe que dicha circunferencia es tangente 
aPFyQG. 

B 3 O 5 
E) 6 


A) 4 
D) 4,2 


En un triángulo, las longitudes de los lados 


oh 
Ln] 


están en progresión aritmética. Calcule la 
razón entre el inradio y la altura relativa al 
lado intermedio. 

Cc) 14 

E) 1/5 


A) 1/2 B) 1/3 


D) 2/3 


0. Sobre los catetos de un triángulo ABC, 164 
to en B, se construyen los cuadrados ABDÉ 
y BCFG, CE corta a ABenPyAF interseca a 
BC en Q. Si AB=2 y BC=3, calcule el valor 


de JAP:CQ. 


D) 


win alu 
5) 


21, En el interior de un cuadrado 
ca el punto F y se construye € 
AFGH, de manera que 
Halle la distancia entre loS cer 
cuadrados sabiendo que BH=8 0% 


| 8) 346 E a 


A) 445 E) 5/6 


D) 442 


| 
' 


AS A de 


adrado ABCD, de centro O, My N 
son puntos medios de BC y CD, respectiva- 
AM y BN se intersecan en 


mente, además, 
Pyla prolongación de PO interseca a AD 


en O. Calcule AQ si PQO:0Q=36. 


y, Enun er 


() 9 


B) 8 
E) 642 


A 6 
D) 18 


%3, En el gráfico, FGHI es un cuadrado de 
lado a y JKLM es un cuadrado de lado b. 


Calcule A. 


ab 
A) ab B) a:b C) a? 
a—-b a+b 
2 
» E p? 
a-b E) mA 
a— 


2, En 
A un triá 4 
xl A rectángulo ABC, recto en B, 
an las cevianas interiores AD y AE, 


tal que BD 
=DE=EC l _ 
Halle la m<BCA y la mx<DAE=m=<BCA. 


A) 16 


D) 4599 B) 3772 


C) 5372 
E) 30” 


,, En Una r : 
2 nta Ubican los puntos A, B y C. | 
can los Ano lado de las rectas se ubi- 
ángulos e : PyQ siendo APB y BOC, 
aye quiláteros. AQ y CP intersecan 
BC" MyN, Halle MN si AB=a y 


Ay 2 Vab 
) a+b B) EN C) = 
D) ab 

b-a E) (a-by 


26. Del gráfico, mxBAM=m<CAO. Calcule BQ 
0104 


28. 


B) 0) 


Z 
3 


D) 1 E) 


Alw nn] 


Nivel avanzado 


En una circunferencia se trazan las cuerdas 
BC y AE (BC //AE); la tangente trazada por 


C interseca a la prolongación de AE en el 
AB=6 m y BC=9 m, calcule ED. 


punto D. Si 
A) 2m B) 3m C) 4m 
D) 2,5m E) 3,5m 


En un rectángulo ABCD, donde 4AB=3BC, 
se traza la altura BH del triángulo ABC. 
Sean M y N puntos medios de HC y AD, res- 
pectivamente. Calcule la m<NBM. 

0) 74 


B) 53" 
E) 106? 


A) 37" 
D) 90* 
525 


cl 


29, 


30, 


31. 


En un triángulo ABC, la recta mediatriz del 


lado AC interseca al lado BC en el punto P 


y a la prolongación del lado AB en el pun- 


to O. Calcule el radio de la circunferencia 
circunscrita al triángulo ABC si OP=a y 
PQ=b, donde O es el centro de dicha cir- 


cunferencia. 


A) Na+b)b 
B) Na+b)a 
C) 2V/ab 

D) Yab 
E) Va? +b? 


Se tiene un triángulo ABC acutáñgulo, tal 
que en la región interna se ubica el pun- 
to F y se trazan las perpendiculares FD y 
FE a AB y BC, respectivamente (De AB y 


Ee BO). Si DE=4m, AF=6 y BC212m, Í “E 
calcule el circunradio del triángulo ABC. 


B) 12m O) 8m 


A) 6m 
D 9m 


En un triángulo ABC, la m=xBCA=24". Se 
traza la mediana AM, en AC se ubica el 
punto P y en AM, el punto Q. Si PQ es bisec- 
triz del x<BPC y AP=BP, halle la mxPBO. 


32. 


34, 


A) 12 
B) 24 
a) 21 
D) 36" | 
E) 48 S 


En un triángulo ABC, se traza la ceviana ap] 
tal que la m<BPA=60" y m<ABC=150*, si 
AP=3 y PC=1, halle BP. 3 
A) 1 B) 2 


10) J2% A 


E) 0,5 


. Desde un punto exterior P a una circunfe- 


rencia se trazan la tangente PT y las secan 
tes PBA y PCD. Si PD es bisectriz exterior 
del triángulo APT, además, CA=a y CB=b, 
halle CT. 


akbés 


y 5 Boba  Qab! 

o S dd ab A 
ES D) Vab El a+b 
traza la CeWl 


En un triángulo ABC, se 


na BD. Si 2 la mxBDC=30' Y Y 


DC 
m-=<ABC=150". Halle la m=ACbB. : 
> d 1-) 0 
A) 15 8) 1830 0 e] 
D) 26 30' E) 
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CAPÍTULO XII 
A A PAS 


RELACIONES MÉTRICAS EN EL TRIÁNGULO 
RECTÁNGULO Y EN LA CIRCUNFERENCIA 


Objetivos 

» Calcular longitudes de los lados v las medidas de los ángulos de un triángulo rectángulo 
conociendo algunos lados o algunas partes del triángulo. 

Relacionar los elementos asociados a una circunferencia con la finalidad de hallar sus 
longitudes. 


Medir ángulos y calcular las distancias entre puntos accesibles'o inaccesibles. 


Introducción 


Cuando dos figuras son semejantes se puede relacionar sus lados homólogos; estas relaciones 
permiten calcular las longitudes de los lados que se desconocen a partir de los lados conocidos. 
Al hacer uso de las relaciones métricas ya no es necesario identificar los triángulos semejantes y 
después Encontrar la relación que cumplen sus elementos homólogos. 

Alrelacionar las lo 


desconocido. En 
lado, 


ngitudes que se conocen con la que se quiere conocer podemos calcular el lado 
algunos casos nos apoyaremos del conocimiento del ángulo para calcular dicho 


Para Calcular la distan 
as del triángulo re 
Culamos de mane 


cia entre dos puntos inaccesibles podemos apoyarnos en las relaciones mé- 
ctángulo (cálculo del cateto); la distancia entre estos puntos inaccesibles lo 


ra indirecta, calculando distancias entre puntos que sí se pueden medir. 


relac; 7 j 
lemos a e Métricas se pueden aplicar a cualquier figura. En el presente capítulo las aplica- 
a circunfer 


“uadrilátero, encia y al triángulo rectángulo. El siguiente capítulo abarcará al triángulo y al 


1» RELACIONES MÉTRICAS EN EL TRIÁN- 
GULO RECTÁNGULO 

Al trazar la altura CH relativa a la hipotenusa 
AB, se forman dos triángulos parciales (ACH y 
CBH), que son semejantes al triángulo ABC. 


Al relacionar sus elementos homólogos pode- 
mos calcular los elementos del primero. 


4.1, CÁLCULO DE LOS CATETOS 


* ABCH-A4BAC: LX 
Cc a 


> al=c:m (D 
- JACH-ABAC:2=*. 
c b 

> bi=cn (ID 


4.2, CÁLCULO DE LA ALTURA 


ABCH- sAcH: 2-7 
n h 


> h=n.m (ID 


4.3. CÁLCULO DE LA HIPOTENUSA 

Sumamos las expresiones (1) y (1D. 
a?+b?=c(m+n) 

> Arbizc? (IV) 

Este teorema es conocido como el teorema de 

Pitágoras. / 


1,4. PRODUCTO DE CATETOS 
Multiplicamos las expresiones (1) y (ID. 

a? bi=c-men 
De la relación (II) obtenemos que a?-b?=c”-h?. 
Luego le sacamos la raíz cuadrada a todo. 
> a:b=c:h 
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—— y 


Y 


1.5, INVERSA DEL CUADRADO DE LA Alru 
Sumamos las inversas de las expresion he 
y (1D. 


A a) Lo 1 


es (1) 


2 by? cm cn cl mi«n 


Q 


Aplicación 

En un cuadrado ABCD se ubican los puntos P y 
Q en AD y CD, respectivamente, de modo que 
la m=xBPOQ=90". Si AP=a, PO=b y CQ=c, de- 
muestre que a+ bi=c?. 


B E 


Resolución 
Sea / el lado del cuadrado AB 


| 

q 

| 

1 

| 

1 

| 

| 

| 

| 

| 

CD; además, | 
BP=m y BQ=n. | 
| 

| 

] 


En el ABAP 
Rrat=m? 
En el 4BPQ 
(1D 


m?+bi=n? 3 


pa. — 


(11D 


Pida | 
sumamos (1) y UD y reemplazamos n” en (ID. 
De esta forma se demuestra que al+b?=e?. 


» Observación 
+ Cuerda trazada en una semicircunfe- 
rencia desde el extremo del diámetro 


En el AACB, del teorema del cálculo 


de catelo 
4 aá=(Q2R)I) 


| 
a 
Perpendicular trazada de un punto 
cualquiera de una semicircunferencia - 
hacia el diámetro. 


Am 7 E h 


Enea AG 
AC, 
de] B, del 1 


E eorern z > 
a altura E a del cálculo. 


<> Nota 


También se cumple lo siguiente: 
En el gráfico 


de 


si DF=FE, entonces 


si DH AB, enfonces: > 


4 PQ=DH ho E una 
Py Qsonpuntos de langencia.. 
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1.6. TEOREMAS Teorema 2 
1.6.1. Segmento tangente común exterior M O Ñ 
a dos circunferencias tangentes exteriores XA 
Teorema 1 Y 

M N á 


Se cumple que 


mí =2. 7 R | 
ROYO 


Demostración 


Sean Á y B los centros de las circunferencias 


cir- 
que se muestran en el gráfico. Aplicando el teorema 1 a cada par de E 
. ! tonc 
Al cs los centros A y C con los puntos de tan- cunferencias tangentes exteriores, en 
gencia M y N, obtenemos que AM y CN son per- a FR. 
pendiculares a MN. MO =2./r:x, QN = ¿jor R y MN = 


ie 


Trazamos AB 1 CN (B en CN). Luego dividimos 2,/r-x + x + jeR= 
En el 4ABC, aplicamos teorema de Pitágoras. 
A=(R+rY? (Rey 
É=AR + 1 1 


1 
x=2./TR TR Ir WA 


tre 2 /r Rex > 


Obtenemos que 
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n— 


». segmentos tangentes trazados desde Al reemplazar obtenemos que 2a?=x?. A partir 
le remo de un cuadrante de lo cual sabemos que x= ay2. 

e 

Teorema 1 Teorema 2 


Dado un cuadrante AB de centro O y una cir- 


Dado un cuadrante AB de centro O una cir- 
rencia Q, tangente al cuadrante enNyal . y 


cunferencia Q, tangente al cuadrante en F ya 
la prolongación OB en E. 


cunfe 
0B enM. 
Desde A se traza la tangente ATaQ, 


Á 


donde 


- — T: punto de tangencia 
Se cumple que 


donde EE 
T: punto tangencia | AT =Ry2 ] 
1OM=a, entonces Demostración : 
ES Sea O, el centro de la circunferencia, entonces 
Y: = 1 ¿ 
(Rina) O,E=0/F=r. 
Demostración Como AO=0F=R y la mxAOF=m=xEO!1F, en- 
Sea C el centro de la circunferencia y r su ra- tonces los puntos A, F y E son colineales. E 
dio, entonces CM=CT= CNer. Para el punto A, respecto de la circunferencia, 
Á > se cumple que ¿¿=(A£)(4F), de donde se ob- 
h tiene que 
b P=AE (2m)=24E (m) (M1 


AA 


O 
Desde C a M B 
Como Mes CH LOA, entonces OH=CMzr. 
So SN =b+r, entonces AH=0C=b. 
En os; A CH=q, En el 4AOE 
0 ql ATC (OA)'=(AE)AM) 
ds R?=AE-(m) (1D 
Reemplazamos (II) en (D. 
é=2R? 


- o. t=RW2 
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En el l150,00, 
»» Nota 
; 2 
En los últimos dos teoremas, la longitud (RN +R=(R+ry? 
del segmento tangente AT no depende del súdonde:=9R 


radio de la circunferencia tangente al cua- 
drante. r/R=2/3 
1.8.3. Otros teoremas de circunferencia eotllle 
p En el cuadrante AB (de centro O) 
Teorema 1 
Si O es el centro del cuadrante AB, r es el radio Á 
de la semicircunferencia AC y R es el radio de VS 


la semicircunferencia OB 


O B 


3) 


se cumple que 


O 

entonces 
Demostración | 
A | 
O, | 
| 
| 
2R— : | 
E | | 
A 
[] ¡ | 
O R Os R -—B Sean M, N y T puntos de tangencia: del te0re” | 
En el gráfico, O, O, y el punto de tangencia 7 Entonces O, O, y N son pia jiores : 
son colineales. ma 1 de las tangentes comunes ext 3 
> 0,0,=r+R OM=2 IR.r ds | 

AO=0B=2R => 00,=2R-r | Si trazamos OM L OA 
534 ú 


a— 


En el DOMO 
(2JRA+=(2R—rY 
de donde R= 2r 
., r¡R=1/2 
Teorema 3 
Sea ABCD un cuadrado de lado R y r el radio de 


la circunferencia tangente a los cuadrantes AC 
y BD y al lado CD 


| (4) | 


E D 
entonces 


CRA TRA 


Sean 

Tes M,N y T puntos de tangencia. 

Ñ Punto medio de CD. 
- T=TD=pp 


Oye : 
Co SON Colineales 


=R-y 


= 
e 
A 


En el lyOTC 

(R/D'4=(R—ry? 
de donde obtenemos que 8r=3R. 
“. r/[R=3/8 


Teorema 4 


En un arco AB, de centro O y radio R, se traza 


una circunferencia de radio r, tangente al arco 
enT yal AO enP. 


Demostración 

Si AP=PO, entonces AP=R/2=PO. 

Como T es punto de tangencia, entonces O, O, 
y T son colineales. 


Como OT=R y O,T=r 

=> 00,¡=R-r 

En el DO¡PO 
P+(R/27=(R=eY 

De donde 8R=3r 

-. r/R=3/8 
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Teorema 5 


Sea ( la longitud del lado del cuadrado EFGH y 


L la longitud del lado del cuadrado ABCD. 


B L C 


entonces 


A EdM(9F p 
KT LA —— 4 L 12 —— 


En el gráfico, los cuadrante AC y BD, tienen ra- 


dio L y se intersecan en P. 
Si trazamos PM 1 AD 
=> AM=MD=L/2 y 


EM=MF=0/2 
Como AG=L 
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En el MAFG: 
AF=L/2+0/2 

> (L+02)+0=1? 

De donde 5/=3L 
0/L=3/5 


1.7. TEOREMA DE DOSTOR 

En todo par de triángulos rectángulos seme- 
jantes, la suma de los productos de las longitu- 
des de sus catetos homólogos, respectivamen- 
te, es igual al producto de las longitudes de sus 
hipotenusas. 


En el gráfico se cumple que 


(a¡)(a,) +(b)(b,)=(c1Mcz) 


Demostración 
Como los triángulos mostrados SO, 


aa 


aj ww 
tes, entonces === 
dy Da Ca 


n semejan- 


Por lo tanto 


(a1)(as) _ (ope) _ (elle) 
(ar te e) 
de donde obtenemos que 


(as)taz)+(11)(02) . [E(2) 
(a+ oy (e) 


Del teorema de Pitágoras 
(ay? +(0*=(cY 

queda demostrado qué 
(a)a)+(6yy=Ca 


Nc) 


1,8, TEOREMA DEL CUBO DE LA ALTURA 

' LATIVA ALA HIPOTENUSA 
e AABC, BH es la altura relativa a la hipo- 
O además, HM y HN son alturas dal 
vas a las hipotenusas de los triángulos rectán- 
gulos AHB y BHC. 


Demostración 


(A)'=AB -a 0) 


(CH*=BC-c 
Multiplicamos (D y (ID. 
WD*(CH*=A4B *BC-a *C 
entonces 
(4H- CH)=(BH3)?- (4B-BO)a e) 
Luego, BH'=(BH-by( :E) 
de donde Obtene 
BHY=a-b.. 
e TEOREMA Dg TAYLOR 
o trazamos la altura BH, luego tra- 
OE Perpendiculares a AB y BC, 
€, Entonces se cumple que 


(ID 


mos que 


A 

Demostración 
En el 44HB 

(AH) = (AB)(a) 0) 
En el 4CHB 

(CH)? = (CB)(c) (11) 
En el 4ABC 

(AB) = (D)(4H) (ID) 
Enel ABC 

(BC) = (bN(CH) (IV) 
Entonces, en (1D 

AB=(OAH?=(DY(AB)-a 
luego 

(ABY=(DY-a 

2 1 4 2 : 

de donde AB=b3-a3 y (AB? =b3.43  (W) 
En (1V), (BC)*=(b)(CH)?=(b)(BC)-<. 
Luego 

(BCY=(b)-c 


- 


21 4.2 
de donde BC=b3-c3y(BC*=b3-c3 (wn) 


Reemplazamos (V) y (VD. 


(AB)+(BC)=(AC)? 


4.2. 4 2 , 
> b3:c3+b3:03=b 


Luego 
2 2 2 
a3-c3 =b3 
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0» RELACIONES MÉTRICAS EN LA CIR- 
CUNFERENCIA 


2.1. TEOREMA DE LAS CUERDAS 

Los productos de las longitudes de los seg- 
mentos parciales determinados en cada cuer- 
da por el punto de intersección de dos cuerdas 
secantes son iguales. 


| AP-PB=CP-PD ] 


- AB y CD: cuerdas de la circunferencia (se- 
cantes en P) 


. donde 


Demostración 

Trazamos las cuerdas AC y BD, luego los ángu- 
los inscritos BDC y CAB tienen igual medida; 
así también ABD y DCA. Entonces, los triángu- 
los BPD y CPA son semejantes. 


Relacionamos lados homólogos. 


CHE o Ap 
=p 'B=CP-PD 


2.2. TEOREMA DE LAS SECANTES 
Los productos de las longitudes de la se y 
entera con la parte externa de dos rechN 

cantes trazados desde un punto exterior a E 
circunferencia son iguales. E 


k PB*PA=PD:PC ] 
donde 


-  PAB y PCD: secantes de la circunferencia 
(trazadas desde P) 


Demostración Lo 
Trazamos las cuerdas AC y BD; en el cuadrilé: 
tero inscrito ABDC, las medidas de los ángulos 


-PDB y PAC son iguales, así COmo también las 


medidas de los ángulos PBD y PCA- Entonces 


los triángulos BPD y CPA son semejantes. 


210905: 
Relacionamos los lados homólog 


PB_PD _, pg:pa=PD'PC 


PC PA 


2.3, TEOREMA DE LA TANGENTE 


ión : : , 

y observaci SN pe Si desde un punto exterior E 

Pr 1BCD es inscriptible:se : E corn 

me cla se trazan una recta tangente y una recta 
mplen las siguien t ¡ 

cu O secante, entonces la longitud del segmento 
Lina ds s intersección de AC y z E 

Sea Q el punto de tangente es media proporcional con las longi- 

BD ; tudes de la secante entera y su parte externa. 


si un cuadrilátero : 
: tes relaciones: 


entonces se cumple que 


(40-0C=BQ-0D ) 


*  SeaP el punto de intersección de las 
rolongaciones de AB y DC 
Po N /— ((PT?=PBPA ) 


donde 
-  PT:recta tangente 
-  PAB: recta secante 


Demostración 
entonces se cumple que Trazamos las cuerdas AT y BT. Los ángulos le 
ON y PBT tienen la misma medida (ángulo semi- 
| PA-PB=PD-PC iaa > a E ES 
- inscrito y ángulo inscrito, respectivamente), 


entonces los triángulos PAT y PTB son seme- 
» Nota ce 
Si a Un cuadrilátero ABCD, las diago- ; > y : 
ú $ 
po Se cortan en P y se cumple que 
Eo C=BP-PD, entonces dicho cua: 
látero es inscriptible, ; 


Si e : y ; 
M Un cuadrilátero ABCD, las pro> 


longac; : 
Saciones delos lados AB y DC; 
se intersecan y y 


driláte 


e en P y se cumple que: 
D:PE, entonces y 


ELE dicho cua” 
O es INnscriptible; A 
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Relacionamos los lados homólogos. 


De donde obtenemos que 
(PT)?=PB:PA 


»» Observación 
Si en un triángulo ABC se traza la ce- 
viana exterior BP, de modo que la 
mx PBC=m=x BAC, entonces PB es tan- 
gente a Ja circunferencia circunscrita al 
triángulo ABC, 


2.4. TEOREMA DE LAS ISOGONALES 

El producto de las longitudes de las isogonales 
de un ángulo que determinan dos lados del 
triángulo, limitadas por el tercer lado y la cir- 
cunferencia circunscrita al triángulo, es igual 
al producto de las longitudes de dichos lados. 


donde 


-  BPyBQ sonisogonales del ángulo ABC 


Demostración 
Si trazamos la cuerda QC, las medidas de los 


ángulos BQC y BAC serán iguales (ángulos ins. 
critos de arco común BC). 


Los triángulos CQA y PAB son semejantes. | 
Al relacionar sus lados homólogos tenemos 
que 

BC_BQ _, AB-BC=BP-B0 

BP. AB : 
2.4.1. Teorema del producto de lados dE 
El producto de las longitudes de dos a E 
un triángulo es igual al producto del e 
de la circunferencia circunscrita COn la 
relativa al tercer lado. 


A — 
ón 
ans el diámetro BD, entonces 
al unir D con C, la mxBCD=90* y como la 
maBAC=m<BDC=0, entonces los triángulos 
ABH y DBC son semejantes. 

B 


Relacionando los lados homólogos de estos 
triángulos se demustra que 
AB*BC=2R-BH 


2.5. TEOREMA DEL CUADRILÁTERO INS- 
CRITO 

La distancia entre los puntos de intersección 
delas prolongaciones de los lados opuestos de 
un cuadrilátero inscrito en una circunferencia 
me ea de la suma de los cuadra- 
les a de los segmentos tangen- 
nda cir , Este dichos puntos a la circunfe- 

Nscrita al cuadrilátero. 


Ñ 
M 7 0) 
Y Ñ punt ? 


Ñ »en 
tonces PQ= Va? +? 


ii á... 


Demostración 
En el triángulo PBO, trazamos la ceviana BH, de 
modo que la m«BHQ=m<xBCD=0"; entonces la 
m«xBHP=m«BAD=180"-0, por lo cual, los cua- 
driláteros HBCQ y HBAP son inscriptibles. 
En ABCO 
PO:PH=PC-PB 
En Q, por teorema de las secantes 
PC-PB=(PM)?=a? (D 


En ABAP 
QP-QH=0QA:Q0B 
En Q, por teorema de las secantes 


QA-QB=(QN)*=b?* (ID 


Sumamos (1) y (ID. 
PQ:PH+PQ:QH=a?*+b? 
> (PO =x*=at+b? 
De donde obtenemos que PQ = Jarabe, 


2,8, TEOREMA DE LAS DOS TANSENTES 

Si desde dos puntos exteriores a una circunfe- 
rencia se trazan segmentos tangentes a dicha 
circunferencia (no secantes entre sí) y, al unir 
los puntos exteriores con los puntos de tangen- 
cia, estos se intersecan en un punto de la cir- 
cunferencia, se cumple que la distancia entre 
los puntos exteriores es la raíz cuadrada de la 
suma de los cuadrados de los segmentos tan- 
gentes menos el producto de las longitudes de 
dichos segmentos. 
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donde 


E y F: puntos exteriores a la circunferencia 


A y B: puntos de tangencia 


SiEA=a,FB=b y EF =x, entonces 


19 2 
da) 


Demostración 


Si unimos A y B, la medida de los ángulos se- 
miinscritos en Á y B son iguales a la mxABC y 
la mxBAC, respectivamente. 


Si por E trazamos ED//AB (D punto de intersec- 


ción de la prolongación de BF y la recta para- 
lela), entonces AEDB es un trapecio isósceles, 
por lo cual, es inscriptible (por A, £, D y B pasa 
la circunferencia €,). : 
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b 
Si prolongamos EF hasta H, de modo E : 
m=EHB=m«EDB, entonces AEDHB es 
pentágono inscriptible. p: 


Por teorema de las cuerdas 
(EPNEH) =(DFI(FB) 


> x"y=(a-bXb)=a:b-b? 


También la mxFHB=mxACB, luego el cua- 
drilátero CFHB es inscriptible (por C, F, HyB 
pasa la circunferencia €). La recta BCE es 
eje radical de las circunferencias Q y €), por 
lo cual (EA)?=(EM(EF), de donde obtene- 
mos que al=(x+yYG00)=x+ x'y; finalmente, - 


x2=a -x-y. 


| 22 
Conlo cual se demuestra que x= a? +b*-ab. 


2.7, TEOREMA DE LA CUATERNA ARMÓNICA 
Desde un punto P, exterior a.una circunfe- 
rencia, se trazan las tangentes PM y PN (MY 
N puntos de tangencia), y la secante PBA; al 
trazar MN, esta interseca a AB en Q, anton | 
P, B, Q y A conforman una cuatermna armónica. 


SS 
> 
pemostración 
amos PO, este resulta ser mediatriz de MN, entonces PO 1 MN y MH=HN. 
Si traz a 
unir O con M, resulta que la m xOMP=090". 


En el JOMP 
(pm?=(PONPH) (1 

En la circunferencia, por teorema de la tangente 
(PM) =(PA)NPB) (1D 


De (1) y (ID) 
(PO)(PH) =(PAJ(PB) 
Entonces el cuadrilátero ABHO es inscriptible. 
Como OA=0B=R 
> mx0AB=mxOBA=0: 


De las propiedades del cuadrilátero inscriptible, mx<OHA=m=<OBA= OL. 
Además, la m<OAP=m < BHP= Ql. 


Como la Mx OHN= 


el 
a SAHE, HQ es 
, Es decir, Pp B, 


90, entonces la m <AHN=m=xBHN=90'-0 =0. 


ónicamente 
bisectriz interior y HP es bisectriz exterior. Luego P y Q dividen arrn 


QyA son puntos conjugados armónicos. 


PI 
A 


CRT 


De Pitágoras al teorema de Fermat 


La nota que dejó Pierre de Fermat al margen de un ejemplar de Aritmética de Diotanto de Alo: a 
jandría fue x”4-y"=2”, la cual ha sido un completo dolor de cabeza para muchos desde 1637... 


A Es imposible dividir un cubo en suma de dos cubos, o un bicuadrado en suma de dos bicua- 
drados, o en general, cualquier potencia superior a dos en dos potencias del mismo grado; “hé- 
descubierto una demostración maravillosa de esta afirmación. Pero este margen es demasiadí 
angosto para contenerla”, señala Fermat, refiriéndose a esto: z"=x"”+y". ¿No se les hace fami 
liar? Si n=2, entonces la expresión se convierte en el famoso teorema de Pitágoras sobre los 
triángulos reciángulos: “El cuadrado de la hipotenusa en un triángulo rectángulo es igual a la. 
suma de los cuadrados de sus catetos”, 


le: 
Fermat sostiene que para toda potencia entera mayor a 2 (n>2) no hay ninguna suma e 
de dos números elevados a la misma potencia que puedan cumplir la fórmula, salvo las: S 
ciones triviales para x e y igual a cero. 


ostra”. 
Muchos matemáticos intentaron una y otra vez encontrar sin éxitO”esa maravillosa dem y 
ción que menciona Fermat en la nota del margen. 


En 1995, el matemático inglés Andrew John Wiles publicó finalmente la ciemosiráción de 
mática que respaldaba la afirmación de Fermat, basando su análisis en trabajos de Frey, e 
y Ribet, que a su vez estaban basados en la teoría de Galois y en las conjeturas de Lele le 
Shimura, algo de la teoría de Iwasawa y por supuesto el argumento del sistema de: ad al 
explicó en un documento de 98 páginas bajo el título de “Modular elliptic curves and 


Last Theorem”: ; con eso se aseguró un lugar enla historia universal. . 


jo fer 
a-de 
Adaptado de <http: /farilasheras. blogspot. corm/2009/05/de- -pitagoras- -alteoremna 


» 


Problemas reSueltos 


problema 1 

La rueda de repuesto de un auto, de radio 
5 dm, se coloca en una esquina perpendicu- 
lar del pentágono, tal como muestra el gráfico, 
donde A, B, C son puntos de tangencia. Calcule 
la distancia de P a GF si CH=1 dm. 


Finalmente, en el triángulo OMP 
2 
(PMY +(0? = (5/2) 


Resolución De donde obtenemos que PM=x=7. 
Sea 0 el centro de la circunferencia Mostrada. parate 
AlunirO con el punto de tangencia C, OC=r= 5. 
Al trazar los segmentos OA y OB, se forma e... Problema 2 S 
Cuadrado OAPB de lado 5; por lo cual, la dia- Un terreno de forma cuadrada ABCD se divi- 
sonal Op =542 l de mediante una recta que pasa por A. Jorge 

$ recuerda que las distancias de B y D a la recta 


ZLson 3 y 4m, respectivamente, pero no re- 
cuerda cuál! es la distancia de P a CD. ¿Cuál es 
dicha distancia? 


Luego hs e 
tán 95 OM1p 
po H, lormándose el rec- 


» Por ta] tazón, OM=CH=1 y 


Resolución 
En el gráfico 


En el triángulo AQD, sea la mxQDA=a. 
m=0Q0AD=90—a 

> m=xPAB=0; mxPBA=90”—a 

En consecuencia, los triángulos APB y DQA son 

congruentes. 

> AQ=BP=3 an AP=DQ=4 

Luego AB=AD=5 

En el triángulo APB, trazamos PH LAB. 

Aplicamos el teorema del producto de catetos. 
6uU=5A) 

De donde obtenemos que h= 2,4. 

Como h+x=5, entonces x = 2,6. 


Problema 3 


Un carpintero construye una escuadra en for- : 


ma de triángulo rectángulo ABC, recto en B, 
luego mide la hipotenusa y las distancias del 
pie de la altura a los catetos. Si el producto de 
estas tres distancias es 8 mí, calcule la altura 
relativa a la hipotenusa. - 


B 
a 
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Resolución 


Sean M y N los pies de las 5 perpendiculares tra. 

zadas desde H hacia AB y BC, respectivamente 

Del dato, d, :d,*d3=8. 
B 


A H 
: de 


En 4ABH 

(AH) (M)=(AB)d,) 
En 4CBH 

(CH (W)=(BO) (dz) 
Multiplicando ambas relaciones nos queda 

AH-CH-h?=AB*BC+d,'dz te) 
Como sabemos que AB-BC=d¡h y que 
h¿=AH CH, reemplazamos en (+). 

há=d, dadz 
Como d; :dy*d¿=8 

h=2 


Problema 4 

Sandro observa que tres postes de luz tienen 
diferente altura: BA, EH y MN (A, HyN*" el 
plano). Al unir mediante alambres los puntos 
más altos con los pies de dichos postes resulta 
lo que se observa en el gráfico. si AB=2M Y 
MN=6 m, calcule la altura del poste EH. 


M 


> 


resolución 
En el gráfico 


Sea EH=h. Nos piden calcular h. 
En el 4AEN 
H=(AH)(HN)= m n 


Los triángulos ABH y HNM son semejantes. 


2 HN 


Luego ED(HN)=(2)(6) 


PERE 


" Resolución 


En el problema NOS Piden RS. Sea RS=x. 


Como la medida de] ángulo que forma cp y 
AQ es 450 


> Q+B=45" 
20+B=90" 


Si prolongamos AP y CO hasta B 


resulta que la 
m=xABC= 90", 


Aplicamos el teorema de la bisectriz 
QS=QB=3 a PR=PB=4, 
En el 4PBQ, por teorema de Pitágoras 
PQ=5 
Si trazamos QH_LPR, entonces HR=QS=3 y 
PH=1; además, QH=RS=x. 


En el 4PHO 
ren=12 12412 =52 
"inalmente, H?- 12. x= 2/6 
e h 5 2/3 
Problema 6 
Problema 5 Andrea (4) y Carolina (C) observan dos postes 
Albert PR y QS, cuyas líneas visuales a los extremos P 
9 Y Carlos ob A > ¡ RS=AR+SC. AP=2 
altura “ervan postes de 4 y 3 m y Q son perpendiculares. Si 
«Las lí . 
al dos líneas Visuales a los postes más y QC=3, calcule 4/( PBY + ( BO”. 
45 "Disectrices y forman un ángulo de 
] Cule la 8 


distancia ent 


re los postes. > 


Resolución 
Sea AR=m y SC=n, entonces RS=m=+n. Por 


dato podemos ubicar en RS un punto O, de 
modo que OR=RA=mM y OS=SC=n, entonces 
PO=2, QO=3; además, la m=<0QOS=m=x0QCS 
y la m=xPOR=m=xPAR, por lo cual, la 
m=POQ=090". 


En el APOQ 
22 + 32 =(PQ)Y 
En el APBQ 
(PBY + (BO) =(PO?=13 


2 (PB! +(BQY =413 


Problema 7 


En la construcción de los túneles del tren se 


z 


requieren colocar tuberías de ventilación a 
los costados de los muros laterales, tal como 
muestra el gráfico. Si AM=1 m y PB=2 m, cal- 


cule el radio de la tubería que se colocará. 


—a 


Resolución 
Por la simetría del gráfico 

podemos divid; 
problema analizando solo la mitad bo e 
tenemos un cuadrante de radio R (40 = 20 
AM=1 y BP=2. 24 


Entonces OP=R-2, OM=R-1 y ON=R. 
En el triángulo rectángulo OMN 
(R-0?+(R-D?=R? 
> R=5 A 0P=3 
Sea O, el centro de la circunferen 
en el semisegmento circular PNB y r la 
tud de su radio. 
Como-los centros O y O; 
el punto de tangencia T, enton 
0Q=1 y OQ=3+r. 
pa teorema de Pitágoras eN el 4000: 
(+2 r=(5-0* 


r=4(/5 -2) 


cia inscrita 
longi- 


son colineales Con 
ces 00/=5-1 


Problema 8 


En el gráfico, AC es j jongi 
cunferencia de centro O y radio sil 
R; además, P y Q puntos de a 
m=xPBQ=90" y BH=h, calcule , 


el diámetr0 


B 


Q 


: 


resolución 
En el gráfico 


En G,, h=m -l. 


En %,, (2h)=m-(U+n). 


Luego 4h?=rm-(0 +n), reemplazamos h?=m-( 


a4rhl=A(l+n) 


4l=0+n 


Sea OH=(, entonces AH=R-l y HC=R+ 0. 
Luego nos piden AH-HC=(R-(X(R+0)=R?-(?. 


Como BH=h y OB=Ry2, entonces en el entonces n=3Ú, 
¿0HB, (*= (R/2y -H?= 2R?2_p?. - Del dato AH: CD=27, de donde m:3( =27, obte- 
Reemplazamos en 4H- HC= RR p>) ; nemos que ¡m.0=9 y en 4%, h,=9. 
ñ : > h=3 
* AHHC=pp? 
Problema 9 
En una aserradora, | | Problema 10 


adora, de diá in En un parque cuadrado ABCD, hay tres pa- 
3 206 a do E A j , E td e rectángulo 

o el gráfico. Si BM=MH y sajes que forman un triáng el 
=4t, calcule el valor de BH. como el que se observa en el gráfico. Si la 
m<POC=90", PO=3m y QD=4m, calcule la 


longitud del tramo PB. 


B 


Mi 'Alisrp, CD 
Eren : 
amen Clas de 

e, 


l 
pa 


=N y sean €, y €, las se- 
diámetros AC y AD, res- 


— y 


Entonces, O¡T LCD y la mxADC=9p> 


Resolución , luego 
Sea / la longitud del lado del cuadrado ABCD y O,T//AD. 
PD=x, entonces CD=BC=/l. DT_AQ|_1 
70 70c 3 
En el 4CDQ E 
(+4%=(CQY 6) 
En el 4CQP 
(CQ)+3?=(CPY (ID 
En el A4CBP : 
Béx=(CPY? (ID) a rr 0 FB 2r C 
En la semicircunferencia de diámetro AB, la 
Reemplazamos (1) en (ID y luego igualamos m=ATB=90", entonces AT=TE=4. 
con (ID. j 
024424 32=0P 4? Aplicamos el teorema de las cuerdas. 
12344? (ATTE) =(DT)CTC) 
. x=5 EN : 
Reemplazamos valores. 
Problema 11 MM=(M6) 
Un túnel de diámetro AB y radio r debe ser am- a= de 
pliado al doble de su diámetro. Sea C el pun- - y3 - 
to hasta donde se ha previsto la ampliación > 3a=443 
(AC=24B); luego se traza una línea imaginaria 
tangente al túnel en 7. Si la perforación que si- En el 40,7C, por teorema de Pitágoras 
gue la línea AT hasta £ es de 4 m (ET=4), ¿cuá 2 
es el radio r del túnel que se Ds .. . r E (443) > (ar 
r=8 
Problema 12 


-3ypr=5 
En el gráfico, calcule PE si AP=4 ds D=3Y : 


Resolución 

Sea O, el centro del túnel de diámetro AB y sea 
D el punto de intersección de la recta CT con 
el arco del nuevo túnel. 
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> 


gesolución 


longamos AD hasta C (C en la semicircun- 
ProlO 


ferencia), entonces AD=DC=7. 


Completamos la circunferencia y prolongamos 


FE hasta H, entonces FE=£H= 5+xX. 


Aplicamos el teorema de las cuerdas. 
(AP)XPC)= (FP)PH) 


Reemplazamos valores, 


(M10=5)165+2,) 


s 3 
=== 
> 15 


Problema 13 


dámer 


Si AM 
Ne la 
Mayor, 


OS ej 
runferencias so 
NG. E 


Nla 


Tos AB y CG qu 
encia Menor 


Meqi 


Circunferen 


en M 
=4, BN = b, CF 


Ida del Tadio de la e 


N tangentes interiores 
Cla mayor se trazan los 
€ Intersecan a la circun- 


NyF, respectivamente. 


= C, determi- 


ircunferencia 


Resolución 
En el gráfico 


«De 


Sea O el centro de la circunferencia mayor, en- 
tonces AB y GC, por ser diámetros, pasan por O. 
Luego OM=R-a, ON=R- b y PF=R-—c. 
Aplicamos teorema de las cuerdas en la cir- 
cunferencia menor. 


(FOJXOG)=(MOINNO) 
Reemplazamos valores. 
(R-O(R)=(R-a(R-b) 
Luego de resolver obtenemos que 
RR: c= R*<La+b)JR+a-b 
> (a+b-cR=a:b 
_ ab 
a+b-c 


Problema 14 


En el gráfico, E y R son puntos de tangencia, 
PH=2(EP) y LR=8. Calcule LP. 


E 


551 


Resolución 

Sea F la intersección de EB y LH. 

En los triángulos ALH y AEB 
m=xABE=mxALH=a 


Resolución 
Si unimos C con D en la semicircunferencia de 
diámetro BD, entonces la m <BCD=00". 
; ¿Sea H el punto de intersección de AM con BD. 
En el triángulo rectángulo FEL, EP es me- 
diana relativa a la hipotenusa,. entonces | 
EP=LP=PF=x. 


En el cuadrilátero inscriptible AE£FH, aplicamos 


el teorema de la secante. 


(LAMLE) =(LA)(LF) (05 
Del teorema de la tangente en la semicircun- 
ferencia AB 

(LANLE)=(LR)*=(6)*=36 (1D 


Reemplazamos (1) en (ID). 


LINLF)=(30(2x)=6 


36=6x” 
x= 6 M “entcito BD 
En la semicircunferencia de diámet! 
(4B)?=a?*=(BD)J(BH) 
Problema 15 
o En la circunferencia de centro O 

En el gráfico, BD es diámetro de la circunfe- - —, (MN? =b?=(MBIMC)=c"N 
rencia de centro O, MN es tangente y BM es MCHD es un cuadrilátero inscriptible 
secante. Si AB=5 y MN=12, calcule BM. > BD-BH=BM:BC=c'M 
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AAA 
S. E S tri ; 

Reemplazamos AS ep? omo los triángulos AGF y DGc son semejantes 
giecleise ena se cumple que 44 _ AG 
y a CG DG” 
> AG:*GC=FG-DG 


(1D 


Finalmente, 5412. 


, C=l3 Reemplazamos (1) en (ID. 

o EG*=FG-DG 
EG*=(9(16) 

Problema 16 EG=12 

El gráfico muestra una semicircunferencia => I+x=12 

donde GF=9 m y FD=7 m. Calcule, en metros, “. Xx=3 


lalongitud del segmento FE. 
Problema 17 
Si AP=1, BP=2 y NP=3, calcule MP. 


Resolución 
Resolución : Como AM y BN son cuerdas de diferentes cir- 
En la semicircunferene; e .  Ccunferencias, buscaremos que aparezcan dos 
MXABC = 90 encia de diámetro AC, la cuerdas secantes en una misma circunferencia. 


Para ello completamos las circunferencias que, 
por ser secantes, se cortan en dos puntos (£ y FP), 
y como AB pertenece a los diámetros de ambas 
circunferencias, al prolongar EH pasa porF (pun- 
to de intersección de lás dos circunferencias). 
M 


a DN 


A 


Para las cuerdas BN y EF, se cumple que 
EP-PF=NP-PB y para las cuerdas AM y EF se 
cumple que EP*PH =AP:*PM. 
> NP-PB=AP-*PM 
Reemplazamos las longitudes. 

(102) =(00) 


. x=6 


Problema 18 


El techo de una fábrica es a dos aguas y per- 
pendicular (los techos forman un ángulo rec- 
to), de modo que la mxAEM=mxFEB. Si 
EH -HF=16, calcule la distancia entre las pare- 
des EM y FN. 


fábrica 


Resolución 

En el gráfico, la m <ACB=a. Como mxBAC=0, 
entonces la mx<EFB=m=xNFC=08. 

Si prolongamos ME y NF, entonces la 
m=<PEB=m=<FEB=0ylam <QOFB=m=xEFB=0:; 
por lo cual, BP=BH=BQ=h. 


Notamos que 

m<PBE=M=xHBE y m<QBF=m=xFBH; 
además la m=<EBH+m-<FBH=090". 
Luego PB y BQ son colineales, entonces PQ//AC 
y MN=PQ=x. 


En el 4EBF 
h?=EH-HF=16 
> h=4 


En el gráfico podemos observar que MN= x=2h 


x=2(4)=8 


Problema 19 


En un triángulo BAC (recto en B), el radio de 

la circunferencia inscrita es 6. Si la longitud de | 
la hipotenusa es 50, caicule la longitud de la 
altura relativa a la hipotenusa. | 


Pe] lación 
MNOsoiución 


Graficamos. 


neelel. 


En el JABC, aplicamos el teorema de Po 
a+c=50+2(6)=62 0 


Por teorema del producto de catetos E 
a:c=50:h 

Por teorema de Pitágoras a 
ar+c?=50* 

Elevamos (1) al cuadrado. | 7% 


ary+ 2a:c=62 
Reemplazamos (III) en (IV). 
2a-c=62 50112002 


> a:c=672 
En (ID o 
672=50-h i 


h=13,44 


> 
nn 


problema 20 Resolución 
Einuna semicircunferencia de diámetro PQ, en "Si AB=2(BC)=2R, entonces la m «BAC =53%/2, 
PO se ubican los puntos Á y D (BA,DyQ en En el 4ABC, la m <CBD=53" 
ese orden). Ugo se traza a e > madbresp 

: > BC sea tangente a la se s 
O dE BT=3 y Er 1, halle la distan- En el 4AEB 
ciade Da PC, ap= E A BE BR 


Resolucion 


Graficamos. 3R 


Como BD=R, entonces ED = = 


10] 
Q 


Unimos el centro O con el punto de tangen- 


cia T, entonces OT=R=CD=BC=4; además, 
A0=BT=3, OD=CT=1. 


Aplicamos teorema de Pitágoras en el 4AED 


Z 3RY5 
5 


cea ha 4, entonces PA=]. * 
a A 1 : Mi y CD=4, La longitud del perímetro de la región AED es 
ds 2o(aAED)= e ¿SE , SES 
- da 29 Ya 
41 2p(AAED)== (3 + /5)=3,14R 
"'oblema 21 2p(AAED)=1nR 
el Sráfico 


,0 ? 
“ule el va] “S Punto medio de AB. Si AO=R, 


el perímetro de] triángulo ADE. Problema 22 
E , 


ord 


C En un rectángulo ABCD (AB<BC), se dibuja 
una semicircunferencia con diámetro AD tan- 
gente a BC en P. Se ubica el punto Q en PC y se 
traza QE perpendicular a PC, donde el punto E 
está sobre la semicircunferencia. Si PO=1 cm 
y el perímetro del rectángulo ABCD es 48 cm, 

B "calcule la longitud de A£ (en cm). 
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Resolución 


Graficamos. 
B 8  P1Q 


=== Mb 
Si una semicircunferencia de diámetro AD=2R, 
está inscrita en el rectángulo ABCD, entonces 
AB=CD=R y AD=BC-=2R. 
El perímetro del rectángulo ABCD es 6R=48 cm 


En la semicircunferencia de centro O, 


(AQ)=(AEJ(AH) 


> R=8 cm 

Si PO=1 cm, entonces AH=BQO=9 cm. Luego x?=2r-R. 

Como A m=<AED=90", en el ÁAED Entonces solo falta conocer el valor de r en 
(AEYZADIAM) E función de R. 

> Y=(1000) : Pitá- 
y=12 En el 40,DO, aplicamos el teorema de Pl 

goras. 
Problema 23 
(R+r)?=R?4(2R—rY 

El lado del cuadrado ABCD mide a. Calcule AQ 

en función de a. Considere que 7 y P son pun- > r= 2R 

tos de tangencia. 3 E 

ja 
B ” C Finalmente, Za (e) R, en consecuenc! 


q. 243 , 
3 
a 
O Reemplazamos R = 7 
al 
3 
A O, D 
| E Problema 24 song ADA 
. 10) - E 
Resolución En un rectángulo ABCD Se ses de de 
R es el radio de la semicircunferencia de diá- un punto P. Una semicironioo al 4 A 
metro CD y centro O, entonces 2R=a. Sea í el tro AP es tangente a BC y E 5 No 
radio de la semicircunferencia de diámetro A£ además, la cuerda QR es para encia si RP? 
y centro O, entonces AE=2r. Como OT=R, en- le el radio de la semicircunfer 
tonces AD=R=AH. BC=6 
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n— 


Resolución ' : 
Graficamos. Sea la semicircunferencia de cen- 
ra : 


tro O y radio R tangente a BC y secante a CD 
enQ. 


y A q 
. 


 SiRQ//AP, entonces AH=PD. 
En el gráfico, PH=AD 
> PH=BC=6 
Como la mx ARP = 90”, entonces en el AARP 
(PR?=(PA)(PH) 
Reemplazamos valores. 
9%=(2R)(6) 
ez R = 8l 
12 
4 


Problema 95 


En el 
Bráfic 
sicy O, ABCD es u 


ne 
¡CH =2p, uadrado. Calcule x 


A 


Resolución 


Sea l el lado del cuadrado ABCD, BH=m y 
EB=a, entonces CH=2a. 


En el 44AEB 
(BE)”=(BA)(BH) 
> al=l:m (D 
En el 4HBC 
(BH)(BC)=(HO)NBF) 
> m:l=2a:h (ID 
Igualamos (D) y (ID. 
a*=2ah, entonces h=a/2. 
Si en un triángulo rectángulo la altura relativa a 


la hipotenusa es la cuarta parte de ella, enton- 
ces a=15; por lo tanto, x=75". 


Problema 26 
En el gráfico, A y B son puntos de tangencia. 
BC 
Halle ==, 
alle CD 
Á D 
LU L] 
B 
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Resolución 

Nos piden la razón BC/CD. 

En la circunferencia observamos que BC//AQ, 
entonces AC=QB=a (propiedad de la circun- 
ferencia). 

Sean P y Q puntos del gráfico. 


Usando el teorema de las tangentes a una cir- 

cunferencia obtenemos que PA=PB=c. 

Como AQ es diámetro, entonces la mxACQ=90". 

En 4ACP 

Por teorema del producto de catetos 
(ACHMCP)=(AP)(CD) 

3 a:b=c(CD) (D 

Por la propiedad del ángulo semiinscrito, la 

mxPBC = 1/2Ím8C) =.0, y por la propiedad del 

ángulo inscrito, m«BQC = 1/2(mBC )=a. 


Los triángulos PBC y PQB son semejantes. 


además, a«b=(BC) (ID 


De (D y (1D concluimos que BC=CD 
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Problema 27 


j 


En el gráfico, ABC es un triángulo equilátero, sig 


es punto de tangencia y PC=3PB=3, calcule GC. 


Resolución 
En el gráfico 


2(BDIBP) 


El lado del triángulo equilátero ABC 

longamos BC hasta D, entonces (AB) 

Como AB=4 y BP=1, entonces (4y 

> BD=16 
CD=a=12 

Del teorema de las cuerdas 
(ACI(CG)=(PCI(CD) 

> (96)=(3)02) 


. x=9 


problema 28 


el gráfico, HE=8 y AG*GF=16. Calcule 
ze HF (E es punto de tangencia). 


Resolución 


Como E es punto de tangencia, entonces la 
m<«0EG=90", 


En C, aplicamos el teorema de la tangente. 
(GE)'=GA «GF 

Sabemos que GA-GF= 16 

> GE=4 


O 


$ 
Como HE=3, e 


Mos que m< 


AFB=m<IFG=90». 
> MxIFG= 


mx GEl= 902 


. Uencia, el Cua 0% y - 
ctibla. drilátero IFGE es ins 
Ablic 

o el teorema q ' 

Merencia e la secante para la cir- 


MEGA 
emp 


(8) ( 4) =H es, 


é Hl-Hr gp 


Ntonces HG =4. También sabe- 


Problema 29 


En un triángulo rectángulo ABC 
traza la ceviana interna AD, Desde B se trazan 
las Perpendiculares BF y BEaAD y AC, respec- 
tivamente. Por E y F se traza la recta L que 
interseca a BD en G. Halle BG si GD=1 y DC=3. 


(recto en B) se 


Resalución 


Según el enunciado, el cuadrilátero ABFE es 
inscriptible, entonces la mxBAF=m=<BEF= a. 
En el 4ABD, la MxBAD=m=<FBD=0. 


Si BG=x, entonces (GC)(GD)= (GE)(GF) 
> (9)(M=(GE)(GF) 


En el AEBG, mxBEG=m=xFBG=0. 


Por el teorema de las antiparalelas 
x"=(GE)(GF) 
Como (GE)(GF) = 9, entonces x = 3. 


Problema 30 
Si T es punto de tangencia, AT=a y BC=b, halle AB. 
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Resolución 

Como AT es tangente y AB=x secante, tratare- 
mos de relacionar el teorema de la tangente 
con el triángulo ABC, ya que AB=x y BC=b. 


Resolución 


si la mMR=20 y la mMR=2, 
entonces la mMB =2(0.+f). 


En el ángulo exterior MSB se cumple que la 


Sea D el punto de intersección de AB con la m<MWMSB = 20+p)-2 - o 


circunferencia; además, mBD = 20%, mDE = 28, 
> mBC=20a.+28 

Por la propiedad del ángulo exterior, la 
m=xBAC = 1v2(BC- DE) = a; además, por ángu- 
lo inscrito, la mx<BCD=a0. 


En el ángulo inscrito MTR, la m<MTR=0 
> m<xRTM=m=xRSQ=0 


En el triángulo ABC 
> mxBAC=m=«xBCD=0 


Se cumple que 
(BCY=(BA) (BD) 0 


Como AT es tangente, aplicamos el teorema 
de la tangente. 
(AT)?=(AB)-(AD) (ID 
Sumamos (1) y (ID. 
(AT)?+(BC)?=(BANAD) +(BA)JBD)= 
(BA)J(AD+BD)=(BA)* 


es a - Va? +0? de las cuerdas. 

(SPAPQ)=(RP)APT) pen: 
En la circunferencia, (RPPn=% 
> 60u?=(r-2(+2) 


r=64 


tero SRQP € es 


Problema 31 


En el gráfico, MN es diámetro, OP=2u y 
(PO) (PS) =60 u?. Calcule la longitud del radio 
de la circunferencia. “ r=8 
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Test 


1. Enun triángulo rectángulo, la suma de los 
cuadrados de las medianas relativas a los 
catetos es 125, Halle la longitud de la hi- 


potenusa. 
A) 10 B) 12 O 13 
D) 14 E) 15 


2. Enel gráfico, (AB)"+(EC)?=72 4? SIABCD 2 
y EFGC son cuadrados, calcule la longitud 


de FA. A E A) 6 
FE É B) 7 

A) 6u B 2 |. O 8 

B) 9u D) 5 

C) 10u E) 10 

D) 8u 

E) 12u 


B 

S. La altura trazada del vértice del ángulo rec- 
to de un triángulo rectángulo mide 12 cm y 
la proyección de uno de los catetos sobre 
la hipotenusa es de 9 cm. Halle el períme- 


tro de la región triangular (en cm). 


Á D 
: SIAB=10, AH=8 y HC=12. Calcule HD. 


B 


A D A) 60 B) 70 O) 80 
D) 90 E) 100 


/.. En el gráfico, una rueda está apoyada en 
un ladrillo. Si AB=4 y BC=2, calcule el ra- 


dio de la rueda. S 

a 
se B) 8 0) 9 e 
E) 10 : as 
A el grá De 
Ñ eS EF-EQ=20, AE=5 y AB=BC D) 5 

e : 
9 longitud de segmento tangente C7. iy 


»> 
Claves 
0 2 3 ¿El sE 5 


P 561 
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AE=3, 


——y 


>. Problemas propuestos 4 


Nivel básico 


En el triángulo rectángulo ABC (recto en B) 
se traza la bisectriz AM y la altura BH, las 
cuales intersecan en P. Si AP=7 m y PM=2 
m, calcule BM (en metros). 


A 1 B) 2 


D) 4 


aqL3 
E) 5 


En el gráfico, AP=2cm y BC=8 cm. Si 
AP+AB=PC+BC, calcule PC. 


A) 5cm 
B) 6cm 
O 7cm 
D) 8cm 
E) 4cm 


Á P EE 


En un pentágono convexo ABCDE, 
CD=2, ED=5,  AB=BCuey, 
m-=EAB=m=xABC=m=BCD=90". Calcule 
la mxEBD. 0 


A) 300 
D) 53% 


B) 37" 


C) 45” 
E) 60* 


Una rueda descansa en el piso y está apo- 
yada sobre un ladrillo de 4 pulgadas de 
alto, quedando su punto de apoyo en el 


e] 


6, 


la 


piso, a 10 pulgadas del lado MÁS Cerca | 
del ladrillo. Calcule el radio de la rueda E 
pulgadas). E 


A 6,0 
D) 13,8 


B) 8,0 O) 125 


E) 14,5 


En un triángulo rectángulo de hipotenusa 
c y altura h relativa a la hipotenusa, si 
c(c+2h)=100, calcule la suma de las lon- 
gitudes de los catetos de dicho triángulo, 


A) 5 
D) 10 


B8._ C) 9 
E) 12 


Si ABCD es un cuadrado, calcule la medida 
de su lado. Considere que FA=4 y BE=3. 


A.6 
B) 8 
CG) 3 
D) 10 
E) 15 


En el gráfico, halle 4x. 


-——K——— A 
nn 
un triángulo rectángulo ABC (recto en 1Í. En el gráfico, AB=7, CD=3 y PD=2. Calcule 
nn n AC se ubica el punto P, de modo que la mPC. 

ee y BC=12. Dos hormigas parten de B 
al mismo tiempo y con la misma veloci- 
dad: una de ellas hace el recorrido BAP y la 
otra, el recorrido BCP. Si ambas hormigas 
llegan a P en el mismo instante, calcule PC. 


D) 3 E) 8 
9, Enel gráfico, T y Q son puntos de tangen- A) 30* B) 45* O) 60* 
cia. Si TQ-QM=3 y QL=1, calcule LE. D) 90 E) 120* 


12, Enel grafico, ABCD es un cuadrado de lado 
5 y T es punto de tangencia. Calcule P7. 


B e 


A T D 


A) Y5 B) 345 05 
D) 245 E) 2 


13, En el gráfico, calcule AD si AB=2v/3 m y 
DE=4 m. 


A) 1m 
B) 2/3 m 
C) 3m 
D) /3 m 
E) 2m 


B 
) va ) 39 (0) 2/33 
E) 2/34 
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14, 


Nivel intermedio 17. Según el gráfico, ABCD es un Cuadrado d % 
e 


En el triángulo rectángulo ABC (recto en B) 
se traza la altura BH; en la región externa 
relativa a AC se ubica el punto P, tal que la 
m=xAPH=m=<HCP. Si BC=a y AC=b, cal- 
cule AP. 


A) va? +pb? 
B) 24b? - a? 


O) vb? - a? 
D) Ha? +b? 


12 2 
E) —vVb*- 
E a 


- Á , 
. En el gráfico, calcule =. 10. 


A) 1 B) 2 C) y2 
D) 5 E) 3 


- En un triángulo rectángulo ABC (recto en 


B) se traza la ceviana interna BD, de modo 
que la mxBDA+m=ACB=90". Si AD=2 m 
y CD=7 m, calcule BD (en metros). 


N 2 B) 3 O 4 
D) 5 E) 2/2 


lado 8. Si AM=ND=1/2MN, calcule x. 


A) 3,8 B 4 C) 4,2 
D) 4,5 E) 5 


En un triángulo rectángulo ABC (rec 
to en B) se traza la altura BH. Si BH=h y: 
AB + BC =2hy/2, calcule la mxBAC. 


A) 300 B) 37 0) 45 
D) 53* E) 60 


. Si BP=PH y AH+QC=27, calcule BH. 


B “ 


NN 
n— 
y, SiABCD es UN cuadrado de lado 4 y 
gp. Si 


ados 23. En un triángulo rectángulo ABC se cumple 
=60, calcule MIN. 
(BONBn=8%, 


numéricamente que (ACI'=4AB-BC. Cal. 


cule la medida del ángulo menor 
B C 
A A) 15 B) 18* C) 307 
E D)- 37. E) 35 
a Fr N 24. SIAM-MB=3, calcule (QLIMH). 
pa B) 15 C) 16 
D) 18 E, 20 


ro 


, Sien un triángulo rectángulo ABC, recto en 
B, la altura BH (H € AC y AH < HC) relativa 
ala hipotenusa mide 12 cm, y la diferencia 
entre las proyecciones de los catetos sobre 
dicha hipotenusa es 7 cm, calcule, en cm, 


el radio de la circunferencia inscrita en el 


triángulo ABH. 
A 15 B) 2 O) 25 A 2 B) 3 04 
Ñ E) 3,5 D) 6 E) 9 
2. Calcule la di | hs 
la distancia de D haci AB = , E 
YAC-DE=24, aa Ses 25, Enel gráfico, PO=5 m y AP=4 m. Calcule O. 


To ue 


26, Se tiene una semicircunferencia de di 


21, 


29, 
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iáme- 
tro AB, donde se trazan las cuerdas AN y 


BE, que se intersecan en de Calcule AB si 


(AMAN) +(BM(BE)=64 u? 


C) 8u 
E) 10u 


A) 6u B) 7u 


D) 9u 


Nivel avanzado 


En una circunferencia Q, las prolongacio- 
nes de las cuerdas BA y DC se intersecan 
en un punto P exterior a Q. En el arco CD se 
ubica el punto E, tal que EBMDC=4F). Si 
DF=CP=2FC y FB=AB=AP=10 u, calcule 
la longitud de EF. . y 
B) 3u -C) 4u 
E) 6u 


A) 2u 
D) 5u 


. Enel gráfico mostrado, calcule BT siAB=8 m. 


Considere que 7 es punto de tangencia. 


A) 4m 
D 5m 


B) 6m 


O 8m 
E) 2/2 m 


Sean Q, y Q, dos circunferencias secantes 
en P y Q. La recta secante L interseca a Q; 
enA yD,aQ¿enByE, y a PQ enC(A, B,C, 
D y E en ese orden). Si AB=2(BC) y CD=3, 
calcule DE. 


dls 


32, 


pa sed O 5 
D) 6 E) 9 
. A partir del gráfico, calcule (ABXCD) 


(BONDE) 


B) 1,5 o) 050 


E) ia 


En un trapecio rectángulo ABCD, rect 
A y B, las diagonales son perpendicul 1es 
y se intersecan en P. Desde P se trazan PH 


y PM, perpendiculares a AD y BC, respect 
vamente. 


AAA POLA y ALO 
(POy” (PL) 3 
halle 4 
(PHY (PM) 
A 1 gos 9% 
D 2 E) 4 


En una semicircunferencia | 
AB, se ubica P y se traza PHiAB! 
AB), con centro en P Y radio de. e. 


cunferencia Q, 4 
enM E 


Q/0H: 


se traza una cir 
ca a la semicircunferencia 
interseca a PH en Q, halle is 


Mn 


1/2 A 
dy a. 


A) 1 
D) 2 


Capítulo 


Relaciones métricas en 
el triángulo oblicuángulo 
y en el cuadrilatero 


Solimar Felix Flores Espiritu 


CAPÍTULO XII 


RELACIONES MÉTRICAS EN EL TRIÁNGULO 
OBLICUÁNGULO Y EN EL CUADRILÁTERO 


Objetivos 
* Calcular las longitudes de las líneas notables de un triángulo a partir de conocer las longi- 
tudes de sus lados. 
“+ Relacionar las longitudes de las diagonales de un cuadrilátero a partir de conocer las longi- 
tudes de sus lados. : 
» Calcular la distancia-entre puntos a partir de los ángulos de observación de dichos puntos 
medidos desde otros puntos de referencia. 


Introducción 


El teorema de Euclides, planteado aproximadamente en el 300 a. n.-e., permitió calcular la distan- 


cla entre dos puntos. Con el aporte de Euclides y el de Herón de Alejandría, en el siglo 1, se pudo 
calcular la altura de un triángulo. 


Ñ Sa x, el astrónomo y matemático árabe Al-Battani generalizó el resultado de Euclides en 
e de la geometría esférica, lo que permitió efectuar los cálculos de la distancia angular 

, e a > 
ol y la Tierra. Esta generalización, que posteriormente se conocería como el teorema del 


coseno ite simnk 
a » Permite simplificar los dos teoremas de Euclides en uno solo, sin importar si el triángulo 
Utángulo u Obtusángulo. 


Durante el siglo XV, 1 
AYrecer tedescubrió 
Seneralizó el famoso 
92 Partir de Conoce 
o ductio ina 
Se el no 


a trigonometría se popularizó en occidente gracias a Francois Viéte, quien al 
independientemente el teorema del coseno tal como lo conocemos ahora y 
teorema de Claudio Ptolomeo, relacionando las diagonales de un cuadriláte- 
rlas longitudes de sus lados. Fue a finales del siglo xvi! que Euler, en su libro 


e alysin infinitorurn, permitió escribir el teorema bajo su forma actual, extendiéndo- 
€ teore 


Fueron ma (o ley) del coseno. 
Soluió muchos Matemátic 
Zunda * Múltiples neces 

arte de las relaci 


Os que aportaron y compartieron sus conocimientos, dando con ello 
idades de la sociedad. Estos conocimientos son presentados en esta 
ones métricas. 


— a 


1» RELACIONES MÉTRICAS EN El. TRIÁN- 
GULO OBLICUÁNGULO 

4.1. TEOREMA DE LAS PROYECCIONES 

En todo triángulo, la diferencia de cuadrados 
de dos lados es igual a la diferencia de cuadra- 
dos de sus proyecciones ortogonales sobre el 


tercer lado. 


Caso 1 


Demostración 
Sea h la longitud de la altura BH, entonces apli- 


camos el teorema de Pitágoras en los triángu- 
los ABH y CBH. 

En CBH, a? =m?+H 

En ABH, c2=n? +h*: 


Restamos. Al cancelar h? obtenemos que 
2 


a? -c2=m?-n 


Caso 2 


, Eloras 
Hi n—4 de 
A E] 
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Demostración A 
! 


Sea h la longitud de la altura BH, entonces apli E 
camos el teorema de Pitágoras en los iia 
los ABH y CBH. z 
En CBH, a=m*+h?. 

En ABH, cé=n2+H. 

Restamos. Al cancelar h? obtenemos que 
admira? 

Aplicación 1 

En el gráfico, AB = 4 y BC =5. Calcule EC. 


B 


Resolución 
En el triángulo ABC, sea AH=M Y HC=n. 


En £, la mx HEA = m=xECD = 0. 


/ 


El triángulo AHE es isósceles, donde 


AH =HE =m 
En el 4HEC, 2=n?- mé 
En el AABC, por teorema 
se cumple que 52-4%= rm 
+4=9 

x=3 


. es 
de las proyeccio? 


mí. 


1.2. TEOREMAS DE EUCLIDES 


4.2.1. Primer teorema de Euclides 

El cuadrado de UNO de los lados de un trián- 
gulo acutángulo es igual a la suma de los cua- 
drados de los otros lados menos el doble del 
producto de uno de ellos por la proyección 
ortogonal del otro sobre el primero. 


B 


Demostración 


En el triángulo ABC, aplicamos el primer caso 
del teorema de las proyecciones. 


Donde m y b-m son las longitudes de las pro- 


yecciones ortogonales de los lados AB y BC, 
"espectivamente. 


En 2 
lonces a? -?= (pm)? 


Lu 2,2 


Simpli 
Mplificando tenemos que a“=b*+ c”-2bm. 


pio teorema de Euclides 

Obtuso de un Ñ a do que se opone al ángulo 
A Suma de o obtusángulo es igual 
05 más el Ao Cuadrados de los otros la- 

Con lá p € producto.de uno de ellos 


' ToYecció 
Primero, vección ortogonal del otro sobre el 


B PA 
(atzot+o +2bm 3) 


N 


1,3. TEOREMA DEL COSENO (LEY DE CO- 
SENOS) 

El cuadrado de uno de los lados es igual a la 
suma de los cuadrados de los otros dos lados 
menos el doble producto de dichos lados con 
el coseno del ángulo que forman dichos lados. 


B 
2 0] M 
€ A a'=b*+c”-2abcosa | 
A 
Á b ¡8 
Demostración 
Al trazar la altura BH, obtenemos que 
AH=cCc'cosal 


=> CH=b-c:cosa 


de O E 


e pee: cosa— b-c-cosa — 
AE 
Aplicando el teorema de las proyecciones ob- 


tenemos , 
2 ] 
“e a-e=(c.coso)—(b-C coso.) 
. a-e = b? -2b:c' cosa 


Luego a? =b? +0? - 2b*C* COSO. 
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» Observación ss 74 
e. Sia =00% 


A b : € 


el teorema del coseno 'se reduce a la 
siguiente.expresión: 


a E 
P=bi+d-b:c 


es Sia=120* 


ES 


el teorema del coseno se.reduce alla: 
siguiente expresión: LA, 


Aplicación 2 

En el gráfico, AP=10, CQ =16yMN=7.SiMy 
N puntos medios de AQ y CP, respectivamente, 
halle la mx ABC. 


B 
ES 
Q 
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Resolución 


Sea S el punto medio de PQ. 


Por teorema de los puntos medios en el trián- 
gulo APQ, MS = 5. 
También por teorema de los puntos medios en 
el triángulo CQP obtenemos que NS =8. 
Como  MS//AB y NS//BC, 
m=ABC=m=xMSN=x. 
En el triángulo MSN aplicamos el teorema del 
coseno y obtenemos que 

7? =5? 4 8? - 2(5)(8) cosx 
de donde cosx=1/2; por lo tanto, X= 60”. 


entonces la 


1.4. TEOREMA DE LA MEDIANA O DE APO: 


LONIO 
La suma de los cuadrados de los lados adya: 
centes de la mediana de un lado de UN ERA 
gulo es igual a dos veces el cuadrado dé 
mediana más la mitad del cuadrado del la 
relativo a dicha mediana. 


E 


n— 


Demostración Resolución 
cesa medida del ángulo AMB y f la medida Sean PC=x, AB=a y BC=b. 
del ángulo BMC. En el paralelogramo ABCD, sus diagonales se 
En los triángulos ABM y BMC, aplicamos el teo- bisecan en O (A0=0C=m y BO=0D=n). 
rema del coseno. Sabemos que (4B)? +(BC)?=6 
B > d+bi=ó (D 


En el AABM 


e? = (2 + (my y — 2 2)my:c0s a (D 


En el AMBC En el AABC, calculamos la mediana. 
o 2 
2_[b 2 o(b (2m) 
Re -(5) +(mp) -2 2 Jm :cosf (ID a?+b?=2n* + z 
Como a+B=180", entonces cosa =-cosf. > al+b?=2(n? +m?) (ID 
Sumamos (1) y (1. 
2 En el 4POC, n?+m?=x?. 
di =2(my)' Pa 
2 Reemplazamos en (ID. 

Aplicación 3 ar+b?=2(x) 

En el ars; 

ano dd es un paralelogramo, donde De (D) 

, tencia d : 36. SiP Pertenece a la semicircunfe- 
€ diámetro BD, calcule PC, . 2x2=6 
1 o x=vB 
B 
C AS e 
dh Nota +: : AS 
En el paralelogramo ABCD, aplicando'el 
“teorema de la mediana en el triángulo” 
-ABC,se cumple que 
Ñ Sl AB BO = ABD 


4.4.1. Teorema de Booth 

En todo triángulo, la suma de los cuadrados de 
sus tres medianas es igual a tres cuartos de la 
suma de los cuadrados de sus tres lados. 


mM, +IM; +IM, (a +b*+c*) | 


Demostración 

Si aplicamos el teorema de la mediana para 
cada una de las medianas del triángulo y su- 
mamos, se demuestra fácilmente dicho teorema. 


» Observación 
Si G es el baricentro del triángulo ABC, 


enionces 
A : 


pr cia 


AGY +(BOY +(CGY = la +b34+0?) ja 


A 


Este teorema también es conocido qn 
el segundo teorema de Booth. 


» Nota 
Si G es baricentro del DABC 


ZA 01] 
2 


se + cumple que 


E a+bi+e 1204 +y L4z2) Y 


A E 
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'ema de la proyección de la me : 


En todo triángulo, la diferencia de los cuadra. 
dos de los lados adyacentes a una mediana es 
igual al doble del producto del tercer lado con 
la proyección ortogonal de dicha di 
sobre, el tercer lado. 


Á H— mM E 
> 0 GR 


£ E z 
eo cd=2m:b 


Demostración 
Del gráfico, AH=2m y CH=2+m. 


Aplicamos el teorema de las proyecciones. 


2 2 
at [Pem) -(2-m) 
A 2 


3 
Simplificando se obtiene que a? -c?=2mb. 


E 
4.5. TEOREMA DE STEWART (CÁLCULO p 


LA CEVIANA) 

La suma de los cuadrados de lo 
yacentes de la ceviana de UN triángulo, 'P pe 
tiplicados respectivamente Por el segmé 


do por di- 
arial no adyacente a él, determina h 
p y es igu val al cua 


s lados se 


drado de la ceviana multi 


relativo más el producto de dicho la eter- 
ceviana 


segmentos parciales que dicha 
mina en su lado relativo. 


Nota 
El teorema de Stewart permite 
la longitud de Una ceviana e 
$us lade 


Calcular 
n función de 
ntos parciales que 
ado relativo. Dicha 
ceviana puede se; interior o exte 


IS y los segme 
esta determina en su l 


rior. 


Sila ceviana es exterior se cumple que 


B 


(ad) mile)n=(2):b+ mercb 


Demostración A b S G n E 
4 : RL A, 3 
Sea a la medida del ángulo ADB y f la medida 
del ángulo BDC. ¿xq AA AA, 
En los triángulos ABD y BDC aplicamos el teo- (++ cdaim— n= a 
rema del coseno. a 
-d * 
» Observación 
* | Si el triángulo es isósceles 
B 
a a 
A D 
se cumple que AR 
Mos NN 
+ (m)*-200m-cosa (1 SE == 
Enel AMBC » Sieltriánsuloes isORcelÉs y la ceviana 
(+ (M*-200) n-cos B (ID es exterior 
Como q, + B= 180", entonces cosa=-cos p. 
Si multiplic 


amos (1) por n y (ID) por m se obtie- 
"elo siguiente: 


n= +(m) 

A Mm (my? 
Sumamos (ID y (IV). 
*-m dde 
Mo mn =p 
Sm 4. 


'n-—2()m'"n-cosa (ID 
"M+2L0nm+cosa. (IV) 


=2-(m+n)+m-n-(m+n) . 


X=a +men il 


i=*-b+m-n:b 
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Aplicación 4 Resolución : 
En un triángulo ABC, las cevianas BM y BN, Nos piden x. 
trisecan AC (AM=MN=NC). Si BC=a, AC=b y 


En el triángulo APB, por teorema 
AB=<c, halle BM? + BN. de Stewart 


x*=a?+AQ-BQ 0 


e Por teorema de la t 
Resolución angente 


En el AABC, trazamos la mediana BQ, que b*=AQ:BQ (ID 
también es mediana en el AMBN, De (D y (ID 


Y =a+b? 


x=va? +p? 


— 


Dado un triángulo ABC, se ubica un punto P en 
la región interior, entonces (AP)?+(BP)+(Cp! 
es mínimo si P es baricentro de ABC. 


En MBN aplicamos el teorema de la mediana. ES ¡ 


2 
BM? + BN? =2(BOY + = ds Ñ 
A Demostración 
BM? +BN?=02 40242 En el triángulo ABC, de baricentro G, ui 
arbitrariamente el punto P en la región intemna 
A eii del triángulo. b 
APIICacIón Ñ Sea M el punto medio de AC, entonces el barr 
En el gráfico, A, B y C son puntos de tangencia. centro G está contenido en la mediana BM, di- 
Halle PQ en función de a y b. «idiéndela arazón de a 9" (B6= 2(GM=2mM). 


B 
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p€— ES 


En el triángulo BPM aplicamos el teorema de 1.5.2. Teorema del baricentro 


Stewart. En todo triángulo, la suma de los cuadrados de 
(BY: me(PM)?- 2m=(PG)?- am las distancias del baricentro a cada vértice es 


un tercio de la suma de los cuadrados de sus 
Cancelando m nos queda lados. 


2 2 = R S ¡ 
(BP)+ 2(PM)* = 3(P0)" + (Gm?) ( Dado un triángulo ABC de baricentro G y de la- 


En el triángulo APC por teorema de la mediana dos BC=a, AC=b y AB=c, se cumple que 
1 
(AP)? + (CP)? = 2(PM)? + (AC)? (ID (AG +(BG)Y +H(CGY = a Ly? +b? 40?) 
Sumamos (1) y (ID. 
p? 


(APY+(BP)+(CP)?=6rm? + 3(PG)? + 


En el triángulo ABC por del teorema de la me- 
diana 


2 b? 
a? +c*=2(3my tt 


de donde obtenemos que 


+0). 1.5.3. Teorema del punto de la circunfe- 
rencia inscrita en el triángulo equilátero 
Dado un triángulo equilátero ABC, la circunfe- 
rencia inscrita en ella tiene radio r. En dicha 
circunferencia se ubica el punto P, entonces la 
(APY +(Bpy HCPY > la? me Pa a(PGY suma de los cuadrados de las distancias de Pa 
cada uno de los vértices es 157. 


Ar rre 


De donde obtenemos que / 


(4p 
AP HBPr (Cp?) ¿a +0?4c?)+3(PGY 


Quere 
Mo; o rd ar Y+(BPY +(CP)2 sea míni- 
te, enton sal dl 0%) toma un valor constan- 
Ces esto Sucede cuando PG = o. 
> py +(Bp) a] 
+(CP) =p? 2 2 
A za +b? +40?) ES 
16% B 


Este 
te 
com, ema oa 


ued : z : ; : 
"o tórema q del tin pes ser expresado (AP + (BP)? (CP) =1 52 
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Demostración 


Sea O el centro de la circunferencia inscrita en 
el triángulo ABC y sea M el punto medio de AC. 
En el AABC, O es incentro, baricentro, circun- 
centro y ortocentro. 
=> AO=2(0M) = 2r 
En el AAPM aplicamos el teorema de Stewart. 
(AP -r + (PM)?-2r=57-3r +r-:2r-3r 
(AP)? + 2(PM)? = 97 (D 
En el ABPC aplicamos el teorema de la me- 
diana. 
(Bry + (pOr =P *+(B0S 


Por ser ABC un triángulo equilátero 
BC=2rWV3 
(BPY + (PO)? =2(PM) + 61 (Mm 


De (D y UD 
(AP? + (BP) + (CP)? =15r 


4.6. TEOREMA DEL CÁLCULO DE LA LONG!- 
TUD DE LA BISECTRIZ 


4.6.1. Primer teorema del cálculo de la hi- 
sectriz interior ' 

En todo triángulo, el cuadrado de la bisectriz 
interior es igual a la diferencia del producto de 
sus lados adyacentes a dicha bisectriz con el 
producto de los segmentos parciales determi- 
nados por dicha bisectriz en su lado relativo. 
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€ a 
Á m P n C 
2 
xX=a:c-m: n 
Demostración 


. . Es ro- 

Trazamos la circunferencia circunscrita Y a E 
longamos la bisectriz BP hasta EEES 

j ¡ eme] 

circunferencia en Q, resultando sel 5 pP 

es "BC 

los triángulos ABP y QBC. De donde ¿pg BC 

“CNO +x y 

entonces _£ _=%: poro cual, 4 c=X 

(x+y) a po 

Del teorema de las cuerdas, a . de 

reemplazamos en la relación an 


mostramos que 4=a'c-M dd 


Aplicación 6 ” 
Dado un triángulo 
AC =7, halle la longitud de 
al lado AC. 


| BY 
= 6, C Ñ 4 
ABC, donde AB rai 


la bisec”” 


>. 


ción ; 
e la bisectriz interior relativa al lado AC. 
Seabl, 


B 


P> 


| a de la bisectriz AP_AB_6_3k 
Del teorem. ; ETS 
Como AP + PC=7 

3R+4kR=7kR=7 

k=1 


> AP=3 A PC=4, 


Aplicamos el primer teorema del cálculo de la 
bisectriz interior. 


(BP =6x8 - 3x4 = 48 — 12=36 
BP=6 


15.2. Segundo 


y i teorema del cálculo de la 
Sectriz inteyi 


or 
a longitud de-la bisec 
gulo es igual a dos vec 

E sus lados adyace 
raíz Cuadrada de] p 
Con el eMiperimetr 
"os el lado relativo 


tríz interior de un trián- 
es la inversa de la suma 
ntes multiplicado por la 
roducto de dichos lados 


O y el semiperímetro me- 
a dicha bisectriz, 


Demostración 


Del primer teorema del cále 


ulo de la lon itud 
de la bisectriz , 


Xx =a:c-m-n 


9) 


A m P n ÓN 


————=+ by ——_ 


Además, m=k+*c;n=k-q 


como b=m+n=k(a+c), de donde k= p 


a*+c 
Reemplazamos en (*). 


e 


=a*c-k?a-c=a-c(1- p?)= a:c(1-R)A+R) 


e =adr m2. —= 
a+c a+c 


(a+c* 
y? _a:c'2(p-b)-2p 
(a+cY 


. e <= facplp-5) 


a+c 


(a+c-bla+c+b) 


1.8.3, Primer teorema del cálculo de la bi- 

sectriz exterior 

El cuadrado de la longitud de la bisectriz exte- 
rior es igual a la diferencia del producto de los 
segmentos parciales determinados en su lado 
relativo por dicha bisectriz con el producto de 
los lados adyacentes. 
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Demostración 
Trazamos la circunferencia circunscrita al 


triángulo ABC, prolongamos PB hasta interse- 
cara dicha circunferencia en Q. 


BOS AO no P 
A 
En el cuadrilátero inscrito AQBC 
m=xBQA=m=xBCP=0 
Por la propiedad de ángulos opuestos por el 
vértice, la mx ABO=P; entonces los triángulos 
ABOQ y PBC son semejantes. 


cx 
Luego — ==, entonces x:y=a:cC. 
y a 


Aplicamos el teorema de las secantes. 
PA:PC=PQ:PB 

> m n=(x+y00 
+xy=mn 
xÉ=mn-ac 


Aplicación 7 

En el triángulo ABC, AB=4, BC=3 y AC=2. Ha- 
lle la longitud de la bisectriz exterior relativa al 
lado AC. 


Resolución 
Graficamos. 


—— 


Sea BP la bisectriz exterior relativa a] lado AC 


Del teorema de la bisectriz, APAB 4 
entonces si AP=4R, obtenemos que od 
En el gráfico 

AC=4kR-3k=k=2 
Del teorema del cálculo de la bisectriz exterior 


x= (4R)(3R) -(0)(3)=12(2? —1)=12(3)-36 
x=6 


1.0.4. Segundo teorema del cálculo de la 


Ea ay 0 p 
$] z 277 


La longitud de la bisectriz exterior de un trián- 
gulo es igual a dos veces la inversa de la di- 
ferencia de sus lados adyacentes multiplicado 
por la raíz cuadrada del producto de dichos la- 
dos con las diferencias del semiperímetro con 
cada uno de dichos lados. 


Demostración ; e 
Del primer teorema del cálculo de la long 
de la bisectriz exterior 


2 (5 


x=m'n-a:C 


Además, M=R*C Y n=R:a. 2p =a+b+c 
Como b=m-—n=k(c-a) 
_Aa+b+c 
2 b pe MA (constante de Herón) 
c-a 
2 

Reemplazamos en (*). ho == (o p=alp=bX(p=c) 
e=k?-a:c-arc=a-c(k“-1)=a-c(R-1)(R+1) 

Demostración 


bONYb a 
A - 7 (b=c+aNb+c-a) h 
ea Ke-a lé=0) Sea H el pie de la altura trazada desde B y sea 


AH=rn. En el triángulo ABH, h, =W/c? — m?; para 


pp Te2(p-c)2A(p-a) ello calculamos AH =m. 


(ca) 
2 


1 c:a(p-c)(p-a) 


1.7. TEOREMA DE HERÓN (CÁLCULO DE LA 
ALTURA DE UN TRIÁNGULO) 

Si las longitudes de los lados de un triángulo 
son valores enteros, entonces la altura relati- 
Y a uno de sus lados es igual al doble de la 
Inversa de dicho lado multiplicado por la raíz 


cu 
adrada de los productos de la constante de 


Herón : 
con la diferencia de dicha constante 
Con cada lado. 


B Para calcular m, aplicamos el teorema de Eu- 
clides en ABC. 
c P a?=b*+c?-2bm 
a brea 
b Me 
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Reemplazamos en 
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h, = V(c+m)(c—m) 
han fe brea -)- (peo: c a 
2b 2b 2b : 2b 


na rztere) a Jo -(b* - 2bc +c »)- [ue -a qa 
j 2b 2b 2b ET 


h = ororalbra los llas) 
b 4p* 


h, =>; (a+b+cMb+c-ala+c-blMa+b-c) 


1 
h, => Va+b+oMa+b+c-2aMa+b+c-2bMa+b+c=20) 


hy = 1 (2p)(2p=2a)(2p-2b)(2p=2c) 


h=2 lol p-o)(p=0) 


» Observación 


on aUlDa7 2 as+b+c ELL 
erón utiliza la notación p = CES deduciéndo ss la notación 2p se itillza para reptese 


la longitud del psúmetro de una región triangular: 
Porlo tanto, 2p=a+b+c. 


Aplicación 8 Como se conocen los tres lados que además 
En un triángulo ABC, AB=13, BC=20 y AC=21. 
Calcule la longitud de la altura relativa a AC. 


a de 
son valores enteros, aplicamos el teorem 


] 
Herón para ello calculamos el valor de p (a 


ES ón). 
Resliión constante de Herón) 


En el AABC, piden la altura BH=x P 13+20+21 27 
NEC En 


Luego 


x=5 ener-131e7-2027-20 


== 27-14:7-6 =12 


. x=BH=12 


A— 


aplicación 9 
En UN tiángul 
8y9, calcule la a 


o cuyos lados tiene longitudes 5; 
Itura de menor longitud. 


Resolución 
Graficamos. 


A H 9 ( 
Según el teorema de Herón 
2 


NS) 


donde se observa que la longitud de la altura 
es inversamente proporcional a su lado rela- 
tivo. Concluimos que a mayor lado le corres- 
ponde menor altura. 


Como nos piden la menor altura, calculamos 
la relativa al lado AC=9. 


Para ello calculamos el valor de p. 


34849 _ 
a E 
Ahora calculamos h,. 


2 
h, NM D(01-5)01-8)011-9) 


Pp 11 


4 
ho ==M 


1.8. TEOR 
E 
Tos MA DEL ROMBO Y LOS SEGMEN- 


, E Fo g 
y UL DE eo EL TRIÁNGULO CON UN 


ñun Tombo 


NBC y cp ABCD se ubican los puntos P y 
Q. 


, "espectivamente, de modo que 


Si AP y AQ intersecan a la diagonal BD en M y 
N, respectivamente, entonces una de las medi- 


_ das de los ángulos interiores del triángulo for- 


mado por los segmentos BM, MN y ND es 60". 


Demostración 

Sea BP=a y PC=b, entonces el lado del rombo 
es a+b; por lo cual, CO=BP=a según condi- 
ción del problema. 

Luego DO=BP=b. 

Sean x, y, z las longitudes de los segmentos 
MN, BM y NZ, respectivamente. 

Podemos observar que los triángulos 'PBM y 
ADM son semejantes debido a que BP//AD. 


Entonces se cumple que 


a __ Y (D 
(a+b) (x+2) 


Análogamente, los triángulos QDN y ABN son Aplicamos el teorema del coseno. 


semejantes (DQ//AB). x= y? +2? -2yzc080 (IV) 


De (IID y (IV) se obtiene que cos 9-1 
o" 


0=60* 


2» RELACIONES MÉTRICAS EN EL CUA» 
DRILÁTERO 
2.1. PRIMER TEOREMA DE ARQUÍMEDES - 


Ent me En todo cuadrilátero de diagonales perpendi- 
diia E culares, la suma de los cuadrados de sus lados 


opuestos son iguales. 


b Z 
(a+b) (x+y) UD B 
De (D) y (UD 
Á E 
a ob y z 


(arb) (a+b) (x+2)+ (x+ y) 


_y(x+y)+z(x+2) D 


(x+z)(x + y) 
En ABCD, AC 1 BD, entonces 


(+2) (c+ y) =yGc+y) + z(0+2) 


XA4XZA NY A YZ=XY + Y + xZ Az 


Demostración 


xy + 22 yz MI bg ¡ago- 
á E dl Sea H el punto de intersección de las diag0 


. o . nales. 
Si el triángulo tiene lados x, y, z, entonces lla- 
mamos 6 a la medida del ángulo que se opone 
al lado de longitud x. 


>. : 
jones 
En el AABC, por teorema de proyeccio 
2 0 


a -blemt-n 
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teorema de proyecciones 
ADC, por 
gnel A 


¿dz? AD 
pe (1) y UD 
rbd 


. (AB?+(CDP=(BC)”+(ADY 


» Observación 
El teorema también se cumple si el cua- 
drilátero es cóncavo. 


B 


Á 


(a) 


ENABCD, AC1BD, Entonces 


(AB+(CD=(BC)+(AD)? 


22. SEGUNDO TEOREMA DE ARQUÍMEDES 
En todo Cuadrilátero inscrito de diagonales 
Perpendiculares, la su 


las longitudes de sus] 
d 


ma de los cuadrados de 


ados es el doble del cua- 


tado del diámetro de la circunferencia que la 


circunscribe. 


Demostración 
Sea AB=a, BC=b, CD=c y AD=d. 
Por D trazamos una paralela a AC que interseca 


a la circunferencia circunscrita al cuadrilátero 
ABCD en E. 


La m«BDE =90% entonces BE es diámetro, de 
donde BE=2R. 


También la mxBAE=m=xBCE=00". 

En el trapecio isósceles ADEC 
AE=DC=c a EC=AD=d 

En el 4BAE | 
a?t+c?=(2R)? 

En el 4BCE 
b?%+d?=(2R) 

Luego 
a+b24+04+d?=8r? | 
(ABY+ (Boys (CDY+(DA)'=8R* 
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Se 


» Recuerde 


-Sien una circunferencia de radio R se lra- : 


zan las cuerdas perpendiculares AB y CD 
«secantes en Y 


se cumple que 


ADA BRACHO HOR 


2.3, TEOREMA DE MARLEN 


La suma de los cuadrados de las distancias de 
un punto cualquiera a los vértices opuestos de 


un rectángulo son iguales. 


Pp 
ÚXN 
Á D 


(APRA POP=BPR+H PD 


Demostración 


B 


Á 


Para los triángulos APC y BPD, PO es mediana, 

entonces si aplicamos el teorema de la media- 

na para cada triángulo se cumple que 

En el AAPC 
(APY+(PO)?=2(POY*+(20)7/2 

En el ABPD 
(BP)+(PD)?=2(PO)+(20/2 

De ambas ecuaciones queda demostrado que 
(APY+(PO?=(BP?+(PDY 


El teorema de Marlen se cumple para cual- 


quier punto P del plano del rectángulo ABCD, 
pero también se cumple cuando P está fuera 
del plano ABCD. 


Aplicación 10 

En el gráfico se observ 
en el que O es un punto arbitr 
interior. Desde los vértices se 
a la circunferencia de centro O, 
P y Q son los puntos de tangenci 
BN=4 y CP=5, halle DO. 


a el rectángulo AB ml 
ario de la región 
razan tangenies 
donde M, Ñ 


a. Si AM=3, 


En el rectángulo ABCD trazamos las diagona- 


les, las cuales se intersecan en O. Se sabe que 
AO=BO=CO=DO=1. 
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Resolución Si prolongamos CD hasta E, de modo que ABDE 
Sear el radio de la circunferencia de centro O, es un rectángulo, entonces ED=AB=CD-/. 
ea 


al trazar los segmentos OM, ON, OP y OQ, las 


Jongitudes de dichos segmentos esr. 


Sea PE=e. 
En el DIABDE, por teorema de Marlen 
Al trazar AO, BO, CO y DO en el rectángulo al+x2=b?4+e? (D 
ABCD, aplicando el t d 
a ne ed e Menea Se En el AÉ£PC, por teorema de la mediana 
cumple que AO* + CO? = BO? + DO? A 
R Py =27+ LO” 
eemplazamos los datos del problemas Ñ 2 
2 
( rl +12) 242 472) 4 (22 4 2) e+c=2x +21? (ID 
> AR 
Las | De (D) y (D 
a+c= + 2024 p? 
Aplicación 11 Por dato 
ABC = 
: A £S Un paralelogramo donde AB=1 yP es di ie 
Ps Unto de la región interna de ABD, tal que a RS 
=b, AP= 


ayPC=c.Sia?iy2 
halle Pp. Isa =55 y b*+20*=30, 2.3.1. Teorema de la cuerda paralela al 


diámetro 
B En una semicircunferencia AB trazamos la 


e cuerda MN//AB. Si en AB ubicamos el punto Q 
(Q0%0) 


ABD 


= MxBDC =0(2 6 
Ñ entonces AQ?+BQ?=QM*+0QN 
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E 


Demostración 2.4, TEOREMA DE CULER 
Sea S el simétrico de N respecto del AB; enton- En todo cuadrilátero, la suma de los Cuadrados | 
ces NH=HS. de sus lados es igual a la suma de los Cuadra- 


dos de sus diagonales más el cuádruplo del 
cuadrado de la distancia entre los puntos me- 
dios de dichas diagonales. 


B 


TS +(BOJ?+(CDY+(AD*= (40) 


Como AB es mediatriz de NS, entonces OS=0N. (BD)'+4(UNY 
- Aplicamos el teorema de Marlen en el JAMBS. E 
AQ*+BQ*=0M*+Q5* Demostración 
AQ*+BQ*=QM*+QN' En los triángulos ABC y ADC aplicamos el teo- 
AO rema de la mediana. 
Aplicación 12 o En el AABC, (AB)?+(BC)?=2(BM) + ¿40 
En el gráfico mostrado, MN//AB, AQ=3 y BO=4. 
Halle MN. 


1 2 
En el AADC, (AD? +(DCP=20M)+7(40) 


Sumando ambas ecuaciones obtenemos 


2 
ABRE AD DC Bm LM + VO 


B 


Resolución 
Por teorema de la cuerda paralela al diámetro 
MQ?+NQ*=A0?+BQ? 


> MQ+NQ*=3*44?=25 e ediana 
de la M 
En el 5MON, por teorema de Pitágoras PS tE 2 
MN?=MQ4NQ? - - (Bm)*+(0M)?=2(0m0*+ 3 (8D) 
ME 2+(BDY 
Poo ae Luego 2(BM)?+ 2(DM)y =4(NM) : 
Reemplazamos. 2, UN 
A aro Rao placed 
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» Observación 
Si el cuadrilátero ABCD es un trapecio de 
bases BC y AD 


B € 


se cumple 
(AB)+(CDP?=(AC+(BDY-2(BC-AD) 


Demostración 
En todo trapecio, el segmento que une los 
Puntos medios de las dia 


gonales es igual 
a la semidiferencia de las : 


bases. 


mn = 4D BC y 


Y 


d D 
Ree 
Plazamos 
a -en el teor 
Ta un Cuadrilátero ema de. Euler 
ABS errm 
A ON CO any 
| E aora (20 E0 
tamos A 
UV ly ASS == 
EE un SAC HBDY =2BC:AD 


PR 


PLE PLES 


» Nota 


Si el cuadrilátero ABCD es un parale 
mo, entonces AB=CD y. BC=AD. 


logra- 


B 


Á D 
Aplicamos el teorema de Euler. 
AC+BD?=2(AB? + BC?) 


Aplicación 13 
En el gráfico, A, B, Cy D son puntos de tangen- 


cia; además, M y N son puntos medios de AC y 
BD.SiAB=10,AD=8 y BC= 2(MN), calcule CD. 


Resolución ! 
Si AB=10, entonces AC=BD=10 (propiedad de 
los segmentos tangentes). 

Sea MN=1, entonces BC=20, Nos piden CD=x. 
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En ABCD, por del teorema de Euler 
10%+(20+12+8%=10*+ 102+4(0)? 
x2=100 - 64=36 


. x=6 


2.4.1. Teorema del paralelogramo y la cir- 
cunferencia que pasa por su centro 
Se tiene un paralelogramo de centro O y una 


circunferencia Q que pasa por O. 


B € 


A D 
Sean M, N, Py Q1os puntos de tangencia de los 
segmentos tangentes trazados desde A, B, C y 
Dala circunferencia Q. 
Entonces 


(AM?+(BN)+(CP)+(DO)=(AB)?+(BC)? 


/ 


Demostración 

Si en el paralelogramo ABCD trazamos sus 
diagonales AC y BD, estas se intersecan en O 
entonces AO=0C y BO=0D. 


É C 


A D 


En la circunferencia Q, aplicamos el teorema 
de la tangente para AM, BN, CP y DO. 
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Sean S y O los puntos de intersección de AC 
con 

> AM?=AO0:AS a CP?=CS-CO 

En el paralelogramo ABCD 


AO=CO=5 AC 


S AM=ZAC:AS A CP=ZAC:CS 


Sumamos AM? y CP?. 
AM?+CP?= (Zac as +SC)= (acÍ 


Análogamente 
BN?+DQ*=>(BDY 


Luego 
(AM*+(BN)?+(CP)+(DOY= zac? +BD') 


Del teorema de Euler para el paralelogramo 
AC?+BD?=2(AB?+BC?) 
Finalmente 


AMEN? CPY+(DO= (AB +60) 


2.5. TEOREMA DE PTOLOMEO 
En todo cuadrilátero inscrito, el producto A 
las longitudes de sus diagonales €5 igual a , 
suma de los productos de las longitudes de $» 
lados opuestos. : 


a 


Demostración ás 
En CA ubicamos el punto F, de modo que la Sea (la longitud del lado del heptágono regular 
m«CBF=mMXDBA y como la mxBCF=m<«BDA, 


y sea AE=x, AF=y, entonces nos piden pa + de 
los triángulos CBF y DBA son semejantes. x 


Como AD=AE=x; DF=AF=y, en el cuadrilátero 
inscrito AFED aplicamos el teorema de Ptolo- 


También la mxCDB=m=xCAB; luego, como a se bliyl 
la mxBFA=m=<bBCD, los triángulos CBD y FBA 1.1 1 
son semejantes. De donde -=-—+= 
O x y 
En ACBF-ADBA CF _BC : Como (=7, entonces LO 
"AD BD xy 7 
2.6. TEOREMA DE VIETTE 
ENACBD-AFBA, EA _ BA En todo cuadrilátero inscrito, la razón de las 
CD BD longitudes de sus diagonales es igual a la razón 
: de la suma de los productos de las longitudes 
Entonces CF+FA= AD'BC — CD-BA de los lados que concurren en los extremos de 
BD * BD dichas diagonales. 
Luego 
(CF+ Ep). 
* CA-Bp- 
| SAD-BC+CD-BA 
E 
| ación 14 
ta 
Halle 1 ed no regular de lado 7. AGA -AB:AD+CB:CD, : 


Reemplazamos Xx, y, 4,b, C, ' 


Demostración di 


Sean las medidas de los arcos AB=0% BC = By 


== : h , AC _ AB:AD+CB-CD 
€D=0. Si en la circunferencia ubicamos los BD” AB-BC+CD'AD 


puntos E y F, de modo que las medidas de los 

arcos DE=a y AF =0, entonces DE=AB=a y Aplicación 15 

AF=CD=c. Como los arcos FAB y EDC tienen En un cuadrilátero inscriptible ABCD, las Jon. 
gitudes de sus lados son AB=7, BC=7, CD=3 y 
AD=5. Halle la suma de las longitudes de sus 


igual medida, BF=CE=0, también los arcos 
FABC, ABCD y BCDE tienen igual medida, en- 


diagonales. 
tonces FC=AD=BE=d. 


] Resolución 

En ABCD, por ser un cuadrilátero inscriptible, 
podemos aplicar el teorema de Ptolomeo y el 
teorema de Viette. 


En los cuadriláteros inscritos FABC y EDCB, 


aplicamos el teorema de Ptolomeo. 
Teorema de Ptolomeo 


I 
En FABC, x-l=a*d+b*c x-y=(18)+(M65)=56 0 
E ay . . | 
MEA Rod Teorema de Viette 
Al dividir ambas relaciones y cancelando l se es (D6+M8) EA de 
obtiene y MO+ (5)(3) 8 
ex=1; y=8 
x_ad+b:c De (D y (, obtenemos que” 
y avb+cd . xay=l5 
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MA DE PACKEIN En AADB, AD-AB = 2R-AH. 


2.7. TEORÉ 
todo cuadrilátero inscrito en una circunfe- En ACDB, BC-CD=2R-CM. 
e ia, la razón de las longitudes de los seg- Dividiendo ambas relaciones obtenemos 
rencia, . . 
mentos parciales determinados en una diago- AH _ AB-AD 
nal por el punto de intersección con la otra es CM  CB:*CD 
igual a la razón de los productos de los lados Como los triángulos APH y CPM son semejan- 
¡ entos. 
adyacentes a dichos segm ce AP _AH 
Pe CP. CM 
C 


Reemplazando en la razón anterior se de- 
muestra que 


AP _ AB:AD 
CP CB:CD 
/ 
2,8. TEOREMA DE CHADDU 


La suma de las distancias de un punto de la 
circunferencia circunscrita a un triángulo equi- 
látero a los dos vértices más cercanos es igual 
a la distancia de dicho punto al vértice más 


AP _ AB-AD 


CP CB:CD : : 
2) alejado del triángulo equilátero. 

donde LC 

AD y AB: lados del cuadrilátero adyacentes 

aAP Ñ : 
" CDyCB: lados adyacentes a CP P 
Demostración 
S : E 
pa el circunradio, de los triángulos ADB y 
4 ae o AH y CM son las alturas relativas A B 
a D de los triángulos mencionados. | 

Os el teorema del producto de lados 


ENADB y DCB. 


En el gráfico, a+c=b. 


El cuadrado del lado del triángulo equilátero 
es la mitad de la suma de los cuadrados-de las 
distancias de un punto cualquiera de la circun- 
ñ ferencia circunscrita a los vértices del triángulo 


equilátero. 
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Resolución 
Sea PE=x. 


Construimos el triángulo QCE congruente co 
el triángulo PDE, entonces la m«PEO=00 
QE=PE=x. y 


Demostración 
Como la medidá de los arcos AB y BC es 120", 
entonces la medida de los ángulos inscritos 


APB y BPC es 60". 


Por teorema del coseno en el triángulo APB 
0=a?+b*-ab 

Por teorema del coseno en el triángulo CPB 
P=d+bieb 

Sumamos ambas relaciones. 
20=a +b%4+c*+b%-ab-co=a+bt+04 bp 


En consecuencia, el triángulo PEQ es equiláte- 
ro, entonces PQ=x. 


b(a+c) A 

Por teorema de Chaddu Si mxDEC=060", entonces la medida de e 

a+c=b CD es igual a 120”, por lo cual, la m=xpDPC=00- 
Simplificando se obtiene En PEDC, a.+PB=60*+60”= 120 


20=a*+b?+c*+b?-p? 
> 20- at+b?+c* 
(2- a+b?y e? 
2 
Aplicación 16 


En el gráfico, C y D son puntos de tangencia. 
Si la mxDEC=60", PC=a y PD=b, calcule PE. 


La mxPCQ=0a.+P=120". ticamos el 
Finalmente, en el triángulo ¿00 ap. 


D 
[Es teorema del coseno. 
j == zat+b?-2a"bcos120* 
> E X= la? +p?+a:b : 
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2.9.TEOREMAS QUE SE DESPRENDEN DEL 


Teorema 7) 
TEOREMA DE PTOLOMEO 


Si en un triángulo ABC, de incentro / y circun- 


solia centro O, se cumple que la M=<BIO=90* 
La bisectriz del par angular inscrito en una cir- 5 

cunferencia es igual a la semisuma de las longi- íÑ 

tudes de sus lados multiplicado por la secante 


del ángulo que forma la bisectriz con un lado. 


Á 


D 
A C 
entonces 
P 3 
Demostración 
Por A, B y C trazamos la circunferencia circuns- 
Demostración crita y prolongamos BJ hasta P. 
SiPQ es bisectriz, entonces 
40=QB 


Si BI=l, entonces /P=0. 


>  PA=PI=PB=Í (teorema del incentro) 


Aplicamos el teorema de Ptolomeo en ABCP. 


- arl+c-0=b-20 
a+c - 
O 
AB+BC 


Finalmente, AC= q” 
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Teorema 3 

En una semicircunferencia de diámetro AB se 
ubican los puntos M, N y Q, en ese orden (M 
es más próximo de A; Q es más próximo a B). 


F 


Si la medida de los arcos MN, NQ y QB son 
iguales y las distancias de My Q aAB son a yb 
respectivamente, entonces la distancia de Na 


AB es Vb(a+b). 


Demostración 

Completando la circunferencia observamos 
que si el arco QL mide 2a, entonces la cuerda 
QL que lo determina mide 2b. 

Si el arco NBK mide 4a, la cuerda NK que lo 
determina mide 2x. 


ys N 


Y 
K 


Entonces JO=ML=NK=2x; MQ=QL=JL=2b. 
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En el cuadrilátero inscrito MQLJ, anti 

teorema de Ptolomeo. * “Plicamos e 

> (Q00x)=(2b)(a) + (20)(2b) 
x2=b(a+b) 


Jb(a + b) 


Teorema 4 

En una circunferencia se ubican los os puntos 7, 
A, B y C, donde la m7A=mAB= mBC. 

Si las distancias de A, B y C a la recta tangente 
a la circunferencia trazada por T son a, b yc, 
respectivamente 


Demostración 


y 


s AT, AB y BC tienen la misma medi- 


si los arco 
longitudes de las cuerdas 7A, 


da, entonces las 
ABy BC son iguales. 
Sea TA=AB=BC=!; además, BT=AC=m y TC=n. 


En ABCT aplicamos el teorema de Ptolomeo, 

de donde obtenemos que m?=0+ 0-n. 

pero (?=2R-a; m'=2R*b y n?=2R*c 

Ahora ()(1?)=(2R-a)QR*c). 

De donde len = 2RJa-c 

Reemplazamos en la primera ecuación. 
2R:b=2R:a+2RyJa:c 


Eliminamos el término común. 
“ b-a= yJa:c 


Teorema 5 
En el gráfico, ABC es un triángulo equilátero; la 
recta l es tangente a la circunferencia Q. 


distan : 

cia 

Pectivar de A,B y C ala recta l son a, b 
á €Ces a entonces la raíz cuadra- 
Sdeqyb, a la suma de las raíces cuadra- 


Si las 
y Te 


Demostración 
En el triángulo equilátero ABC, para el punto 7 
se cumple el teorema de Chaddu: 7C=7A4+TB. 


Por T trazamos el diámetro TP+(TP=2R). 
Luego se cumple que (TA)?=2R-a; análoga- 
mente, (7B)?=2R-b y (TC)'=2R-c 

Sacando la raíz cuadrada a estas ecuaciones y 
reemplazando en el teorema de Chaddu obte- 


nemos que 
de=Jdasdo ; 


2.10. TEOREMA DE CASEY 

Sea O un círculo de radio R. Sea O, O2, 03, y 
O, en ese orden, cuatro círculos no intercep- 
entran dentro de O y tan- 
t¡ la longitud de la 
ulos Oj, O; 


tados que se encu 
gentes a él. Denotemos por 
tangente exterior común de los círe 


Entonces 
t12" 3414 to3=t13" 24 


Nótese que en el caso generado, donde los 
cuatro círculos se reducen a puntos es exacta- 
mente el teorema de Ptolomeo. 


»» Observación 

En geometría, el teorema -de Casey, lla: 
mado así por el matemático irlandés John - 
Casey (1820 - 189), es una generalización 
del teorema de Ptolomeo. 


2.11. TEOREMA DE LOS CÍRCULOS DE 
DESCARTES 

En geometría, el teorema de los círculos de 
Descartes establece la relación entre cuatro 


círculos tangentes entre sí por medio de su 
curvatura. 


Dados tres círculos mutuamente tangentes, 
€, €, y €, (círculos de color negro), para en- 
contrar el radio del cuarto círculo hay dos solu- 
ciones posibles (Q, y 0). 


Este problema geométrico ha s 
do por milenios. En la Grecia 
glo Ill a.n.e.), Apolonio de Perga dedicó un li- 
bro entero al tema, lamentablemente este libro 
no está entre sus obras sobrevivientes. En él se 
describía el que será el tamiz de Apolonio. 


ido aborda. 
Antigua (sj. 


René Descartes abordó el problema en 1643, 
en una carta a la princesa Isabel de Bohemia y 
del Palatinado. Da una solución al problema y, 
por lo tanto, se atribuye su nombre al teorema. 


Frederick Soddy redescubrió en 1936 la solu- 
ción, por lo cual, este problema es a veces co- 
nocido como los círculos besadores de Soddy, 
porque Soddy escogió para publicar su versión 


del teorema en la forma de un poema titulado 


“The Kiss Precise”, publicado en la revista Na- 
ture en 1936. Soddy también extendió el teore- 
ma a las esferas; luego Thorold Gosset amplió 
el teorema a dimensiones arbitrarias. 


2.12. DEFINICIÓN DE CURVATURA : 
El teorema es más fácil de enunciar en térmi-: 
nos de la curvatura de los círculos. La curvatu- 


1 de 
el > Wi e:s 
ra de un círculo se define como R=+ a don: 


' : me- 
r es el radio: cuanto mayor sea el círculo, 
nor será su curvatura, y viceversa. 


El signo (+) en la curvatura se aplica a UN E 
culo que es tangente exterior a los demás E 
culos, al igual que los tres círculos 1” a 
el gráfico. Internamente tangente de UN Eee : 
como el gran círculo rojo, que circunsch 


eo ica el signo (>): 
los demás círculos, se aplica el Sig (cds 


a como Un a 
ma5 


Si se considera una línea rect ca 
lo degenerado de curvatura k=0, € 
igualmente aplicable. 


ema 
pd círculos son mutuamente tangentes 
] curvatura k, (para cada ¿=1; 2; 3; 4) el teo- 
e 


_ O 


(+ + tha)" =2 (Ud + Rh Re) 


Del teorema de Descartes 


Al tratar de encontrar el radio del cuarto cír- 
culo tangente a los otros tres círculos, la ecua- 


ción se reescribe como 


Rg =ky+Ro +R3 +2 Ri¡Ro + Ro + Rg + RoRi 


El signo + refleja que en general existen dos 
soluciones; los criterios externos pueden favo- 
recer una solución sobre la otra en un determi- 
nado problema. 


- Aplicación 17 
Sean tres circunferencias, tangentes exteriores 
dos a dos, de radios 1, 2 y 3 unidades. Halle el 
radio de valor entero de la circunferencia, tan- 
sente a las tres circunferencias dadas. 


Resolución 
| Ñ Luego 
Sea Ri =—; hada hal g 
Í É E + r=0,26 y esta circunferencia es tangente 
interior. 
Entonces interi | 
+  r=6 y esta circunferencia es tangente ex- 
Ri=l; h e A! terior. 
203 r=6 
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La geometría del sangaku 


Durante la Restauración Meiji en Japón, 
el país estuvo aislado de Occidente y 
los matemáticos japoneses descubrie- 
ron por sí mismos muchos resultados 
geométricos, cuyas aplicaciones, dibuja- 
das en tabletas de madera (sangaku) se 
colgaban en las entradas de los templos 
en honor de los dioses y para gloria de 
sus autores. Presentamos aquí un ejern- 
plo de 1874. 


Las resoluciones de estos problemas requería hacer uso de las relaciones métricas en el e 
gulo, el cuadrilátero, la circunferencia y la elipse. 


En un país donde el derecho adquiría más importancia que las armas, los samuráis las le se 
dejando de usar; fue e esa época de paz cuando aparecieron colgadas por los solas . 
templos budistas y los santuarios sintoístas de todo Japón los sangakus. Eran ala e e 
religiosas, retos matemáticos y obras de arte. Las sangakus (tablillas no conocimien 403 
de esas rarezas de la historia que nos e eoian sorprendidos, por el alto cono 


las relaciones métricas. x ado tabillas. 


: más antigua 
“Nose sabe: en qué año o en qué década apareció la primera. La so estima que: 


de madera que se conservan data de 1683: Se tiene noticia de casi 2000 y 


número fue mucho mayor, 05, 


: en ga 
Dibujos en rojo, azul, amarillo, blanco: y Hedro de círculos y aos or o y be 
líneas tangentes y medidas de radios. en curiosas > proporciones. Pro Muela de los san noel 
llos, entretenimientos para un tiempo de paz y devociones tranquilas. daledo de solución 
contenían. la E al problema planteado, raras vez un mAloco de 


us/ 
es saga EA 


Adaptado de <hups je 


x 
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»- Problemas resueltos 4 


Sean H y F puntos en BD y la circunferencia. 


1 : 
ie encuentra en el borde de una pla- - E si a MH=n, como OH_AF, entonces 
ircular (punto A) y Manolo se encuentra : 
guela S “a (punto M); ambos están ubicados En el AABM aplicamos teorema de las proyec- 
os perpendicular al diámetro BD de di- “iones A 
sl plazuela. MN es tangente a la plazuela y (MBY-(ABY'=(n)*- (my 
gn es secante. Si MN=12 y Alberto dista de B luegoc“-a*=mi-n? (D 
5 m, calcule la distancia de Manolo al punto B. Por teorema de la tangente 
(MIN)*=(MAN(MF) 
4 > d=(m+nMm-n) =mi-n? (ID 


Igualando (D) y (ID) obtenemos que A=a+b?. 
sl > d412=13 
c=13 


B 


Problema 2 

Para reparar un túnel semicircunferencial de 
diámetro AB y centro O, se coloca un parante 
M PH, el cual se sujeta desde el extremoA con las 
cuerdas AP y AQ (Q en PH). Si (AP)?+(00)'=48 
y AQ = 6, halle el ancho AB del túnel. 


Resolución 
Sean AB=a, BM=c y MN=b. Nos piden calcular c. 


Á 


B 
Resolución 
En el gráfico 
P 
< 
OD 
A O 1 a 
AS 


- 601 


602 


Sea AP=a; OO=b; AH=m; AB=2R. 

Sabemos que a*+b*=48. Nos piden calcular 2R. 

En la semicircunferencia se cumple que 
(AP)?=(AB)JAH) 

> a=2R:'m (D 


En el AAQO aplicamos teorema de las proyec- 
ciones. 

(AQY-(0Q)=(AH)?- (OH) 

6%_b? =m*-(m-Ry 
> 6 -b?=2R-m-R? (MD 
Reemplazamos (D) en (ID. 

6 '=a*+b?-R* 
Reemplazamos el dato. 

36=48-R? 
> R=243 

2R =44/3 


Problema 3 


Pedro y Raúl están uno al frente del otro y ob- 


servan el punto más alto de un poste de luzcon +: 
ángulos de elevación cuyas medidas están en. 


relación de 2 a 1. Si las distancias de Pedro y 
Raúl al pie del poste son 2 y 7 metros, respec- 
tivamente, halle la distancia de Raúl al punto 
más alto del poste. . á 


Resolución 

Sean P y R las posiciones de Pedro y Raúl, res- 
pectivamente. QS sea el poste; además, 2a y ol 
sean las medidas de los ángulos de elevación 
con que Pedro y Raúl observan el punto Q. 


Q 


Como la .mxQP í 


R=2(m=<ORP 
PS<RS. Luego PS=2 y RS=7. e Entonces 


m > 
na QM, de modo que la mx MOR PoR 
para que la mxQMP=20=m-<OPR de 
Luego PQ = QM = MR. 


ye S 2 MM 5 R 
9 23% >= 
En el APQM, SM=PS=2 
=> MR=53=PQ 
En el APOR aplicamos del teorema de las pro- 
yecciones. 
(OR) -(OPY=(SR)?-(SPY 
Reemplazamos valores. 
72 
> x2=70 


x=w/70 


Problema 4 

En un levantamiento topográfico por e ontró 
do de triangulación, el ingeniero qe sal 100: 
los siguientes datos en el plano a a 1 cm. Hé- 
en el triángulo ABC, AH=8 CM y He 

lle la distancia entre los puntos py 


méto- 


B 


Jución 


reso C trazamos BE, de modo que la 


¡ AAB 
> Apr=maBAC=0 
BEC=20: 
A sa (mxBCE=2 m=<BEC), entonces tra- 
e BD, de modo que m<«xEBD=m=xBEC=20. 
zam 


BDC=40=mxBCE 


> mx 


En el gráfico, ED=DB =BC =X 

Como DH=HC=1, entonces AD=7, por llo cual, 

AE=7-x=BE. 

Enel AEBC, por diferencia cuadrática de lados 
0-00 (+1? (1) 

Obtenemos que x?+16x-49=0. 

Completamos cuadrados. 
X+16x+64=113 

> (x+8)113 


“ X=4113-8 


Problema 5 


E UN recubri 
do R se ya ác 
tipos de diám 
0 de un rad 
es Stra e 
unción q 


miento aislante circular de ra- 
Ubrir cables de energía de dos 
etro, dos de diámetro R y cua- 
0 menor, dispuestos tal como se 


kl Sráfico. Halle el radio menor en 


ON 
Ty 
| | | 


Resolución 

Por la simetría del gráfico podemos dividir la 
sección de la tubería en un cuadrante, una se- 
micircunferencia y una circunferencia inscrita. 
Sea O centro del cuadrante AB, O; el centro de 


la semicircunferencia €, y O, sea el centro de 
la circunferencia %,. 


Á 


G 


Sea r el radio de la circunferencia €o. 
Como OA=0B=R, entonces 


OF=R; 0¡0=0/B = - ; OO,=R—r 
R 
además, 0/0, = 2 +r 


Al unir O, con el punto de tangencia G, la 
m=0,G0O=90", entonces OH=0,G=r. 


- Enel 4000, aplicamos el teorema de Euclides. 


E + .) (RS EN - (5 


spa ES 
4 


Problema 6 


En un terreno de forma triangular (triángulo 
rectángulo ABC, recto en B) se construye una 
antena de radio en un punto P de la región ne 
terior, de modo que BP=3, AP=6 y PC=1. Si la 
m=ACB=37", calcule la mxAPB. 


- 603 


Resolución 
Nos piden calcular x. 


A 


E Ss 

B E 

En el 4ABC, AB=3R, BC =4R. 

Construimos el triángulo BQC, semejante al 
triángulo BPA. 

=> mxBQC=x 


De la semejanza entre BQC y BPA 


Qc_BA_ 4 
-PA” BP 3 
> QC=8 


Como la mx<QBC=m=xPBA=0, entonces la 
m=<QBP=90* y en el 4QBP, PQ=5. 


Á 


3R 


Enel APQC,PQ =5,QC=8yPC=7. 
Del teorema del coseno 
72=5*4+8*-2(5)(8) cosf 
cosf => -—> PB=60" 


x= pS 97 
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Problema 7 
En el gráfico, HD=EF=3 y DF=9 Calcule y, 
: e HE, 


ES 


Resolución 

Conocemos HF y FE, nos piden calcular HE. 
Para aplicar el teorema del coseno necesita- 
mos conocer la mxAFE. 


| »» Nota. ; 
95 8i dós Ey aferénenas cl y Ca tienen 
Sy igual radio entonces son congruentes. 


o Cuando dos cuerdas de circunferen* Y 
elas congruentes, (una en cada, cit, 
? “cunferencia) tienen igual longitud en, 
: E tonces también determinan arcos 
o igual | medida. en cada secan 4 


Entonces la mAD= mEF. 
Sea la mAD= mÉF = 20%; además, 
los centros de las circunferencias a y 
como se muestra en el gráfico. 


10) y 0; sean 


Resolución 


ses la M x0¡DH -90-a y la mxEDF=0, 
Ja la mxO¡DE=90", siendo O¡É diá- Nos piden calcular AM=x. 
cual « . 
Ñ unferencia Co, lo que nos per- e 
O, está contenida en OJE. 


aa 
tro de la Cll 


me 
mile saber que 
DO, £=60>, entonces la maDFE=120*: 


Comola! iio 
porende, mu HFE=120 A 


Sea AO=0B=R. 

Sabemos que (OB)?+3(0M)*=9. 

Si OM_LBC, como BC es cuerda, entonces 
CM=MB=n. . 

En el AAMB, aplicamos el teorema de la me- 
diana (cálculo de OM=m). 


2 
+? =2m? + en 
> +n=2m2+2(m2+n") 
Finalmente Luego 
ú 
x=52432-2(5)(3)(cos 120%) am +n?=R*+3m*=(0B)+3(0M)*=9 
 x=25494+15=49 E AI 
Problema 8 Problema 9 
ABCD, en el cual se 


Se tiene un paralelogramo 


En un t z 
echo industrial o i 
¡Euya SecciA AROS n las bisectrices interiores de los ángulos 


Wa semicircunferenci traza 
r iá ' 
"soporte de a 0 O rl A y B, las cuales se intersecan en P. Si AB=6 y 
Cia de ce Ce semiciicinición: BC=10, calcule (PC)? + (PDY. 
oc 0). Se requiere colocar un suje- on 
si (Oy a e ” sea el punto medio de BC. Resolución 
9M'=9, calcule AM. Graficamos. 
C 
A a Á p? 
; | o la mx APB=90" 
O B Como 20+28=180", Eee BC), entonces 
Si prolongamos AP hasta FI =BF=6 
lo cual, AP=PFyAB= 


la m <AFB=0%, por 
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Como BC=10, entonces FC=4. 
En el trapecio AFCD, como P es punto medio 
de AF, trazamos la base media PM (M punto 


medio de CD). 


10+4 _ 


PM = 7 


además, CM=MD =3 
En el APDC, aplicamos el teorema de la me- 


diana. 
(PO?+(PD)?=2(7)?+1/2(6)*=98+18 


(PCO?+(PD)?=116 


Problema 10 

En un triángulo rectángulo ABC, recto en B,M 
es punto medio de BC. En la recta perpendicu- 
lar a AC trazada por M, se ubica el punto P. Si 
AB=2 y CP=4, halle AP. 


Resolución 
Graficamos. 


4 E 

En ABC trazamos la altura BH. Si N es el pie de 
la perpendicular trazada por M a AC, entonces 
HN=NC y NP es'mediatriz de HC; en conse- 
cuencia, HP=CP=4 


SeaAC=myAH=n. 


En ABC aplicamos teorema del cálculo q 
teto y obtenemos que 2?=m-n, DA 


En el AHPC aplicamos teorema de Stewart 
para calcular la longitud de una ceviana exter 
na en un triángulo isósceles. 


=4+m n=16+4=20 


x=245 


Problema 11 


En el gráfico se muestra una semicircunferen- | 
cia (A0O=0B). Si (AP)? (CP)'=8(CH), halle OP. 


O 


P 


mi TO 


0) 


Resolución 
En el gráfico : | 


o mo mB- __—32 


Del dato, a?-c2=8m 
=R4x*-2xm 
a=R4x? 

> a?-c=2xm=8m 


== 
n— 


p blema 12 Aplicamos el teorema de Herón para calcular h. 
r0 a y) 
un plano estructural hay un triángulo ABC. h= E ( PX p- 10)( P=5)NXp- 9) 

do recuerda que la mediana BM y su lado 

j . a Ml 9 
relativo tienen igual longitud. Si AB=9, BC= 13, has (1 DAM) - 2 mn 
calcule la distancia del baricentro de ABC al 5 5 
lado AC. . aL 

3 5 

Resolución 


Sea AM=MC=0, entonces AC=BM=20; ade- Problema 13 

más, en la mediana BM se encuentra el bari- Se f desd . 

centro G, que divide a BM en la razón de 1 a 2 e tienen os circunferencias ortogonales de 

(BG=2GM) radios 3 y 4. Calcule el radio de la circunferen- 
j cia que es tangente interiormente con ambas 

circunferencias y que además es tangente al 

segmento que une los centros de las circun- 

ferencias. 


La distancia de G a AC es la tercera parte de la 
distancia de B a AC (d=h/3). 


Resolución 

Sean O, y O, los centros de las circunferencias 

ortogonales de radios 3 y 4, respectivamente. 

Sea P uno de los puntos de intersección de las 

dos circunferencias. 

> m=xO¡PO;,=90* 

Sea O el centro de la circunferencia cuyo radio 
C r nos piden calcular. : 


M ; 
H——- [o : ( 
L-Áá y 


a a resuelto al conocer h. 
Calcular h es ne 


Cesario conocer AC. 


h rema de la mediana 
“ema de Apolonio). 


9 


“+182 2(20) ¿(20 
2 


——=100? 


Como los centros de dos circunferencias tan- 
gentes y el punto de tangencia común son coli- 
neales, entonces O, O y M son colineales; de la 
misma forma, O», O y N también son colineales. 


Luego 0,0=3 —r; O¿0=4-r. 
En el A0,00,, a=4-r, b=5, c=3-" 
=> p=6-r 
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Por teorema de Herón Aplicamos el teorema de la diferencia cuadra 
da de las proyecciones. 
2. GON A 
AB*-BC* =AH? - HC? 


Elevamos al cuadrado. Reemplazamos valores. 


2 2 
25” — (6-7r +1?) ¿a =[2-x) [(2+x) 
2 2 
+168r-144-0 de donde a*-c“=2bx. 
. r=0,85 > (a-cdla+c)=2bx 
Como 2b=a+c, entonces x=a-b. 
Problema 14 Sabemos que BC-AB =8. 
En un triángulo ABC, BC - AB =8. Si el segmen- “.  x=8 h 
to que une el incentro con el baricentro de 
dicho triángulo es paralelo a AC, calcule la lon- Problema 15 
ei o A ad Se tiene el sensor de una válvula hidráulica de 
: forma de cuadrado ABCD, de lado 2 dm. La 
Resolución , P medida del ángulo que forma la diagonal BD 
Graficamos. ES > | y EC siempre debe ser 60” (£ en el arco BC). 
3 ES Calcule (BE)? + (ED). 
A D 
B 
A HP OM Cc 
Hx — 
HH 2 b/2——, Resolución 


| En el gráfico 
Sea J el incentro de ABC y G su baricentro. 
Si IG //AC- 


BI_ BG _2 
—> —= == — _ 
IP— GM 1 
Aplicamos el teorema del incentro. 
Bl _(AB+BC) _, 
IP AC 
Obtenemos que AB+BC=2(AC) 
> (2b=a+c) 
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Pel punto de intersección de BD con EC y 

ea L sá 

se O el punto de intersección de BD y la se- 

sea : 
«circunferencia, entonces podemos concluir 

mu 


que O es centro del cuadrado ABCD, 

En el gráfico, la mOC = 90, 

Para que la medida del ángulo interior OPC sea 
hal s 1 > po: 

60* se debe cumplir que 60% = ¿000 +mab). 

Luego, la mEB= 30*, entonces la mEO = 600, 

de donde EO=R=1. a 

En el triángulo BED aplicamos el teorema de 


la mediana. 
BE? + Ep? =9R? +2BD? =2(0? +3(242) =6 
Problema 16 


En una estructura triangular ABC, donde 
AB=26, BC=25 y AC=17, se requiere conocer 


cuál es la mayor distancia de los vértices a los 
lados. 


Resolución 
Graficamos. 


B 


Como 

el ár 

la omo a Una región triangular se cal- 

a la longitud de un lado por la 
% dicho lado, entonces cuando 


== 


el lado tiene menor longitud la altura relativa 
tiene mayor longitud y viceversa. 


Ahora calculamos la altura relativa al lado 
AC cuya longitud es 17; para ello calculamos 
2p=26+25+ 17=68, entonces p=34. 


ho = E GOGG61-16172)) 


17 
ho al (34)(9)(17)(8)) = 24 
Problema 17 


Un terreno en forma de rombo ABCD se divide 
en dos partes por medio de un muro CP (con P 
en AD), tal que AP=1 y PD=3. Calcule (CP)? si 
m=xBCP=3(m=xPCD). 


Resolución 
Graficamos. 


Al trazar la diagonal CA esta biseca el ángulo 
BCD, por lo cual, CP es bisectriz del ángulo 
ACD; además, CD=AD=4. 

En el triángulo ACD aplicamos el teorema de la 
bisectriz para calcular AC=a. 

l ES 

3 23 

Aplicamos el teorema del cálculo de la bi- 


sectriz. 


e = a()-00 -- 
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A —————— 


Problema 18 

Una plancha se apoya sobre una estructura se- 
micilíndrica, cuya vista axial es la que se mues- 
tra enel gráfico. PT esla vista dela plancha, don- 
de Tes punto de tangencia y TA es la distancia 
de T sobre el suelo. Si (AP)J(A4H) — (HB)(BP) =100, 
calcule r. 


u 
Á 0) H B Pp 


Resolución 
En el gráfico 


A 0 H B Pp 
K——— q ————— n——— Ml 


ugt AAA <X2<22 Y 


En el triángulo PTH, TB es bisectriz interior y TA 
bisectriz exterior. 


Aplicamos el teorema del cálculo de la bisec- 
tríz interior. 


(TB)= PT-TH -PB-BH 


Aplicamos el teorema del cálculo de la bisec- 


- triz exterior. 
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(TA)?=PA-HA — PT-TH 
Sumamos ambas relaciones. 
(TB)? +(TA)?=PA - HA—PB BH 


Comparando la igualdad con el dato se con- 
cluye que (7B)?+(T74)?=100. 


En el 4A7B, (TB)*+(TA)?=(AB)=(2r)? - 


. r=5b 


Problema 19 


La potencia de un motor se mide he 
los siguientes productos: (ABXBO 195 
(AD)(CD)=350. Calcule el diámetro del moto, 


de centro O. 
de 
ywz. 


Resolución 

Sea R el radio de la circunferencia que se 
muestra. Nos piden PQ =2R. 

Enelgráfico, BDyPQ son diámetros perpendicula: 
res, entonces lamBO = mOD= mPD = 90*,porlo 
cual, la ma BSO=m=xQSD=m<DSP=%ASB45" 


ectriz interio? yA 


bisectriz exterior, respectivamente, a 
Sea AS=c y SC=a, también BS=%: pisece 
1 cálculo de la 


Aplicamos el teorema de 
triz interior. 

=cta _AB-BC=a:c-125 
También aplicamos el teorema de 
la bisectriz exterior. 

y?=AD-CD - a:c=350-4"0 


1 cálculo a 


.— 


sumamos ambas ANS 
Go =350-125=225=15 

j 
gn el triángulo ABSD, x>+y?=BD*=(2R) 
> 2R=15 
dé po=2R=15 


Problema 20 

Dos insectos se ubican en cuadrantes de acero 
lE en ACy Gen BD). En el gráfico, ABCD es un 
cuadrado, A y D son centros de los cuadrantes BD 
yAC, respectivamente. Calcule la distancia del in- 
secto que está en la posición G al extremo D. 


Resolución 


5 
pa PP. AG, en el 4AEG, AG=w/7. Como 
»Entonces el lado del cuadrado AD = V7 


Si co 
mple e 
Pletamos la semicircunferencia de diá- 


etro AY 
de EG y centro D, entonces la prolongación 
, Pasa por H, (m<cAE, =90%) 


En el AEDH aplicamos teorema de Stewart 
(caso particular). 


x? = (47) -(3)(2)=1 


. x=l 


Problema 21 


En el gráfico, A, B, C, M, N y T son puntos de 
tangencia. Si AB=20 cm, calcule x (en cm). 


Resolución 
En el gráfico, AC=CB=10 y CD=DB=5. 
De la propiedad de las circunferencias tan- 
gentes sabemos que los centros y el punto de 
tangencia son colineales, entonces los puntos 
A, M, O son colineales (tangentes exteriores); 
además, C, O, 7 (tangentes interiores) y D, N, O 
(tangentes exteriores) también son colineales. 


Entonces AO=10+x; CO=10-x; DO=5+x. 


Enel AAOD aplicamos teorema de Stewart. 


CUNA AON=OA ADA IONAS) 

(100+20x+x2)(5)+(25+10x+1%(10)= 
(100-20x+x2)(15)+750 

.. XA=3 
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Problema 22 Problema 23 
En un cuadrante AB, de centro O y radio r, se Sea D un punto del lado AB de un triángulo | 
trazan exteriormente los cuadrados ADEF y ABC, tal que AD=3DB y AC=BC + 2BD. 
BDHG (conD en AB). Halle (OF)?+(0GY. Si mxBAC=40", determine la medida del án. 
gulo ADC. 
Resolución 
Sea BD=l y BC=a, entonces AD=3l y AC=a+20, 
Graficamos. 


C 
Resolución 


Si construimos el cuadrado AOBC, resulta que 
los triángulos CBG y OBD son congruentes 
(caso LAL), entonces CG=0D=r. 

También los triángulos ACF y AOD son con- 


Aplicamos el teorema de Stewart en el trián- 
gulo ABC. 
ar(30)+(a+20)?-0=(CD)?-40+0-30:4l 


gruentes (caso LAL), entonces FC=DO=r. Simplificamos. , b 
2,2 a E 
Además, F, C y G son colineales, donde C es (CD =a?*+a-0- 20%=(a+2D(a 
- punto medio (FC=CG=r). : * Como a+2( es mayor que a-l, entonces Dd 


ue 
demos ubicar un punto E en AC, de modo q 


3 el 
En el triángulo ADC se cumple el e ñ 
| teorema de las antiparalelas. $ 
| En el triángulo OFG, OC es mediana relativa > MEDC=mÑDAC=4%" resul 
| pd Si calculamos la longitud de Ah ode la 
| Aplicamos el teorema de la mediana resulta. ta ser 3(, por lo cual, AE=AL E 
| (orPocr= 0 orar Lor? gy? a 
| 2 go m«ADC=110" 
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problema 24 
mbo ABCD, se ubican los puntos P y 


Qen BC y CD, respectivamente, de modo que 
gp=CO. Si AP Y AQ intersecan a la diagonal 
y N, respectivamente, calcule MN si 


En un TO 


BD en M 
BM=5 y DN=8. 


resolución 
Graficamos. 
Entonces se cumple que 


3D _8 
(a+b) (x+5) (1 


De (1D y (UD) 
E A 
(a+b) (a+b) (x+8) (x+5) 
54 5)+8(x +8) 
(x+8)x +5) 


SeaBP=a y PC=b, entonces el lado del rombo 
Es a+b, por lo cual, CO=BP=a según condi- 
ción del problema. Lue = 
Luego DO=BP=b. 4, 

Seax la longitud del segmento MN, BM y NZ. AN 
Pod 
3 Pee observar que los triángulos PBM y 

son semejantes debido a que BP //AD. . x=7 


(x+8)0+5)=5x+25+8x +64 
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»» Observación : 


Si BM=5, DN=8 y MN=7, se cumple que- 


ES SS VANA 


Problema 25 


cribe una cir- 


q 
(235) es En un triángulo rectángulo se ins 
*+8) (0 cunferencia cuyo radio r es 1/6 de la longitud 
e la longitud del seg- 


de la hipotenusa. Indiqu 
mento que une el incentro con el barice 


del triángulo. 


ntro 


game 
mej Nte, los triá 
ds (DO //48) ngulos QDN y ABN son 


Resolución 
Graficamos. 


Sabemos que AC=6r. 


Trazamos la circunferencia circunscrita al 


AÁABC y prolongamos BI hasta cortar a la cir- 
cunferencia en P. 


Del teorema del incentro en la circunferencia 
circunscrita se cumple que 


AP=IP=CP 
Como la m=xAPC=902 
> AP=CP=3rW/2 


En el 4ABC, BI = ry2 
> BP=4rWV2 
Si prolongamos BG hasta cortar a AC enOya 


la circunferencia circunscrita en Q, entonces 


AO=0C=3r, por lo cual, BG=2r y GO=r (teore- 
ma del baricentro). 


Así también BO=00Q=3r. 

Como BQ es diámetro, la mxBPQ=90* 

Aplicamos el teorema de Pitágoras. 
(BP"+(PQY=(BQ)? > 

Reemplazamos valores. 


(4rJ2) +(POY =(6r? 


> PQ=2r 
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En /P, ubicamos el punto N de MOJO Que 
IN =2rx/2, entonces NP = 7/3, E 


En el gráfico podemos observar que 
QG=4r=2(BG) y NI = 2(1B) = 2r4/2, por lo cual, 
QN//GI. 


De la semejanza entre los triángulos BG! y BQN 
obtenemos que ON=3(1G)=3x. 
En el 4NPQ, (NPY+(PQY=(NOY 


Reemplazamos valores. 


(7/2 y +(2r)? = (3x) 


r/6 
x=— 
3 
Problema 26 


] alelo- 
En el gráfico mostrado, ABCE es Un Col ne, 
gramo. Si (BC)?+(AD)?=m? y (4B) 
calcule ED. 


Resolución 
En el cuadrilátero ABCD de diagonales perpen- 
diculares se cumple el teorema de Arquíme- 
des. , , 
(ABY+(CD=(BC)*+(AD) 
(AB?+(CD'=m* 
En el paralelogramo ABCE, CE=AB 
> (CE +(CD)*=m? 


En el triángulo ECD aplicamos el teorema del 
coseno. 8 . 
> (EDP=(EC)+(CD)? -2(ECXCD) cos 60* 


Reemplazamos algunos elementos de la rela- 
ción. 


(ED! = m? — z(aB1co)[!) =m?-p? 
“ ED=dm?-p? 
Problema 27 


Enel gráfico Mostrado se sabe que F , Gy H son 


Puntos de tangencia. Si y +22 100, calcule x. 


'adio de la Circunferen 
FG Sal unir o 


> dichos 
S tangen 


cia de centro O, 
con los Puntos de tangencia 
Segmentos son Perpendicu- 


ni 


tes AF, CG y DH, respectiva- - 


O 


D 
Sea OA=a, OD=d y OC= 
rectángulo ABCD, para el 
el teorema de Marlen. 
E A 


c. Como OB=r, en el 
punto O, se cumple 


En los triángulos rectángulos AOF, COG y DOH, 
del teorema de Pitágoras se obtiene que 


Vir?) (724 22) = y? 4 (72 +x?) 


> i=y+z2 
Por dato sabemos que x?=100. 


+. x=10 


Problema 28 
En el gráfico, calcule PQ. 


Resolución 

Sean O, y O) los centros de las semicircunfe- 
rencias de radios 1 y 2, entonces O,0,=3. 

En la semicircunferencia de centro O 


En el 40,00), 0,Q =2W2. 
En el 40,PO;, OP =4b5. 


En el cuadrilátero inscrito O¿PQO, aplicamos 
teorema de Ptolomeo. 


(2/2/45) =(90+(3)60) 


2(/10-1) 
X= 
3 
Problema 29 


Sea P un punto del menor arco AB de la cir- 
cunferencia circunscrita al hexágono. regular 
ABCDEF. Si AP=1 y PB=2, calcule la diferencia 
de perímetros de las regiones triangulares PFE 
y PCD. | h 


Resolución 
Graficamos. 


La diferencia de perímetros que piden se reduce 
a (PC+PD) - (PF+PE). 


Si trazamos AC, aplicando el eoleiña de Ptolo- 


meo en el cuadrilátero APBC, calculamos PC. 
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Sea / la longitud del lado del hexágono, enton- 

ces AB=BC=1 y AC =043. 

Aplicamos el teorema de Ptolomeo. 
PC-U=1-0+2-0/3 

> PC=2V3+L >. 3 

Análogamente, aplicamos el teorema de Pto- | 

lomeo en APBD. 
PD-0=1-0/3 +2-20 

> PD=4+v43 


Luego PC+PD=5+3N3. 
Calculamos PF y PE en loS 
y APBE. 

> PF + PE=4+3W3-- 
Finalmente restamos am 
mos que la diferencia de 


bas SU | 
perímel! OS - 


— 


Í 


Test 
En el gráfico, (c)-(a'=10, ¿qué valor 4. 
toma m'-n? 
B 
C Ca 
A m 17 O IN 6 5 
A) 5 B) 6 O 8 
D) 10 E) 20 


. En el gráfico, M y N son puntos medios 


de AB y BC, respectivamente. Si AP=2 y 
QC=3, halle (BC)? - (AB)? 


A 5 
D 2 


B) 10 


ChI5 
E) 25 
En el triángulo rec 


, Se traza la cevi 
C=3, halle S(BPy?. 


tángulo ABC, recto en 


y 25 
D) 31 B) 29 CO) 30 
E) 32 
Cc; 
LAVES 
1 2 3 45 


-D) 2/3 


na BP. Si AB=3, AP=2 y 0%: 


é 
i 


En el triángulo rectángulo ABC, recto en B, 
se ubican los puntos M y N en AC, de modo 
que AM=MN=NC=2. Halle (BM)?+ (BN)? 


A) 10. 
D) 20 


B) 16 Cc) 18 


EJ 22 


En el triángulo equilátero ABC, se traza la 
ceviana interna BP. Si AP= 3 y PC =5, cal- 
cule BP. 


A) 5 
D) 8 


B) 6 O 7 


E) 343 


En el triángulo ABC, AB=6, BC=8 y AC=7. 
Halle la longitud de la bisectriz interior BP. 
A) 5 


B) 6 C) 342 


E) 246 


En el triángulo ABC se traza la altura BH. Si 
AB=5, BC=7 y AC=6, halle BH. 


A) Y6 
D) 442 


0) 343 
E) 4 


B) 246 


En el triángulo ABC, AB=13, BC=15 y AC=14. 
Calcule aproximadamente la mxACB. 


A) 53" B) 37" C) 60* 
5 c6El 7El 8 
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> Problemas propuestos 


Nivel básico 4. En un cuadrado ABCD, cuyo lado mide 4 


d sá se traza interior sei 
1. Enel gráfico mostrado, ABC es un triángulo mente una semicircunfe. 


equilátero. Calcule x-y. rencia de diámetro AD. Desde C se traza la 
tangente CT a la semicircunferencia (T es 
punto de tangencia). Calcule B7. 


A) 10 B) <V10 O ¿4 


D) 2/10 E) Am 


En 


En un triángulo ABC, se traza la bisectriz in- 
terior BD. Si AB=8, BC=10 y AC=9, calcule 


A) 1 B 32 02 BD. | 
| 

D) 343 E) 5y3 A) 446 B) 5v3 0) AI5 | 
. - D) 7 E) 8 | 


y 


2. En un triángulo, la suma de los cuadrados | 
i l -6, BC=8 y AC=1, calcule 
de las longitudes de sus lados es k. Calcule 6, Enel gráfico, AB=6, y 


la suma de cuadrados de las longitudes de PO 


. B 
sus medianas. ÍS 


A) k B) k/2 0). 3R/4 
D) 2/3 E) 2k/3 


3. En el gráfico se tiene una circunferencia 


inscrita en el cuadrado ASBCD. Si AB=4, Ñ E | 
A 

calcule (BO)?+(0D?. mu ) 
C | % | 

Ja 

c) Y 

2 

a Ae 

pura BP. 
7. En un triángulo ABC, $€ an al y 
DA relativa al lado AC. sd ABS - 
Á D - AC=11, calcule CH. 
| : | 3 

A) 18 B) 20 C) 22 A) 4 O B)5 y 1 

D) 24 E) 26 D) 9/2 : he 
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el gráfico, ABCD es un cuadrado. Si 
8, Pe y Q, P y T son puntos de tangencia, 


calcule Y. 


pl. B) 2 O) y2 
D) 3/2 E) /3 


%. En un triángulo obtusángulo ABC, obtuso 


en Á, se cumple que a?=b?4+c24+/3-b-c. 
Calcule la mx BAC. 


A) 100* B) 120* C) 135 
D) 1502 E) 1272 


10, 
l. En el Cuadrado ABCD de lado 8, O es cen- 


tro : A A ; 
de la Circunferencia Inscrita. Calcule la 


distancia de O a Mp, 
B 
==> A 
MN 
D 
A) No] 
DE 5) 2 O) 2/2 
E) 2/3 


== 


11. Sea ABCD un paralelogramo (romboide ), 
donde AB=10 y BC=6. Si HD= 2, calcule AP. 


B 


2 


., 


A 6 B) 4/2 O 8 
D) 9 E) 842 


12. En el gráfico mostrado, ABC es un trián- 
gulo equilátero, O es centro de la semicir- 
cunferencia 2 y M es punto medio de BP; 
además, P está contenido en Q. Calcule 
OM si AC=6 y BP=2. 


A 


A 0) ¿ E 
A) 15 B) 4 O y7 
D) 942 E) 4/19 


13. En un rectángulo ABCD, se ubica el punto 
P en la región interior, de modo que PA=7, 
PB = 8 y PC =9. Calcule PD. 


A) /65 B) /66 O /67 
D 8 E) 468 
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15. 
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14. 


16, 


17 


Nivel intermedio 


En el triángulo ABC, donde la mx ABC=60", 
se ubican los puntos M y N en los lados AB 
y BC, respectivamente Si AM=6 y CN=10, 
calcule la distancia entre los puntos me- 
dios de MN y AC. 


C) 6 
E) 8 


A) 4 B) 5 


D 7 


En un trapecio ABCD (BC//AD), AB=5, 
CD=7 y la diferencia de las longitudes de 
las bases es 6. Calcule la distancia entre los 


puntos medios de BC y AD. 
DN B) 3 O) 245 
D) 7 E) 247 


En el gráfico, AB=BC=8. Con centro en A 
y radio AB se traza un arco que interseca 
en P a la semicircunferencia de centro O, 
inscrita en ABC. Calcule PH. 


A) 7 B) 247 O /Ta 
Dal E) 3/7 


En un triángulo rectángulo ABC, recto en B 


se ubican los puntos M y Nen AC, de modo 


que AM=2CN=2. Si AB=3 y BC=4, calcule 


- (BM*+(BN?. 
o B) 164 O) 172 
2) 163 E) 18,3 


18. 


19, 


21. 


22, 


Calcule la longitud de la altura de un trape 
cio ABCD si las bases miden BC=5 y AD=26 
y los lados laterales AB=13 y CD=20. 


pS 
D) 12 


B) 8 O 11 


E) 15 


En un trapezoide ABCD, si CA es bisec- 
triz del ángulo BCD, 2(BC)=CD=6 y 
(AC)?+(4D)?=116, calcule AB. 


A 3 
D) 6 


B) 4 Cc) 5 


E) 7 


. En un triángulo isósceles ABC (de base 


AC), en la región interna se ubica el pun- 
to P, en AB y en la base, se ubican los 
puntos medios N y M, respectivamen- 
te. Si m«APM=m=xBPC=90", PC=WÍ0 y 
AP =/2, calcule PN. 


O -2 
E) 45 


A) 3/2 
D) 2 


B) 1 


En un cuadrado ABCD de centro O, se (rá; 
za el cuadrante BD de centro A; en BD $ 
ubica el punto P. Si BP =53" y AB=010, 
calcule OP. 


. 
E) 2 


A) 1/2 B) v2 


D) v3 


En un cuadrado ABCD, se ubican La pa 
tos P y Q en AB y BD, respectiv amente. 5 a 
m=<PQC=90%, PB+BC=7V2 y QD=S» mea 
lado del cuadrado. 
A) 7 Bra. Y 3N 
D) 10 e 


o —_———— TIT? 
o, FGHI es un rectángulo, G y F 


el gráfic 
93, En de tangencia. SiR=3u y r=1 u, 


f . . 

26, En una circunferencia de diámetro AB y 
S 

son punto 


centro O, se traza la cuerda BC, luego se 
estee OL ; traza OM perpendicular a BC, M en BC. Si 
(0B)*+3(0M)?=9, calcule AM. 


A) 243 B) 46 08 
D) 6 E) 9 


27. En un triángulo ABC, AB=13, BC=20 y 
AC=21. Calcule la longitud de la altura re- 


lativa a AC. 
A) 8 B) 9 O) 10 
D) 11 E) 12 
A) 6u B) 9u O 415 ) 
¡dd al 28. En el gráfico, (AP)"=(MP)*+ 8(0P). Calcule 
MN. 


Y, SiBC=4, CD=12 y OC=1, calcule R. 


A) 2 B) 2/2 O) 4 
D) 442 E) 8 


A) 

o o ne Ed Nivel avanzado 
de 2 99, En un triángulo ABC, añ a 
| á j e la 

B agulo ABC, las medianas AM y BC=15. Calcule la longitud 


j “rcunferencia inscrita 
BO 40? y 9, respectivamente. Halle determinada en la Circ 
| por la altura BH. 
E | C) 3 
5 
E me C) 50 A) 5/2 8) 2/15 


E) 7/2 
| E) 64 D) 2414 ) 


621 


o ——e— 


30. En el gráfico, calcule x si AB=36. 


¡E 
A O B 
A) 6 B) 8 9 
D) 10 E) 12 


31. En el triángulo equilátero ABC, de inradior, 
calcule (P4)?+(PB)?+(PCY sir=1. 


C 

A B 
A) 16 B) 18 2 
D) 12 E) 15 


32. Desde un punto exterior a una circunferen- 
cia se trazan las secantes PAB y PCD. En 
el arco BD se ubica el punto E, tal que-la 
-medida de los arcos ED y AC son iguales. 
Si BE-EC=22 y AB-AC=27, calcule BD-AE. 


A) 25 
B) 22 
C) 35 
D) 49 
E) 98 
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33, En el gráfico, R=25, r=15 y MN=7, 
punto de tangencia, calcule M7. 


34, Si ABCD es un cuadrado de centro O y 
DF +CF'=4, calcule OF. 8 


Ls 


É 
É 


A) 2 B) 242 c) 4 
D) 4/2 


35. En el gráfico, Tes punto de a, Ar 3 
le (AB HBO RHCOP HAD si CINTA 
D 


Capítulo 


Polígonos regulares 


j William Wilfredo Reyes Perez 


CAPÍTULO XIV 


POLÍGONOS REGULARES 


Objetivos 

+ Describir al polígono regular y conocer sus elementos, principalmente, los lados, el ángulo 
central y el apotema. 

« Calcular las medidas de sus elementos principales y secundarios reconociendo sus propie-: 
dades más relevantes. 

* Clasificar los polígonos regulares notables: triángulo equilátero, cuadrado, pentágono regular, 
octágono regular, decágono regular y el dodecágono regular. 


Introducción 

Es conocido que los problemas de polígonos regulares dentro de los diferentes exámenes de ad- 
misión son bastantes frecuentes, ya que su estudio involucra casi todos los conocimientos de la 
geometría plana, tales como congruencia, semejanza, relaciones métricas, etc. 


a capítul O desarrollaremos el tema de polígonos regulares, los fundamentos y los procesos 

qe ad los cálculos de las medidas de la Vengtua de los lados, el ángulo central y el apote- 

pk sientan las bases paa el amoaprendizaje en el estudio no solamente de los polígonos 
es notables, sino también de cualquier polígono regular. 

También en este ca: 

(DECO), relacionad 

to doméstico como 


pítulo se presentan los problemas relacionados con las destrezas cognitivas 


os con los polígonos regulares notables, todos ellos extraídos del contorno tan- 
colectivo. 

Finalmente, deb 
'n ampliar sus 
sino, Contraria 


La r 
egularid 
ad de Enii us A , 
estas figuras geométricas y la relación entre sus elementos serán analizadas. 


€ mencio 
ñar qu i a . : 
Zándo alguna que, debido a las características de los polígonos regulares, estaremos generali- 


S propi . - . ada 
UNO de ellos Propiedades; por tanto, resulta importante estudiar el triángulo elemental de cada 


emos señalar que los estudios de los polígonos regulares no solamente le permiti- 
onocimientos y estar en condiciones óptimas para rendir un examen de admisión, 
me : Ñ Ñ A . LE 
nte a lo que se piensa, este tema tiene más afinidad con la vida cotidiana. 
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1» DEFINICIÓN D 
El polígono regular es aquel polígono equilátero 


y equiángulo a la vez. A 
C 
Ejemplos Zb 
1. Polígono regular de ocho lados ES 
A a B 
eE, ES, y M Xi 
donde 
- O: centro 


-  R:circunradio 

- OM: apotema (a,) (OM LAB); (AM=MB) 
-  AAOB: triángulo elemental del polígono 
-  <AOB: ángulo central 


La sede del Departamento de Defensa de 
EE.UU, (el Pentágono) es una estructura que 
tiene forma de pentágono regular. 


3» PROPIEDADES DE LOS POLÍGONOS 


REGULARES 
Según la posición relacionada a la a circuníe 
tenemos las siguientes propiedades: 


rencia, 


Propiedad 1 
Todo polígono regular pu 
circunferencia. 


Pe na 
ede inscribirse enul 


ircunfe” 


Ejemplos 
crito en una Cl 


1. Triángulo regular ins 
rencia 


2» ELEMENTOS ASOCIADOS 

Los elementos asociados a un polígono regular 
son el centro, el circunradio, el apotema, el án- 
gulo central y el triángulo elemental. 
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—— > 
— 
serito en una circunferencia 3. 


Octágono regular circunscrito en una cir- 


adrado in 
gel cunferencia 


donde donde 
P,Q,R,Se € -  A,B,C,D, E,F,G,H:puntos de tangencia 
Propiedad 3 
») Recuerde o A 
y > Todo polígono regular se puede inscribir y cir- 
+ El triángulo regular se conoce como a Ñ . a 
y EE cunscribir a circunferencias concéntricas. 
triángulo equilátero. 
El cuadrilátero regular es conocido como Ejemplos 
cuadrado. 1. Triángulo equilátero inscrito y circunscrito 
: en una circunferencia 
Propiedad 2 
Todo polígono regular puede circunscribirse en 
una circunferencia. 
Ejemplos 


l, Triángulo equilátero circunscrito a una cir- 


cunferencia 


donde 
” A, B, C E €, 
-  P,Q,R: puntos de tangencia 


donde 2. Cuadrado inscrito y circunscrito a una cir- 


a cunferencia 
'*> 2 Puntos de tangencia 


Vadrad 
O circunscrito en una a circunferencia 


donde donde 
BC - E,F,GyHef; 
YD: puntos de tangencia - M,N,SyT: puntos de tangencia 
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A, 


3. Hexágono regular inscrito y circunscrito en 
una circunferencia 


* Los puntos extremos de dicho segmen- | 
tos trazamos determinan un hexágono 
regular. En nuestro caso ABCDEF. 


C D 
donde E 
- A,B,C,D,EyFe € 
- P,Q,R,S,TyV: puntos de tangencia a 
3 
» Observación 
Todo polígono regular se puede inscribir 
y circunscribir a circunferencias concén- A F 
tricas. Al centro de dichas circunferencias Aa ] 
5 E vz A iá o 3 
se le denomina centro del polígono, el 2. Construcción de un octágono equiángu 
circunradio del polígono es'el radio de la Se deben seguir los siguientes pasos. 
, E z o. 
circunferencia circunscrita y el apotema . Se construye un cuadrado O UN be 
. ¿ ER P 0 
es el radio de la circunferencia inscrita. tángulo. En nuestro caso, el cuadra 
PQRS. 


1 
' | 
értice ubicamos | 


. da V 2 
Adyacente a Ca dicho vértice: 


Propiedad 4 


a 


de , > 2 puntos equidistantes a 44. oe l 

Al opel be et e ÓN En nuestro caso, P: AP=P H,0:B0 | 
ES ú R: DR=RE y S: GS=FS- 

4 

pc RO 


Ejemplos o 8 e 


1. Construcción del hexágono equiángulo dE 
Se deben seguir los siguientes pasos: 


IS 


_+ Se construye un triángulo equilátero. 
En este caso, el triángulo equilátero MNT. 


+  Trazamos segmentos paralelos a cada 
lado, con extremo en los lados. En este 
caso, CD//MN, AB//NT y EF//MN. 


y a» 
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Los puntos A 
gono regular. 


BCDEFGH forman el octó- 


H G 


» Observación 

Cuando resolvernos problemas con polí- 
gonos equiángulos se sugiere prolongar los 
lados para obtener un polígono equiángulo 
que puede ser regular. 


Ejemplo 


Sea el hexágono regular. Completamos. 


e] 


Aplicación 


En » 
is Polgono ABCDEF, BC=5, CD=9, DE=6 y 
«Calcule el Perímetro de dicho polígono. 


Samos 
tán los lados de] Polígono. Se forma 


En el 3DER, DR=ER=6. 
En PQ 

1+x+5=20 => x=8 
En PR 

7+y+6=20 > y=7 

z=42 


» Observación 


"Calculo de una cuerda en función de la - 
medida de su arco determinado y del radio, 


Propiedad 5 

Cálculo del lado de un polígono inscrito a par- 
tir del circunradio. 

Existen dos métodos trigonométricos para el 
cálculo de la longitud de una cuerda. 


» Resolución de triángulos rectángulos. 


B 


| x=2Rseno/2 | 
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Demostración 


En el MDBAC 
an = seno/2 
a 
=2R-* = 
x sen 3 


.  Porley de cosenos 


x=Ry2-2cosa 


Demostración 
En el AAOB 


¿=R*+R?=2RR coso 

x2=2R?-2R*cosa. 

x=Ryv2-2cosau 
Propiedad 6 (medidas longitudinales) 
1. Cálculo de la longitud del lado de un polígono 


regular de n lados en función de su circunra- 
dio y de la medida de su ángulo central. 
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—y 
La longitud de un lado de un polonia | 
gular es igual al circunradio multiplicad, 
por la raíz cuadrada del doble de la dife. 
rencia de la unidad y el coseno del ángulo 
central. 


En el gráfico, AA1420 es triángulo elemen- 
tal del polígono regular. 


Por teorema de cosenos 
(0,1? =R?+R?-2R(R) cos0,, 


Operamos y obtenemos que 


e un 
Cálculo de la longitud del apotemá d 


polígono regular de N lados en A a 
su circunradio y de la longitud de su E del 
En todo polígono regular, la pa me 
apotema es igual a la mitad de la a 
drada de la diferencia de cuadrados dicho 
longitudes del diámetro y €) lado $ 


polígono. 


En el ia OPA, por teorema de Pitágoras 
0 Y 
(Apin))" > (2) 
2 
'- 
(Ap(n))* =R* - ln 


Operamos y obtenemos que 


3, Cálculo de la longitud del lado de un po- 
lígono regular de 2n lados en función de 


Su circunradio y de la longitud del lado del . 


Polígono regular inscrito de n lados. 


En el gráfico 
,,,: longitud del lado del polígono 2n lados 


(,, : longitud del lado del polígono de n lados 


AOA|P,: teorema de Euclides 


(07) =R*+R?-2R(ap,) 
TS tn) 


Operamos y obtenemos que 


0,,= Jar? Rar? 


4)» DIVISIÓN DE UN SEGMENTO EN MEDIA 
Y EXTREMA RAZÓN 

Se divide un segmento AB en media y extre- 
ma razón cuando en un punto P (Pe AB), 
tal que AP > PB, se cumpla que AP es media 
proporcional entre AB y PB. 


Interpretación gráfica 


Reemplazamos AB=l, AP=x, PB=U-x en (D. 


LE 


x lx 


631 


Operamos. 


+0x-0=0 


de AB. 
» Nota 
: EN 
0' =| = | es el conjugado del nú- 
mero áureo. 
( 4/5 +1) de 3 
. = ¡ es el número áureo. 
Teorema 


En un segmento AB, si P divide en media y ex- 
trema razón (AP > PB), se cumple que PB es la 
sección áurea de AP. 


A P B 
Por condición 
PB AP 
AP-PB PB 


Por propiedad de proporciones 


PB___ AP _, AP-PB_ AB-AP 
AP-PB  AB-AP PB — Ap 


Se observa que AB-AP=PB. 


Reemplazamos. 


PB AP 
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5» POLÍGONOS REGULARES NOTABLES 
Son aquellos polígonos regulares, histór. 
camente más utilizados y estudiados por le 
comunidad matemática. El apotema y la lon. 
gitud del lado se hallan en función del circun 
radio. 


5.1. TRIÁNGULO REGULAR 
Es aquel triángulo que es equilátero y equián 
gulo a la vez. 


Medida del ángulo central (83): m<A¡04)=Í 


0. > 0y=120" 


+ Longitud del lado (0) 
AA¡0A;: Ajp=Pa o Ú 
0,=A,P+PA¿=RW3 

« Longitud del apotema (ars) 


ara) OP 


R 
dy 


r— 


..2 CUADRADO o Medida del ángulo central (0): mxA¡0A,=0% 
Es aquel cuadrilátero que es equilátero y o. — 3602 ecu 
equiángulo a SU VEZ. q A 


» Longitud del lado (05) 
AA¡0A, es equilátero 
0¿=R 

* Longitud del apotema (a,(6)) 
Ap(s)=0P 


El tx OPA) es notable de 30” y 60? 


Medida del ángulo central (0,): m=<A¡OA)= 9, 


360 
ie 2 94 =90" 


* Longitud del lado (04) 


AA/OA;; AP=PA E 2 


UA ¡P+PA,=Ry/2 


Los pernos y las tuercas para ser manipuladas con fa- 


" Longitud del apotema (A5(4)) 


Qp(4)=0P á cilidad presentan contornos hexagonales regulares. 
py EN2 5.4. OCTÁGONO REGULAR U OCTÓGONO 
53 : REGULAR 
EL AGONO Ñ Es aquel octógono que es equiángulo y equi- 
gulo a la o que es equilátero y equián- látero a su vez. 


633 


Medida del ángulo central (0g): m<A,04»,=0g 


3602 
93 = 8 


> B3=45" 
+ Longitud del lado ((¿) 
En el A 4,04), por teorema de cosenos 
(03)? =R? + R? — 2(R)(R)cos45" 
Operamos 
0s=RW2-/2 


* Longitud del apotema (as) 


0p(8) =0P 


Se sabe que 


1 fp2 
Ap(m) = > 4R 02 

1 2 
Gp) y V4R de 


Reemplazamos y operamos. 


R 
Way 24412 


El sistema de señalización de Una carretera 


tiene forma octagonal regular, 


5.5. DODECÁGONO REGULAR 
Es aquel dodecágono que es e 
equiángulo a su vez. 


Quilátero y 


* Longitud del lado (/,>) 
En el A 4,04), por teorema de cosenos 


(0,,)2=R? + R?- 2(R)(R) cos30” 


Operamos 


0, =Ry/2- 4/3 


* Longitud del apotema (a,(12) 


Se sabe que 


17 
412) = 2 4R? HE 
1 = 


Reemplazamos y operamos. 


R | 


LA 


5.6, DECÁGONO REGULAR ' 
aquel decágono que es equilátero y equián- 


gulo a su Vez. 4 


Reemplazamos y Operamos. 


Teorema 


En todo decágono regular, la longitud de su lado 


es la sección áurea de la longitud de su circun- 
radio. 


Del gráfico 
* Longitud del lado (0,0) 0, =R (6-1) 
En el AAJOA, se traza la bisectriz interior ns deR 
AM: así, los triángulos A¡MO y MAA, son Se deduce que (,, es la sección áurea : 


Isósceles, entonces 5.7. PENTÁGONO REGULAR 


AM=MO=1, Es aquel pentágono que es equilátero y equián- 
ulo a su vez. 
MA,=R- Lo 8 
En el AA,0A, Se aplica el teorema de la 


Disectriz interior. 


Según el gráfico, ABCDE es polígono regular. —= 
Medida del ángulo central (05) El A AOB es el triángulo elemental del decá. 


Je gono regular. 


= —= 


ES 
« Longitud del apotema (a,5) 
En el A4,Q0 
(0,)?=R?+R?-2R(a75) (+) 


(U5 1) Entonces, (s es la longitud de la sección áurea 
— en. del segmento de longitud d, donde d es lan: 
gitud de la diagonal del pentágono regular. 


Reemplazando (¡y=R 


2 
(268-1) =2R?-2R(ap(5) 
2 Teorema 2 


Operando Si en un triángulo, las longitudes de sus la- 
R (45 1) 4 dos son las longitudes del lado de un pen- 
a : - tágono regular, de un hexágono regular y de 
dl 
« Longitud del lado ((5) un decágono regular de un mismo nr 
1] ./ Pa O, 
En el ls A¡PO aplicamos el teorerna de Pi- radio, entonces el triángulo es cd 
tagotas donde la hipotenusa es el lado del pentág0 
2 ) 
l no regular. 
(5) =R (ap) 
Operamos. 
(+= H10-245 
Teorema 1 


La longitud del lado de un pentágono regular 


es igual a la longitud de la sección áurea de 
su diagonal. 


Si AB=0, BC=0j0 y AC=0s 
> 0=90 


Demostración 
Se sabe que 
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Tomando (6 y lio 


2 
0) 2 2451) 
(Rsljo= R + 
R I 
¿elo (10-245) ( ) 
2 
?= £ño-245) 


R 
=7 (10-245) (1D 


Igualamos (1) y (ID. 


Por lo tanto, se cumple el teorema de Pitágoras, 
y se concluye que, 6=90". 


5.8. MÉTODO PARA CALCULAR GRÁFICA: 
MENTE LA RELACIÓN ENTRE (4, Us Y (¿0 
Sean ls, (; y 0, las longitudes de los polígonos 
regulares de 6, 5 y 10 lados, respectivamente. 


a MOS. 
bo — 
ER =l ig 


Se Sabe 
que AAOB es elemental de Oi0- 


Por semejanza de triángulos 


1 


to A 

R=bio lo 
> (0,0)*=R(R-0y0) (1 
Según el gráfico, por teorema de la tangente 

(m)*=R(R-l0) (1D 
De (D y (ID 

(0, =m? 
> m=l0 (ID 
además 

R=ls (1) 
El A 0AC es elemental de ls. 

n=0; (V) 


En Rm07C aplicamos el teorema de Pitágoras. 
(OC*=(OT)'+(TCY (VD 
Reemplazamos (ID, (IV) y (V) en (VD. 


> U=0%+0% 


6» PROPIEDADES ADICIONALES 


Propiedad 1 


Cálculo de la longitud de una cuerda cuyo arco 
determinado mide 150” en función del radio. 
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Si mAB = 150*, ¿cuál será la longitud de AB? 
En el gráfico se ubica P en AB, tal que la 
mAP =60* y mPB =90*. 
Luego 
AH = Qg(cos 459) 
HB =l ¿(cos 307) 
Se observa que 
AB=AH+HB 
Reemplazamos. 


AB=(g(cos 45%) +0(cos 309) 


Luego de operar obtenemos que 


Propiedad 2 
Cálculo de la longitud de una cuerda cuyo arco 
determinado mide 144” en función del radio. 


Si mÁB =144*, ¿cuál es la longitud de AB? 


Según el gráfico, se ubica Q en AB, tal que 


la mÁQ= mOB =72". 


—— 


Luego se traza AN, tal que AN=AO; ent ondisal 
ANAO es el elemental del decágono eo 


NO=!00 


R 3 
Gon V 10+24/5 


Se observa que 


AB=m=+m 


ap=2% 25445) 


V10+245 > 


AB=E 
2 


Propiedad 3 
Cálculo de la longitud de una cuerda cuyo ares 
determinado mide 135* en función del radio. 


AB? 
Si mAB=135*, ¿cuál es la longitud de de 


= la 
E y ¡ que 
n el gráfico, se ubica Ten AB, ta 


mAT=90* y mTB= 45". m0 el 

— ye 
Luego se traza TN, tal que 7! 10 Y -l (43) 
EN7B es notable de 45%, entonces 


Notamos que AN=N7=03. 


n— 
fn el segmento AB. HUEBO se ubica Q: simétrico de V con respecto 
AB=AN+NB de AB. 
AB=lg+ (52 El AVAQ es elemental del decágono regular. 
=0,(1+/2 ) 
ao apo=m=3h10+25 
4B=0,R/2-/2 (1+/2) 
Sabemos que 
Operamos. 
(;= Sl 0-245 
AB=RyY2+V/2 
Ry5 
MLN (D 
Propiedad 4 
Cálculo de la longitud de una cuerda cuyo arco El A VBO es elemental del pentágono regular. 


determinado mide 108 


0 
Ap(s)=N =2(V5+ 1) 


Sabemos que 


> n=E (ID 
2 
En el segmento AB 
AB=AT+TB 
AB=m+n 9) 
SimáB - Reemplazamos (1) y (ID en (ID. 


5108", ¿cuál es la longitud de AB? 


S 
“nel gráfico, se 


AY <790 Ubica V en AB, tal que 


y mVB - =36". 


h j 639 


y el posterior vuelo d 


étricos y y 


aginarnos inc 


“e Un come- ss - o 
Cometa implica a Se | ys 

Ominio de ¡as leyes de la 
alos niños. 


las tantas Varie- 
Puntas, "esaltando Clara- 


Qual que su Padre, 
Al O Cometas. ES Motivado por los 
$nilamin Fran lin, utilizando Precisamente un 
Sal Ma de dichos COMetas. 


un COMeta Ss mu impo nte para 
10) 30nos E . E ÉS a 


ares Yarantizan esa Condición 
ti ¡ 


s SiMétricas utilizadas, 


Ss Aparatos Voladorés ; 


S, eS la Invenció 
SOnáutic 
dial “pieza a inye 


N del ala 

2, R. Cruz 8, B. 

Stigar Sobre una ' 

a tución del'ala delta utilizan. E 

ctu Sgulares, fundamental- O 
la iidus ria Aeronáutica, +. E 

A 

“Spatado de < SP lcortas/ np 


» Problemas resueltos 


problema 1 
En el gráfico, 


AB=5 y CD=2, calcule R. 


Resolución 

Trazamos DH//AC. 

53 mx«BDH=mxBTA=45" 
además, mAB = 90" y a+ $=135>. 


Observamos que HB=( 

a li=Ry/2 ' 

el AHAB anti 
Plicamos le de 

(R y y de cosenos 


o 
Y =2%+52-2(2)(5)c051350 


Problema 2 

En el gráfico, mAB = 902 y mCD = 60". Si el ra- 
dio de la circunferencia mide 2-/2, calcule 
AB+CD. 


Resolución 
Piden AB+CD.- 
C 
B 
60? 
90? D 


Como mAB = 90", entonces AB=l4. 


Como mCD = 60”, entonces CD=05. 
Por propiedad 
04= RV2=(2-/2)W2 
0¿=R=2-42 


Sumamos. 


0, +0g=(2-/2)V/2+2-42 
0q+05=V2- 2 + 2-2 ] 
0,+05= 2 


Problema 3 


Sea ABCD un cuadrado cuyo lado mide 2.'Si 


mÍ7D= 2máCT, calcule TD-CT. 


C 


Resolución 
Piden 7TD-CT. 


Sabemos que el cuadrado determina arcos 


que miden 90". 


28+B=90" 
B=30" 
> TD=0¿ A CT=0;, 
Como BC=/l, 
R/2=2 > Ry2 


Notamos que (¿=R =y/2. 


-Notamos que 03= RyY2-/3 =/2/2-./3 . 
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(19=V3-1 
TD-CT =42-(V3-1)=1+/2-/3 


Problema 4 


En el perno mostrado, la longitud del apotema 
del hexágono regular es el doble de la longitud 
del radio de la menor circunferencia. Calcule 
la razón entre el perímetro de la región hexa- 
gonal y el perímetro del círculo. 


Resolución 
Piden x. 
_perímetroO_ ,- 6(05) 
perímetro O 2 


Del dato 
a+r=2r > a=r 

En el hexágono regular 
(¿=R 

El apotema es 4, = 543 . 


El perímetro del hexágono regular 


perímetro O=6(0s) =6R 
perímetro €5 210, 


(1D 
pero ore 


En el círculo, el 


apotema del hexágono. 
Ry3 
2r = 243 AREA 


El perímetro el círculo 
? Ry3 
—— 


<= 
perímetro =211 =20| 4 


a. 


] AR 3 0 


pividimos (1) entre (ID. 


Problema 5 


Los polígonos ABCD y CDE son regulares. Si 
CE=8, calcule CM. 


Resolución 
Piden CM=x. 
Enel AADE 


00 (90%60)=180% > q=150 
> P=30" 


En el ar : 
ode “ircunferencia de radio R 
M=8 = 300 | 


Problema 6 


Para construir el cometa de papel de forma oc- 
togonal regular mostrado se ha utilizado 6,4 m 


de caña. Indique la longitud aproximada de la 
cuerda utilizada para los flecos. 


Resolución 


La cuerda utilizada para los flecos es igual al 
perímetro de la región octogonal. 
Piden 8x. 


Las cañas que se han utilizado son AE, BF, CG. 
y DH. 
Del dato: AE+BF+CG+DH=6,4 m , 
pero sabemos que AE+BF=CG=DH= 
> 4d=6,4m 
d=1,6m 
Por propiedad del octágono regular 


x= E 2-12 
x= 2/2 > x=0,8/2-v/2 


8x =6,4/2-/2 m 
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Problema 7 ] 
En el gráfico, BC es el lado de un hexágono regular inscrito. Si BH=3(PQ) y AM//BC, halle MN/NC. 


Resolución 
MN x 
Piden —==. 
iden NC Ty 
Por ser BC lado de un hexágono re- 
gular inscrito, mBC=60* y el AOBC P 
es equilátero. : 


Como MP//BC, entonces el triángulo 


OMP también es equilátero. 

En el Aequilátero OMP, hacemos 

que OP =k43. 

Del dato, BH=3(PQ)=3k4/3. 

> BC=6k 

En el A OPM equilátero 
OM=0P=0M=2k 

En el AOBC 
BC=0C=0B=6k 

En el gráfico notamos que 
MB=BO-OM | 
MB=6k-2k 
MB=4k 

En el AMBC, por teorema de la bisectriz interior 
E MB AR 


PR 


blema 8 ; Reemplazamos en (*). 
Pro | 
Se tiene UN cuadrado ABCD inscrito en una ñ e. (2) 
circunferencia. En los arcos AB y BC se ubi- p > 


ectivamente, tal que 
can los puntos P y O resp : ; q + Buela 
múC =2(mAP ). Si la medida del ángulo en- 
tre BC y PQ es 55" y la distancia del centro del 
cuadrado a PQ es 4/3 , calcule el apotema del Problema 9 


cuadrado. En el arco BC de la circunferencia circunscrita 
aida a un octógono regular ABCDEFGH, se ubica un 

sia punto P, tal que PC=1 y PE=44/2. Calcule la 
Piden 0,(4) = ON. 


longitud del radio de la circunferencia. 


Resolución 
Piden R. 


360" 
Se sabe que le a 


Se traza EL 1 PC. 
cunferencia) Elx PLE es notable de 45". 
PL=PE=4 > CL=3 
El lx CLE es notable de 37” y 53". 
> CE=5 0) 


S A 
(ángulo Interior en la cir 
55% 28 +90 _ 
dp 


9=2p> 


En el Sráfi 
0) 


= 


Co, mPBO eel E 
Mgsz A entonces PO=l3y  Notamos que mCDE =90* 
i CE=l, > CE=RyV2 (ID 
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Por tanto, de (1) y (II) obtenemos que Re = 
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Problema 11 


En una circunferencia se encuentra inscrit 
un triángulo equilátero ABC; luego, se traza k 
cuerda NP que interseca a AC y BC en los A 
tos M y Q, respectivamente, tal que BC LNP y 
MN=2(PQ)=2. Calcule la longitud del circunra. 
dio del triángulo equilátero. 


Problema 10 

Se tiene un polígono regular de n lados, cuyo 
lado mide 2 43 y su apotema es 1/2. Halle el 
apotema del polígono regular de (n - 6) lados 
si cada lado mide 6. 


Resolución 


Piden Ap(n-6)" Z 
Resolución 


Piden R. 


En el ts OHB aplicamos teorema de Pitágoras. 


DE) lala 


z Por polígonos regulares 
En el AAOB, notamos que (.=BC =RyV3 0 
2-43 =(/2-/3)(V2-3) En el uMQC (notable 30” y 60%) 
MC=2(0QA)=2a 


Es decir, la relación entre AB y R es de 0, (n=12). 

Respecto al otro polígono regular de (1—6) la- 

dos, es decir, el hexágono regular de 6 lados 
0=R . punto Q 
6=R) | (2+ a/3)1=a(a+b) 0 | 


(2 + a/3)=a?+ab 


Si AM=b, entonces AC -BC=2a+b. za 
Por teorema de cuerdas qué pasan P | 


Por propiedad de los hexágonos regulares por 
| an 
Por teorema de cuerdas que pas | 


Ap(n-6)= RiW3 
” . punto M 
a 643 (2a)»=2(a J3 +1) dd | 
A ab=a /3 +1 
en (1D. E 
Upín- 5 =343 Reemiplazamos (ID ; 
2+0/3=a2+(ad3+1) 


“a=l A b=WV3 +1 
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finalmente, en () A ES - AQPC 
R 
1=RV3 pa 
ee 07 3r 
Ñ = 3+1 
di > /=342+ 3 


Problema 12 El AABC es triángulo elemental de l,. 
n triángulo ABC (AB=BC), donde la mn elo rV2=V3 


cABC-30" se inscribe: el cuadrado PQRS, Pero sabemos que 

tal que PQ pertenece a AB (Q ePB). Si QC y. R=BC=30=9/2+ /3 

PC intersecan a RSenT y L, respectivamente; A bl 

además, TL=/2+ 3, calcule AC. 

Resolución Problema 13 

Piden AC=x. Se tiene el octágono regular ABCDEFGH y el 


triángulo equilátero BCN interior al octágono, 
Se traza DS 1 CN (S e CN). Calcule CS si el cir- 


cunradio del octágono es 242 + 2. 


Resolución 
Graficamos. 


Sabe 
¡ 9 que TL= (2/3, | Piden CS=x. 
BOR es notable de 302 y 60* Se sabe que la medida del ángulo interior de 


B 

R=2(QR)= =2 > BC=3( octógono es 135". 
“omo BG BQ/IRT, m=SCD=135"-60 

OT aj Por teorema de Tales > mxsCD=75" 

— = pon 

de 0 Se traza DO, tal que CD =DQ y el ACDQ es ele 

ON | 
Ra 7 mental de (7. 
C=k 
CO=0,,=C0DV 2-43 (9) 
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En el octógono 
CD=0¿=RW/2-V2 
CD=24/2+/2 : /2-V2 = 2/2 

Reemplazamos en (*). 
CQ=2./2/2- 3 


Del triángulo elemental de /,, sabemos que 


x= 


x=/2./2=-/3 
. x=/2(2- 3) 


Problema 14 


En un [ pentágono regular ABCDE, la: mediatriz 
de AB interseca a EB en el punto K. Calcule 


[Bx 
a 
Resolución 


Piden BK _ ze 
VAD b 


Por propiedades del pentágono regular, los 
cinco arcos determinados miden 72”, también 


BD=AD=b. 
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En el AAEK, triángulo elemental de / 
gono regular) 


Es 


10 (decá. 


0) 


NE 


En el ABDE, triángulo elemental de Lio (decá. 
gono regular) 


Multiplicamos (1) y (ID. 


00d EE) 


al 


Problema 15 


regular ABCDEFGH, tal- 
gitud de la proyec- 
AZ , calcule el cir- 


Se tiene un octógono 
que BE N CF=1PY. Si la lon 
ción de PQ sobre FC es 2- 
cunradio de dicho polígono. 


Resolución 
Graficamos. 


— 


Ó lar). Resolución 

: circunradio del octógono regu 
pue En el gráfico 
Sabemos que 


pa d=al?. 


Se sabe que los arcos determinados miden 45". 
BC=(,=RvV2- 42 

A BCP y Es BAQ son notables de 45". 
CP=BC=0g=Ry/2-/2 
BQ=ABY/2 =lg /2 = Ry/2- /2-./2 


En el rectángulo BCLO, PL=CL—CP. 


PL=BQ-BC Piden x. Al unir los centros Oy, O», O, Oy, Os 
y Os de las circunferencias que son tangentes 
2-/2=Ry2-/2/2-Ry/2- 3 


dos a dos, se tendrá un hexágono regular, en- 


: tonces 
V2=R/2— ; 
di A y2 j m=0¿005=80=60" 
. El A00¿0, ilát 
: R=4/2+ /3 LR es equilatero 
Prob! > r=a 
0 
ema 16 ELA OgTO es notable de 30 y 60* 
alcule x si y 
XsiP y T son puntos de tangencia. > mxTOO;=90" 


Por tanto, en el ANOOS, x=30", 


Problema 17 


Según el gráfico, T es punto de tangencia. 
Si AT=BO, calcule TM. 


Resolución 
Pide TM=x. 


Del dato, AT=BO=n. 
En la circunferencia aplicamos teorema de la 
tangente 
né=R(R—n) 
De la relación anterior, podemos notar que AT 
es la sección áurea de R. 
n=010 
mAT = 36" 
mxATO=72" 
En la €, por ángulo seminscrito (7 punto de 
tangencia) 
m7BO =144 
Por cuerdas iguales (OT=0M) 
mOM =mÓBT =144 
> mÍKM=720 
maTOM = = 36 
En la semicircunferencia, por arcos de igual 


medida. 


TM=AT=0y 
TM= q y 
TM =2(45 - ) 
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Problema 18 


Una piscina portátil tiene 10 soportes, tal como 
se muestra en el gráfico. Calcule el perímetro 
de dicha piscina si el radio de la circunferencia 
inscrita es 1,6 metros. 


Resolución 

Piden perímetro=y. 

Por regularidad del polígono, el número de 
vértices es igual al número de lados. Lo cual 
indica que es un decágono regular. 


> y=10x 


Sabemos que r=1,6 metros. 


ar 
Como r es apotema del decágon0 regul 


> x=b10 
En el A elemental A0B 


x=2(45-1) des E 10+245 


Dividimos. ' 
TONES 
LE 2 


o 2 
r or ala 10% 
a 2(1,6)(45 — 1) =1,04 aprox. 
/10+24/5 


. x=10,40m 


€ — > 
problema 19 Problema 20 


gn el triángulo ABC, de ortocentro H y cir- En un octógono regular ABCDEFGH, su lado 
euncentro O, mxHOC=135", HC=2 2+ 43 y mide /2-/2 cm y BE n CF=(P). Calcule HP 
m«ABC= 60”. Determine la longitud de la pro- 


BC AC Resolución 
yección de BC sobre AC. 


Graficamos. 


Resolución 
Piden LC=xX. 


ABCDEFGH es un octógono regular. 
m«xCBE =m=FCD =45% mxoBCF=90" 
Como el ángulo en B mide 60”, la mAC =120> El ts. BCP es notable de 45? 


2 MXAOC=120> BC=CP 
donde CL 5% a de El APCD es isósceles 
polema de (13: CL=x=a pq CP=CD 
MXAHC =12(9 1350 
Otamos : En P, la mxBPH + 45" > 180? 
que AHOC es un A inscriptible. A 
> MIACH= _135 
=M<AOH=]5> > m«xBPH= 2 
Se Sabe 
u — A HP 
A E al Prolongar HL hasta N, HL=LN. En el gráfico se muestra a HB=HP 
or, ia | lemental de 
Com | AHCN es triángulo elemental de Do El A BPP es eleme 8 
HB Tes inca = (HP)/2- (1 
| Monces rd Inscriptible ym «SBT= 609 > BP=(HP)y2 /2 
| =120%, — EnellxBCP 
X=q 
RE A -— BP=(CDW2 (1D 


Igualamos (1) y (UD. 
(CD)V2 =(HP)/2- 2 


COJ2__N2-V2N2 _ 55 
2/2 v2-W2 


HP= 
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Como sabemos que LP es sec 


Problema 21 
En el gráfico, LP// OO, y LP es sección áurea 
de R. Calcule mVQ . 


Resolución 
Piden mNÑO =X; 


Sea LP=0. 


Sabemos que (=R(R-0) (LP: sección áurea 
de R) E 


El A 0,00, es equilátero. 


> mO0,=60* 


Como PL// 0/0», O¡PLO, es trapecio telas: 

> mxLO¡0,=m=xPO,0,=8 ] 

El ANOLL es isósceles 
mxL£NO¡=m=xNLO,=8 


Como NP//0,0, y NO¡=PO, se forma el rombo 
NPO,0, donde NP=0,0,=R. 


entonces R?=(R+0)1. ción área de R, 
Del ANO'L se deduce que 6=0.. 
En el APO;¡O, 
20+20+80=180" => 9=36> 
mÍO ¿=36* > mÓL =24 


En el gráfico, mÁL = 1082. 
x=mNL -mOL =108"-242 
x=84 


Problema 22 


Dayron tiene un terreno agrícola que tiene la 
forma del gráfico mostrado. Si el polígono es 
equiángulo y cuatro lados consecutivos miden 
20 m, 50 m, 60 m y 30 m, calcule el perímetro 
de dicho terreno. 


Resolución . 
Piden perímetro: 20+50+60+30+X+). 


» da ángl" 
Como es un hexágono equiángulo, C2 


lo interior mide 120". 


A AA AA ¿do el par 
Prolongamos BC, ED, BA y EF, forman 


- ralelogramo MBNE. 


E 
dy 


n— 
Como MB =NE 
99+50=X+30 
> x=40 
Como BN=ME 
y+x=50+60 
y+40=50+60 


> y=70 
Por tanto, el perímetro mide 270 m. 


Problema 23 

En el spinner mostrado, A y C son los centros 
de las circunferencias concéntricas respec- 
tivas. Si AB=6 cm, calcule la distancia desde 
centro del spinner hacia AB. 


Resolución 
Piden x: distancia de O hacia AB. 


A 


Por la sime 
'Átero, 


6 cm ——B 
tría del Spinner, el AABC es equi- 


0b 
Servamos Queres 


Problema 24 


La casa de David se encuentra en el punto C, 
tal como se muestra en el gráfico; los puntos P, 
Q y R representan los tres centro comerciales 
que se encuentran en su localidad. El triángu- 
lo PQR es equilátero, con un lado que mide 
l km, y las líneas discontinuas representan 
pistas que las unen. Si C es el centro de dicho 
triángulo equilátero, calcule el recorrido míni- 
mo que debe hacer David para que, partiendo 
desde su casa, pueda visitar los tres centros co- 
merciales. 


Resolución 
Piden x (recorrido mínimo a partir de C). 


Tenemos el primer caso, en el que el recorrido 
inicia en el punto C, se dirige a P, luego hacia 
Q y finalmente hacia R. 


x=r+0+0 


x=r+20 


Como l= rv/3 
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(=1 km 


Pp R 
En el segundo caso, el recorrido inicia en C, 
se dirige a P, luego hacia Q, pasa por C y final- 
mente llega hasta R. 
x=r+Ul+r+r 
x=0+3r 


P (=1 km R 


Como (= r 4/3 


30 
=04+ KG =01+43)=2 
ba B ( )= 2,73 


x=1(1+ /3) 


Por tanto, el menor recorrido es de 2,57 km. 


Problema 25 


“El gráfico representa la forma de una pisci- 
na municipal que consta básicamente de 
dos hexágonos regulares que comparten un 
mismo lado, tal que O, y O, son los centros 
de los hexágonos regulares respectivos. Si 
0;¡0,=12 m, ¿cuánto mide el perímetro de di- 
cha piscina? 
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Resolución 
Piden perímetro: 6x. 


Sabemos que 2f=12. 

> t=6 

Observamos que f es apotema del hexágono 
regular. 


Por teorema del apotema 


Xx 
t==43 
2 
Xx 

==4v3 
2 
x=44/3 


Por tanto, el perímetro mide 24,43 m. 


Problema 26 
ctogonal 


En el gráfico se muestra una caja O 
cuyo contorno corresponde a Un 
gular, la cual es utilizada para las insl 


eléctricas domiciliarias. Si el apotemi 
períme 


polígono 16” 
alaciones ¿ 
del oct y 


tro de 
gono regular es 4,8 cm, calcule el : 


la región octogonal. 


Problema 27 


El gráfico adjunto muestra una variante del 
cubo mágico; esta vez las caras son pentágo- 
nos regulares. Si O es el centro de los pentágo- 
nos ABCDE y PQRST, y QB=BO0, halle la razón 
entre el apotema del pentágono menor y el 


perímetro del pentágono mayor. 


Resolución 
Piden perímetro = 80 


Resolución 
É 
Piden —. 
donde 5k 
- “apotema donde 
En el octá - — tf: apotema del pentágono menor 
E8ono regular, por cálculo de apolaiha - R:lado del pentágono mayor 


era | 
R Sa En el pentágono mayor PQRST, 2n es el circun- 
ia (1D radio y x es lado del pentágono. 


entre (ID. 
> k= = 10-245 


k=ny10-245 0 


=> 
x= 


R R 
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En el pentágono menor ABCDE, n es el circun- 
radio; además, f es el apotema. 


B 
m 


4 D 
É 

es qN5 +1) (1D 

Dividimos (II) entre (D. 
n 

R— ai10-245 

E_ 4/5 +1 

R— 410-245 

£ 0,34 

” 

L 0,069 

5k 
Problema 28 


El gráfico adjunto muestra un nuevo diseño de 
un cubo mágico. Si O es el centro de ambos 
cuadrados observados, calcule la razón entre 
el apotema del cuadrado menor y OC. 


A 
ey 
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Resolución 
Piden x/y. 


B 


donde 


- Xx: apotema del cuadrado PQRS 


- — y: distancia desde O hasta C ' 


En el cuadrado PORS, x es apotema y d es cir- 
cunradio. 


x= 512 0 


En el cuadrado ABCD, d es apotema, además, 


y es circunradio. 
d= 22 (1D 


Reemplazamos (ID) en (1). 


242 
ye 22 
2 

7 dl 
4) 
E 
y 2 


1. ¿Cuáles de las siguientes figuras geométri- 


<> 


>> Test 


cas es un polígono regular? 
|, rombo 

IL. cuadrado 

II. circunferencia 

IV. triángulo equilátero 


A) lyll 
D) solo III 


B) Ily IV C) 1,11, y IV 


E) solo 1 


. ¿Cuál de los polígonos regulares indicados 


no es un polígono regular notable? 


A) polígono regular de tres lados 

B) polígono regular de cuatro lados 
C) polígono regular de cinco lados 
D) polígono regular de siete lados 
E) polígono regular de diez lados 


En un cuadrado circunscrito en Una circun- 


ferencia cuyo radio mide R, indique la lon- 
Situd de su lado. 


A) RY 


B) R 
D) RY3 


C) 2R 
E) R/2 


Se tiene Un cuadrad 
“unferencia cuyo ra 
longitud del lado de 


O inscrito en una cir- 
dio mide R. Indique la 


5, 


4 
4 


Indique la relación 


entre los radios de la 
circunferencia inscr 


ita y la circunferencia 
Circunscrita a un triángulo equilátero, 


Aa? 2 

E E O > 
v3 42 

Ñ 3 E) 2 


Un triángulo equilátero y un cuadrado son 
isoperimétricos. Calcule la razón entre sus 
circunradios respectivos. 


4/6 446 2/6 
1 DE Ty 
p) 443. p 42 

9 9 


En un dodecágono regular cuyo circunra- 
dio mide 4/2, calcule la longitud de su apo- 
tema: 


: 1 43 +1 V3 -1 
A) Ty B) Ye el 4 
43 +1 


En un decágono regular cuyo apotema 


mide 410+245, calcule el valor de su cir- 


dio. 
dicho cuadrado. cunradio 
2 O 1 
di E) R/2 D) v/5 
» 
LAVES 
'B 25 356 «1 sa a 78 E 


Ñ 


»- Problemas propuestos “ 


Nivel básico 


En un rombo ABCD, con centros en el pun- 
to D, se traza una circunferencia que con- 
tiene a los puntos A, B y C. Si AC=12 cm, 
calcule BD. 


B) 4/3cm  C) V3 cm 
E) 6 cm 


A) 4cm 

D) 2/3 cm 
En el gráfico mostrado, R = 43 +1. Si M y N 
son puntos medios de 0,B y BO), respecti- 


vamente, calcule MN. 


B 


A) 1 B) /3 0) 2 


y E E) Y 


Las abejas utilizan la forma hexagonal para 
formar un panal. Si la distancia entre los la- 
dos paralelos es d, calcule la mayor distan- 
cia entre dos vértices no adyacentes. 


É D 


o395858 


2/3 3 
aya MA O 
y3 46 
D) e E) 5 


La hélice de un motor tiene el diseño mos- 
trado. Si OD=20 em, halle la distancia de 
O hacia AD. 


Cc) 1042 cm 
E) l5cm 


A) 10 cm 
D) 5cm 


B) 12 cm 


una for- 
ar, sien 
Halle la 


del lado 


Cierto compuesto químico adopta 
ma de un prisma hexagonal regul 
do sus bases hexágonos regulares. 


relación e si M es punto medio 


que los contiene. 


gn el gráfico, AB =5, AC= 13 y maNMC=75*. 
6, En 


Indique EN. 


O 2/3 
E 3 


A) Y/3 B) y2 
D) 2/2 


/. En un polígono regular de n lados, cuyo 
apotema y lado miden / y 20, respectiva- 
mente, se traza otro polígono regular de 
n+2 lados, cuyo lado mide 6. Calcule la 
mayor distancia de un vértice a la recta 
que contiene a dos vértices que determina 
Un arco de medida 120". 


y 6 B) 8 O) 7 
D) 5 E) 9 


En un cuadrado ABCD, inscrito en una cir- 
a se traza la cuerda PO, parale- 
e Que interseca a BD en F. Si PF=a 

=b, halle el Circunradio del cuadrado. 


Dd 
y das 
2 


a? 42 
> 


D) 8 
E) de 


4 


9. En el gráfico, mBC=mDA=30>. Si AB=4, 
calcule AC. 


A) 4/2 B) 4 02 
D) 2/2 E) Y2 


10. Si la diferencia de las longitudes de los 
hexágonos regulares circunscrito e inscrito 
en una misma circunferencia es (9/3): 
calcule el apotema del polígono regular de 
mayor longitud. 


ay E py % O: +3 
3 2 

4/2 3 
a a 


11. Un túnel vehicular tiene la forma del diseño 
mostrado. Calcule OT si OE=12. 


A Ó E 


A) 6/2+42 B) 3/2+v42 C)3/2-/2 
D) 54/2+v/2 E) 4/2- 43 
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Nivel intermedio 


12. Los triángulos ABC y AMO son equiláteros. 
Si el radio de la circunferencia es y43+2, 
calcule BM. 


A) 2 B) 3 4 03/2 
D) 1 E) 1/2 


13, En una circunferencia de radio 2 se ubi- 
can los puntos consecutivos 4, B, C y D, tal 
que AC=V6, BD=2 y mAB =mBC. Calcule 
la medida del ángulo entre AC y BD. 


A) 302 B) 45 O) 602 
D) 90* E) 120* 


14, En un triángulo rectángulo ABC, recto en 
B, se tiene una circunferencia inscrita de 
centro O, donde M es el punto de tangen- 
cia con BC; AB=5 y AC=13. Luego, se ubi- 
ca L en MC, tal que LM=4+24/3. Calcule 


m=MLO. 
: A) 15 B) 27* (0) 300 
D) 18" E) 36* 


15, En un hexágono regular ABCDEF se ubica 
el punto P en la región exterior y relativa 
a EF, tal que mxAPD=90", PD=a y AP=b. 
Calcule el perímetro de la región hexagonal. 


= 


660 


16. 


17. 


A) ote 


V3b + /2a 
3 


V3b+a 
2 


/3a+b 
3 


E) 3Va? +0? 


B) 


C) 


D) 


Los polígonos ABCDE y END son reguiares, 
Calcule x. » 


B 
> 
E 

A) 45 Bss 00 
D) 75* E) 72 

| 'FGH 
Se tienen un octágono regular ABC ; 
y el triángulo equilátero Bpxk, tal 4 


erior. Si €l 


.. , k 
se encuentra en la región in 
cule HK. 


circunradio mide 2, Cal 


A) 4/3 +1 

8) Ya 132/2446 
o /4-43-42+46 
D) 2(43+1) 

E) 2/31) 


hexágono regular ABCDEF, de centro O, 
18, Enun 


za interiormente un cuadrado CDMN, 
Y e O, Si AB=2W/2; calcule 00. 
e 


py al2-46 B) 3/3-42 0) 342-43 
y 2-48 E) 6-42 
2 


19, Enel gráfico, AB=2r=8 y mx0O0O¡P=9", 
Halle NP. 


4 


A) 210-245 
B) 45-1 

O 5+1 

D) 2(45-1) 
E 24541) 


Z, : ] 
En el gráfico, ABCDE es un pentágono regular, 
Cuyo Circunradio mide y10+ 245. Halle NK. 


pS 


21. La carpa médica mostrada tiene una fa- 
chada tal que el recorrido que va desde A 
hasta E corresponde a los vértices de un 
octógono regular incompleto, en la cual 
AM y EF son soportes verticales. Calcule 
la distancia del vértice C al piso si AM=CD 


y el apotema de dicho polígono regular 
mide 1 m. 


M 


A) 1,89 m B) 2,99 m C) 2,25 m 
D) 3,59 m E) 2,55 m 


22. El gráfico adjunto muestra una hangar mi- 
litar que está limitado por la mitad de un 
dodecágono regular cuyo apotema mide 
3 m. Calcule AG. 

O 


A) 6m 
B) 24/3 m 
O) 1246 m 


D) 24/2-/3 m 


E) 12m 
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Nivel avanzado 


93. En el gráfico, mBD=80%, AB=5 y CD=4. 


24, 
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Calcule R. 


A) 243 B) 45 0) v6 
D), 242 E) V7 
Las esquinas de una sombrilla de playa 


determinan un polígono regular. Si el apo- 


tema de dicho polígono regular determi-- 


nado mide 80 cm y la varilla PO es como 
3 mientras que AB es como 2, calcule PQ 
aproximadamente. 


0) 


A) 38,56cm B) 130,56 cm C) 
D) 138,56 cm 


108,56 cm 
E) 183,56 cm 


25. 


26. 


En un plato metálico limitado POr un polí 
gono regular tiene la forma que se ¡puemba 
en el gráfico, el perímetro es NuMérica- 
mente igual al ángulo central, el cua] está 
expresado en grado sexagesimales. Si las 
longitudes están en centímetros, calcule 
la longitud de la diagonal mayor de dicho 
polígono. 


A) 20,24cm B) 15,48 cm C) 14,70 cm 
D) 17,48 cm E) 14,24 cm 


El gráfico adjunto corresponde a un fluores- * 
cente circular dentro de su caja de cartón, 
el cual tiene una forma octagonal regular. si 
el apotema de dicho octógono mide 20 cm, 
calcule el radio aproximado de la circunfe- 
rencia menor que limita dicho fluorescent 


y que contiene al punto M. 


A) 18,24 cm 
B) 12cm 

O 11,34cm 
D) 9,23 cm 
E) 7,93 cm 
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CAPÍTULO XV 


ÁREA DE REGIONES TRIANGULARES 


Objetivos : : 
5 Tdentificarlos tipos de regiones planas, triangulares, cuadrangulares, circulares, etc. 


s- Comprender los teoremas fundamentales que permiten calcular el área de las regiones 
triangulares. 


* Aplicar adecuadamente los teoremas que permiten relacionar el área de las regiones trian- 
gulares, cuadrangulares y circulares, utilizando elementos asociados a dichas regiones. 


Introducción 


Lanecesidad de aprovechar adecuadamente la naturaleza llevó al hombre a medir los terrenos de 
cultivo y viviendas. Para ello, se ha visto obligado a crear y sistematizar ciertos conceptos, postula- 


dos y fórmulas que le permitieran hallar el área de regiones poligonales (triangulares, cuadrangu- 
lares, etc.) circulares o compuestas. 


En nuestra vi | 
4 estra vida, nos vemos en la necesidad de calcular el área de la superficie de una pared para 
Poder pintarla, la necesidad de 
Ve os 

Mana, O quizás sencillamen 


saber cuánto de madera se necesita para construir una puerta, una 
AS Y, A Ñ 
a amas de Ingeniería, para 


te conocer la extensión del piso de nuestras habitaciones, etc. En 
€sde los Proyectos mostra; los planos ES usan 15 casionanoS y el cálculo E 
lerrenos, la a sengllos hasta los mas Complejos: por ejemplo, en la ¡prestación S 
trucción de a de Pistas, la COMAtrnceión de puentes que perian cruzar los e 

OS es Necesari S subterráneas o aéreas, la planificación de nuevas ciudades, etc. Para todo 


O . . A . . . - 
MoC el conocimiento de áreas de regiones; por tanto, es evidente que debemos co 


O se 2 
Calcula el área de las regiones planas. 


€ ca it dos 
ti rie con el estudio de los conceptos de región y su medida; se da a conocer la 
sy Dermi en a em afines al cálculo de áreas. Luego estableceremos los teoremas 
PS ará e Aa de ha regiones limitadas el rectángulo y el paralelogramo, de esta 
e Son tan ome culo de áreas de regiones triangulares. Las regiones planas que estudia- 
“Noto tiPo de Ps Puesto que existen regiones planas que tienen formas complejas y 
o 


Eos 


Sia: 
5 tela; nt 


boe nes matemáticas para calcular su área. 
apítul 
tía lOnes OS se e 
Plana 
) 


Ode 


ley 


Studiará el cálculo de áreas de regiones cuadrangulares, circulares 

Ocimiento del cálculo de áreas es necesario no solo para la geome- 

a rio en el estudio de la geometría del espacio, donde se observará el 
S Prismas 


» Cilindros, pirámides, conos, esferas, etc. 


o SÍ. El con 
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1» REGIÓN PLANA CERRADA 


Es una porción de plano limitada por una línea cerrada. La línea cerrada es el contorno o borde de 
una región. Dependiendo de las características de esta línea, a las regiones podemos clasificarlas 
en regiones triangulares, cuadrangulares, poligonales, circulares, curvilíneas o mixtilíneas. 

Por cuestiones prácticas, a una región plana cerrada la llamaremos *región plana” o simplemente 
“región”. 


2» ÁREA DE UNA REGIÓN PLANA 
El área de una región plana es la medida de la extensión de dicha región. Para efectuar esa medida 


es necesario tener una unidad de comparación; esta unidad es la región unitaria, la cual es una 
región cuadrada cuya longitud de su lado es 1 u. 


plano lH 


línea curvilínea 
línea poligonal 
cerrada (polígono) 


región poligonal 


resión curvilínea 


El área es el número que indica cuántas veces contiene una región a la región unitaria. 
Notación 

JA»: Se lee “área de la región R”. 

3» POSTULADOS 


3,1. POSTULADO 1 
Dos regiones congruentes tienen áreas iguales. 


I,: área de la región Ri 


/A,: área de la región Ra 


R; 


R) 


Si en el gráfico las regiones R, y R, son congruentes (R, =R,), entonces 


STULADO 2 4» REGIONES EQUIVALENTES 
a de de una región plana es igual a la suma Son regiones que tienen igual área. 
El áre 


4reas de todas SUS regiones parciales. En el gráfico, /A, es el área de la región R; y lA, es 
de las el área de la región R.. 


Si /A¡=/A,, entonces la regiones R| y R, son 
Entonces equivalentes. 


CS 
A=IA, + /A, o JA3+ ZA, ñ 


Teorema 1 


El área de toda región rectangular es igual al 
producto de las longitudes de dos lados con- 


Sea lA el área de la región total y /A,, /A,, /Az y 
[las áreas de las regiones parciales. 


3,3, POSTULADO 3 


El área de una región cuadrada es igual al cua- 
drado de la longitud de su lado. 


tiguos. 
B b C 
B a € 
a a 
a a A 'b D 
Aragco= (ab) 
A a D . 
donde Demostración 
BABCD: región cuadrada Tomando dos lados consecutivos del rectán- 
Entonces gulo construimos cuadrados relativos a dichos 
lados. 
» Nota. 
El área , Be 
de UNa reoia : : 
ad Cuadrada, tesión unitaria es una uni- 
Mu 


Pp 


IN 


ALEA 
Lu-. HmuwPOS 1ú77 
eN 
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Si DCFE y ADHG_ son cuadrados, entonces al Se trazan BP y CO perpendiculares a HE 
prolongar GH y FE hasta que se intersequen en . 
1, se forma el cuadrado GBFI. 


Sea JA el área de la región rectangular ABCD. EzABP =P DCOQ (LLL) 


Como AB=CD y BP=CQ, por congruencia 


En el gráfico se observa que > AP=DO=m 
EMADEI = HDABCD 


Por el postulado 1 
> Are = Brmasco= A 


> Marpp= co =/A 


Luego 
Ancsr Mr agco + Anocre +Aranoer+ Ananio Observamos que 
Reemplazamos. PQ=m+n=a => AD=PQ=a 
(a+b)=MA+a? +14 + b? Ses 
a?+b?+2ab=2/+a*+b* Branco =1A+IN 0 
| > A=(0M(b) 
| - Aragco=(a)J(b) también 
| MAupaco= A+ IN (1 
Teorema 2 
El área de toda región paralelográmica es igual Como PBCQ es un rectángulo, por el teoremá 


al producto de la longitud de uno de sus lados 


1 se cumple que 
y la altura relativa a dicho lado. 


A=paco=(D(A) (ID 
B C 
5 
h De (D, (UD y (ID obtenemos que 
A ==—Yg O d o (DM 


, | Aragco = (DW) | Aplicación 1 


uy AD=8 Uu. 


En el rectángulo ABCD, AB=6 PCDO. 
Demostración Calcule el área de la región rectangula! 
B E B -p E 
E % 
da 
Q 
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a 


Resolución 
En el gráfico 


Piden /A. 
Del gráfico sabemos que 0=45, 
En el 4ABP, BP=AB=6 y PC=2. 
En el CIABCD, CD=AB=6. 
Por el teorema 1 

A=2(6) 
 A=12u? 


Aplicación 2 
El perímetro de un rombo es 40 m y una de sus 
alturas es la quinta parte del perímetro. Calcu- 


le el área de la región paralelográmica deter- 
Minada por el rombo. 


Resolución 
Craficamos, 


Aplicación 3 

En el rectángulo APDO están ubicados los 
triángulos equiláteros ABC y BCD. Si AC=4 m, 
calcule el área de la región rectángular APDO. 


Pp B D 
1 ( Q 
Resolución 
En el gráfico 


Piden ZA Appo- 

En el AABC, AM=MC=2. 
PB=AM=2. 

En el ABCD, BD=BC=AC=4. 

> PB=AM=2 

Luego b=PD=6 

> h=BM=2V3 

Por el teorema 1 
Mippo=bh 
JA appo = 6(2,/3) 
ZA APDO = 1243 m? 
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Aplicación 4 La altura puede ser interior o coincidir con un 
En la región paralelográmica ABCD, AB=6 m y lado. 
h=5 m. Calcule el área de dicha región. B 


h 


Resolución (b) (A) 
Piden JA incp- IBAABC = 2 


La altura también puede ser exterior. 


Como BC//AD, entonces 
m=xAQB=m=x0BC=08 
m=xDQC=m=x0Q0CB=0. 

En el AABO, AQ=AB=6. 

En el AQDC, QD=CD=AB=6. 

Por el teorema 2 (p)-(A) 
Bagco=bh RABO 
Magep=12(5) 

. AAygep=60 m? 


Demostración 


5» ÁREAS DE REGIONES TRIANGULARES 


Teorema 3 

El área de toda región triangular es igual al 
semiproducto de la longitud de un lado y la 
altura relativa a dicho lado. 


e 
Sea la región triangular ABD, tal qu 


AD=b a BH=h 


p< ue 
y B se traza BC//AD: ed 


Sea /A=/Aa agp: PO 
ABCD es un paralelogramo. 


Se observa que AABD = ACDB 


(LAL)- 


rel postulado | Teorema 4 (fórmula trigonométrica) 
a =Bacos= A El área de una región triangular es igual al se- 
miproducto de las longitudes de dos de sus la- 
analizamos elp dos multiplicado por el seno de la medida del 
=p apo + ABanco ángulo que estos determinan. 


IAAMABD 


aralelogramo ABCD, 
IA 7 ABCD 
> Agasco? 2/A 


Por el teorema 2 del área de una región para- 


Jelográmica. 
22=(b):(h) b:c 
IBAABC = — sen6 0<08<180? 
OO 2 
a 
Demostración 
» Observación 


Cualquiera sea la forma de la región trian- 
gular, el área siempre es el semiproducto 
de la base por la altura. 


(c)seno 


lr 


Á C 


=== A 


Se traza la altura BH. En el 5 ABH, BH=(c) sen6. 


Por el teorema 3 mn 


(b) ((sen0) 


Mhagc= 2 


b.c 
MAnaBc= => sen0 


» Observación 
B 


A F M ; E 


BM es una ceviana interior (BM=m) y pes ; 
la medida del ángulo determinado por BM , 


adro a y AC. j > y p 
Seta las a el pintor repre- AS (br): sen$ 
Sulares bi como regiones trian- p% : AABCT- ) 9 AL Za 
ertida ¡ “e SU Óptica la disposició É JS SRA 
"Plica a la mujer y a] E 0<fB<180* > ARE AA 
varón. an ZA A 
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» Nota 
El área de la región triangular equilátera 
se halla de la siguiente manera: 


B 


lA= a sen60* 


Aplicación 5 
En el gráfico, BM=MC, AN=6 m y NC=4 m. Cal- 
cule el área de la región ABN. 


B 


A N € 


Resolución 
En el gráfico 


B 
5 


> 
1 
1 
y 
1 
1 
i 
1 
1 
4 


Piden Aypy- 
En el 4BQC, si BM=MC, éntonces QN=NC=4. 
Sabemos que AN=b=6, entonces AQ=2. 
En el 4ABC, h?=(AQNOC). 
h2=(2)(8) > h=4 
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Por el teorema 3 


bh 
En 
6(4) 
ABN 9 


. Bygn=12 m? 


Aplicación 6 

En el gráfico, AB=5 m y BC=4 m. Calcule el 
área de la región triangular ACT. Considere que 
Tes punto de tangencia. 


Resolución 
En el gráfico 


Piden Baer. 
nte. . 
En 4 aplicamos teorema de la tange 
É=(AC)I(BC) 


P=(DA) => 1=6 


eorema 4 
Ñ (acicT) sen60? 
Bar 2 


(9)(6). /3 
Baer? 2 


porel 


2743 


2 
a Bacr=79 de 


Aplicación 7 
En el gráfico, AB=BC=CD, AE= l5u y DE=9 u. 


Calcule el área de la región PCE. 


D 


A Pp E 


Resolución 
Piden Der. 


Por el teorema 3 


PE 
per = ans) 
se lApcg= 30 u S 


. 6» OTRAS FORMAS PARA CALCULAR EL 


ÁREA DE UNA REGIÓN TRIÁNGULAR 


Teorema 5 
El área de una región triangular es igual al pro- 
ducto de la longitud del semiperímetro de la 


región y su inradio. 


>= 
Ss 


a —_—___—__———A 


| Barc=P Y | 
donde 


pS a+b+ce : el semiperímetro de la región 


triangular ABC 
r: inradio del AABC 


Demostración 


A 
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Sea Aaragc= A. 


Se traza AO, OB y OC para obtener regiones 
triangulares parciales. 


Luego 
lA=MA ao + BazoctíA proc 


CÓxr. ar 


b- 
IA= 4 == += 
2 2 2 


. MApagc=P Y 

Teorema 6 

El área de una región triangular es igual al 
producto de la sustracción de la longitud del 


semiperímetro de dicha región con la longitud 
de un lado y el exradio relativo a dicho lado. 


A 


Aa rec=(P- a)rr, 


donde 


-  p:semiperímetro de la a región triangular e 


-  r,: exradio relativo a BC 


Demostración 


—— 


Se traza la circunferencia inscrita al triángulo 
ABC. 


Se sabe que AT=U=p (longitud del semipe. 
rímetro de la región ABC). 


Se observa que 
Ex AO¡N tx AOT (AAA) 


> pr=p-0):() 0 


Del teorema 5 


Anac=P"Y (1 


De (1) y (IM) 
lAragc= (P-4) 'Fy 


Análogamente se cumple que 


»» Observación E PIÍS ras 
o eircunterens 
al . 


Todo triángulo tiene cual : 
¿Clas que hacen, contacto com: «su 
sus prolongaciones. 


y. — 


a 7 (fórmula de Herón) 


em e 
oa de una región triangular es igual a la raíz cuadrada del producto del semiperímetro con las 
El E cciones de este con las longitudes de cada uno de sus lados. 
gustra: 
3 donde 
- p: el semiperímetro de la región triangular ABC 
+b+ 
A Entonces p= ad 
Marc ES Vp(p= ap bp =)) 
4 b C 
Demostración 


4 LA Q 
d =p =q ( p=c Mr ai 
E ; 


A E 


D ; 

O sabemos que AQ=p, siendo p la longitud del semiperímetro de la región ABC. 

ara circunferencia inscrita del triángulo ABC de radio r, por el teorema 5 se sabe que 
AABC=Pp *r (D 


Tambi 
bién AT=p_ q, TC=p-c y CO=p=b.- 


A - AAQO, (AAA) 
= 2 
222 p % Pr=(p-a)r, (1D) 
Se op 


S 
e observa quer ATO, 
r 


Serva Me AO TC- AO 


r 20C (AAA) . 
TT =P-=c ; 
Pb —— 


la > Pra=(p-b)(p-c) (ID 
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S 


+ 


Multiplicamos (11) y CID. 
pr?=(p-ap-bMp=0) 


Multiplicamos por p a ambos miembros. 
p?-?=(p-ap-bNP-c):p 

En la expresión (1. 
(Ar año) =P - a) (p-b) (pc) 


 Aaasc=Jplp=a)l(p-b)(p-c) 


Otra manera de demostrar el teorema anterior 
es la siguiente: Ñ 


— 


. Por C trazamos CP LAC, tal que mxAOP=90". 
En el AABC 


m«aoc =90%+ DELS 990.0, 
=> mxPOC = q 


Como AOCP es un cuadrilátero inscriptible 
> MmXCAP=m=xCOP= au 


bs OBS - Is PAC (AAA) 
r_pb 
q bE (D 
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Ez HOM -Ix.CPM (AAA) 


y] 


se 


r n 


q m (1D 


En el E. 40M aplicamos relaciones métricas 
r=(p-a)"n (nn 

En la circunferencia, CH = CS 

> m+n=p-C (IV) 


De (D y (ID 
r_pb 


da 

q b m 
Aplicamos el teorema de proporciones. 

-b n 
Ani Y) 


p m=+n 


Reemplazamos (IV) en (V). 


DD mm Z A ———— 


> pp-aP-MP-=p*n(p-a) 


De la expresión (III) 
p-p-a-bP-I=p* Y 


Del teorema 5 
pr=iA ansc 


+ Bare lolo NP bNP=) 


Nola A 
-Se:dice que un triángulo 
las longitudes de sus tres 
-son números enteros. * 


“es heroniano 2 
ángulos na 


“Tenemos los siguientes t1Í 
AS sig sus Jados ee 
5 


—nianos, cuyas longitudes de 
(3,475), (3; 14y 15), 4; By! 
“sus áreas són: 6; 84;24;:- 


E 
: 


jgorema 8 

de una I 
ongitudes 
u circunradio. 


egión triangular es igual al pro- 
qn las 1 de los tres lados entre 

e la 
ducto d 


cuatro veces 5 


donde 
a,b,c: longitudes de los lados del AABC 
- R:longitud del circunradio del AABC 


Demostración 


Se BH 
traza la altura BH y por el teorema 3 


Bajo Eh 
AABC 2 (D 


ela 

ABC apli 

de dos lados, Plicamos 
b=2R.p 

> ho Tb 


| a (ID 
e 
| Mblazamos (UD en (D. 


teorema del producto 


AABC= Foc 


4R 


== 


Aplicación 8 


Los lados de una región triangular miden 7 m, 
8 m y 9 m. Calcule el área de dicha región. 


Resolución 


Graficamos. 
B 


U 


A D C 
Aplicamos el teorema de Herón. 
MA=xp(p-ajp-b)(p-c) 


Semiperímetro de la región ABC. 
_14+8+9 
ges 


Luego /A = /12(12-7)(12-8)(12-9) 
lA =/12(5)(4)(3) 


JA =1245 m? 


> p=12 


Aplicación 9 

En una región triangular, los lados miden 5 m, 
6 m y 7 m. Calcule la longitud del inradio de 
dicha región triangular. 


Resolución 
Graficamos. 


cd b Á 
Sabemos que a=5,b=6 y c=7. 
Piden r. 
Por el teorema 5 
A=p:r (D 
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Semiperímetro de la región ABC 
5+6+7 
P = 


> p=9 


Por teorema de Herón 


A=Jp(p-al(p-b)(p-c) 


/A =/9(9 - 5)(9 - 6)(9 —7) 
A=/HN(D(2) > A=6/6 


Luego reemplazamos (11) y (ID) en (D. 
6/6 =9-r 


Aplicación 10 


Dada una región triangular cuyos lados miden 
10 m, 21 m y 17 m, calcule la longitud del exra- 


dio relativo al lado que mide 10 m. 


Resolución 
Piden r,. 


A 21 C 


Sabemos que a=10, b=21 y c=17. 
Por el teorema 6 

DBrzc=b- Dr, (0 
Semiperímetro de la región ABC 


10+21+17 
ic a NS (1D 


Por teorema de Herón 


Banc =piP-aP-bNp=0 


(ID 


0119) 


DA pac = V2A(24-1024-204=17) 
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lA pe = 124 (141(3)(7) 
lA ppc=84 CD 
Reemplazamos (11) y (ID) en (D. 


84=(24-10)r, 


. r=6m 


Aplicación 11 

Los lados de una región triangular miden 13 m, 
14 m y 15 m. Calcule la longitud del circunra- 
dio de la región. 


Resolución 
Sabemos que a=13,b=14 y c=15. 


B 


Piden R. 


Según el teorema 8 


abc 
A - (1D) 
ABC AR 


Por teorema de Herón 
Asc =p (p-a)(p=b)(p=c) 


A 1gc = V21021-13/21-14)01-15) 
Arge = 218 1)(6) 


Reemplazamos (II) en (D. 


_13(14)(15) 
AR 


"84 


== 
— 


Toma en cuent ¡ 
ae 
Toro , ión triangular es igual a la ci "erón, luego 
Ñ A 1 TC8 ón Hrian c o 2_ a 
fl área de uni 4 /A*=r Faro ro 


/ aradrada del producto de los exradios 
ralz 


lativos a los I1res lados del triángulo con su 
re a IVOS 


inradio, 


lA = CACA 


»» Observación 


* Si tiene información de los lados de 
Una región triangular, verifique sus 


existencia. 


Ejernplo 


16 
Prueba de existencia para el triángulo 
16-8 < 6 < 16+8 : 
8 < 6 < 24 no es correcto, lo cual indi- 
ca que no existe la región triangular. 


Luego no hay área ni otro elemento 
que se pueda calcular. 


donde * Sila región triangular está definida 


r por sus lados, entonces es posible cal- 
Vr: : 
ob YT¿: exradios del AABC cular el área y otros elementos. 


142 


F:inradi 
Inradio del MABC Ejemplo y 
D Si los lados miden 6 u, 8 u y 10 u, 
Mostración a ¿cuánto mide el circunradio? 
Sea A Alc=/A B 
elos teoremas 5y6 
A<pr 
a (D A G 
a "a (1 
S(p- bp) h (1D 
5-0, 
Cu A 
relacione E Se verifica que es una región tiangu - 
4 =0,0m, (ID y (1) se multiplican. Jarrectangular (m«< ABC=907. 1 
a? A 4770 
laa NN li 44 
Mo CA SS RES | z y SHE HT 
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7» TEOREMAS ADICIONALES 


Teorema 10 
El área de una región triangular circunscrita a 


una circunferencia es igual al producto de la 
cotangente de la mitad de la medida de un án- 
gulo interior del triángulo y las longitudes de 
los segmentos parciales determinados por di- 
cha circunferencia en su lado relativo. 


donde 


- 0: mxABC 


Demostración 


Sabemos por teorema 5 


Banrc=P Y 0) 
Aarc=yP(P-BC)(p-AC)(p-AB)  (m 


Según el gráfico 


p=m+n+r:cot (2) 
Por teorema de la circunferencia inscrita 
r cof (5) =p-AC 


m=p-BC 


n=p-AB 


Reemplazamos en (ID y ordenamos conve- 
nientemente. 


ZAhaBC= p[r-cot? Jima) 


Elevamos al cuadrado. 


(IM 


o) 
DP aarc=P" r:m-n:cot (2) 
Reemplazamos (1) en (ID. 
BR, ¡go=/A -men+cot (2 
AABT BA ABC 2 


Simplificamos. 


- Arpgc=mMn: co1(5) 


nn 


feorema 11 región triangular es igual al producto de dos de sus exradios 
E de una 
glárea 


l ángulo determinado por los lados relativos a dichos exra 
dida del á 
de la me 


y la tangente de la mitad 
dios. 


| 
) 


0 
Marge = Ya"roctan 5 


donde 
- 0: medida del ángulo interior en B 


A P € 
HH M2 n 


Por el teorema 10 


Aa gc= m-*n*cot(8/2) (D 


Por teorema de dos cir 


"el mismo teorema 


elo 


. . = TC =/. 
cunferencias exteriores en €, y 8 obtenemos que MB 


en €, y € obtenemos que NB =7A =m. 
PIB y ESO»NB, res 


A pectivamente. 

=r. 

5% c" tan (8/2) (ID 
Fa tan (8/2) 0) 


Pla 
Ñ ZaMos (1D y (ID en (D. 


BCS (r.- tan 8/2) (r.- tan 8/2)(cot 9/2) 
Mi tan (8/2) 
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Teorema 12 

El área de una región triangular exinscrita a 
una circunferencia es igual al producto de las 
longitudes de los segmentos parciales deter- 
minados por el punto de tangencia de dicha 
circunferencia en uno de los lados adyacentes 
a él y la tangente de la mitad de la medida del 
ángulo que se opone a dicho lado adyacente. 


Banc =mentan[*) 


donde 
- 0: medida de un ángulo interior del A ABC 


Demostración 
Trazamos la circunferencia inscrita en el AABC. 


Sabemos que m=p es la longitud del semipe- 
rímetro de la región triangular ABC. 


También por el teorema 5 
Ar ABC m:r : (1 
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Por teorema de circunferencias exteriores 
BQ=CT=n 
En el Es5BSO 
r=n-tan(0/2) (1) 
Reemplazamos (ID) en (D. 
Ax agc=mM:n: tan(0/2) 


» Nota 
Si 0 = 90", entonces 
Marca mn 
B 
O 
Y 
A 
a 
A 


Teorema 13 

El área de una región triangular es igual al pro- 
ducto del inradio con uno de sus exradios y la 
cotangente de la mitad de la medida del ángu- 
lo que se opone al lado relativo a la circunfe- 
rencia exinscrita. 


donde 

- 0: medida del ángulo interior enáÁ 
- — r:inradio del AABC 

-  r¿: exradio del AABC 


8» ÁREA DE UNA REGIÓN TRIANGULAR 
RECTANGULAR 


Sabemos que p es el semiperímetro de la re- 
gión triangular ABC. 


Por teorema de la circunferencia inscrita 


AM=p-a 
También por el teorema 6 
Arrsc=(D- a): ro (0 
Del gráfico se pueden deducir los siguientes 
En el MAMI teoremas: 
o 
id co 5) (ID Teorema 14 
El área de la región ABC es igual al producto del 
Reemplazamos (II) en DE a exradio relativo a la hipotenusa por el inradio. 


* Baer (y) 


Teorema 15 
El área de la región ABC es igual al producto de 
los exradios relativos a los catetos. 


MAaagc=Yo Ye 


Teorema 16 (de Burlet) 


e 
a C 


 m—=——— n ———7 


» Nota 
Simx BAC =9= 902 


> 
Bar= r* EA 


En toda región triangular rectangular se cum- 


ple que 
| Barnc=MiN ) 
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AA > 
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Demostración 
A partir del teorema 10 


0 
Arrgc="mm:ncot (5) 
Como en este caso 
9=90 > cot()- 1 


5 Arac= Mn 


Teorema 17 
El área de una región triangular rectangular es 
igual al producto de las longitudes de los seg- 
mentos parciales determinados en la hipote- 
nusa con la circunferencia exinscrita relativa a 
la hipotenusa. 


DN CIR 
donde 


- mxABC=90" 
- PSyQson puntos de tangencia. 


Demostración 


En el gráfico, AQ=m y QC=n. 

Trazamos la circunferencia inscrita en el ABC 

Por teorema de dos circunferencias exteriores 
AT=CQ=n a TC=AQ=m 

Por teorema de Burlet : 
An ac (AT) (TC) =n:m 


An aga Mon, 


Aplicación 12 
Si TO=6 u, calcule el área de la región ABC. 


Resolución 


los de 9" 


AC es diámetro. En B y Q hay ángu 
Por teorema de Burlet, A=M"11- 
En el 4AQC, por relaciones métricaS 
6'=m:n : 
> M=6' 
MA=36 u* 


Aplicación 13. ' 

En una región triangular ABC, mxÁBC =60", La 
circunferencia inscrita determina_los Puntos 
de tangencia P, Q y T en los lados AB, BC y AC, 
respectivamente, Si AP=4 u y CQ=10 u, calcu- 
le el área de dicha región. 


Resolución 
Graficamos. 


Piden A jc: 
Por el teorema 10, Mage = men «cot(2) 
Sabemos que 8=60* 


Por propiedad de las tangentes a la circunfe- 
rencia 


AT=AP > m=4 
CT=CQ > n=10 
Luego 
Aagc=4(10) cot3p> 
* Bagc =4043 u? 


Aplicación 14 


A lados AB y BC de una región triangular 
» iden 6 y 10 u, respectivamente. El án- 


ul ¡ 
gulo determinado Por dichos lados mide 120. 
Cule e] p 


E Toducto de los exradios relativos a 
Stos lados. 


Resolución 
Sraficam os 


TRES 


Piden FT 


Sabemos que AB=6 u y BC= 10 u. 
Por el teorema 11 


Beeraraa(2) 


Sabemos que 9= 120? 


> tan (2) =v/3 (Mm) 


Por el teorema 4 


Das (ABNBO 
_(6)(10) /3 
e 


sen1202 


Reemplazamos (II) y (IID en (D. 
1543 = Fa a /3 


2 
+ Farro=15u 


Aplicación 15 
En el gráfico, 0=60%, AP=18 u, CO=4u yP,Qy 
T son puntos de tangencia. Calcule el área de 
la región ABC. 


Á C r 
Resolución 
Piden /A. 
P 
B 
d 
í C mM TY 
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Por el teorema 12 
JA 1Bc = men:tan( 2) 


Sabemos que 0=60". 
m=AP=18 
n=CQ=4 

> A=1838(4) tan30* 
lA= 18(9 43 

3 
JA =244/3 u? 


Aplicación 16 
Los lados AB y AC de una región ABC miden 
16 u y 6 u, respectivamente, y el ángulo com- 


prendido entre estos lados mide 60”. Calcule * 


el producto del inradio y el exradio relativo al 
lado BC. 


Resolución 
" Piden r:r,. 


A 
Le ENE 


AH——á] 6 AC 


Por el teorema 13 
Aa =Y1 "Ya cot($) (D 

A partir de los datos, /A ¿pp = noo: 
Ago =24V3 , (1 


Reemplazamos (II) en (D. 
24V/3 = r-raN3 


r:r¿=24 us 
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9» RELACIONES DE ÁREAS 


Teorema 18 

La razón de áreas de las regiones parciales de- 
terminadas por una ceviana interior en Una re- ' 
gión triangular es igual a la razón de las longitu- 
des de los segmentos parciales determinados 
por dicha ceviana en su lado relativo. 


B 


donde 


- BM: ceviana interior 


Ba ABM 


a 
Ba MBC+ b 


Demostración 5 eo 
Trazamos la altura BH del triángulo E 
cual es altura de los triángulos ABM y MBC- 


B 


nn 


> Nota 
Por el teorema 3 
a:h Si dos o más regiones triangulares corn- 
AMABnT Ty parten la misma base y las longitudes 
de sus alturas son iguales, entonces son 
_ b:h equivalentes. 
Ameca” 2 
D B E 
Aran _ 2 
y 
Anmóec ? 


Otra forma de demostrar este teorema usando 
el teorema 4 es la siguiente: 


A DAA 
AMABM «senal Si DEJ/AC 
b:h 
> Ana = ] 
A = .sen0 
A ABM - 
ZA a aoc , 
Como a.+8=180 MAITE bh 
> Sena =senb AAC 2 


A a 
Ss Barc Baroc=Baaec 
Bam b - | | 


» ob ARS, 
Observación Teorema 19 


En todo triángulo, al trazar las tres medianas, la 
región triangular queda dividida en seis reglo- 
nes triangulares equivalentes. 


Si BM es mediana del triángulo ABC, en- 


t ¿ i 
Ohces las regiones parciales ABM y MBC 
son €quivalentes. | 


B 
B 


AM, BN y CQ son medianas del triángulo ABC. 
> Arion=Bancc=Bacom> Pame” 
Argo Ba 0ca= A 
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Demostración Si M, N, y Q son puntos medios de BC, ACyAB 
De la observación anterior, toda mediana de- respectivamente, entonces 


termina dos regiones equivalentes. 2. ps 
| 1 ON Bamc=Ba uo=Ba uvo=/A 


Demostración 

Del teorema de los puntos medios, si las regio- 
nes triangulares AQN, NMC, MBQ y MNO son 
congruentes, entonces sus áreas son iguales. 


Teorema 21 


En los triángulos BGC, AGC y AGB Si dos triángulos tienen, respectivamente, una 


Ariom=Barnmoc=A de sus medidas angulares iguales, las áreas de 
Arcon=Aarnca=B sus regiones triangulares son proporcionales al 
Ario" Baqoe= E. producto de las longitudes de los lados que de- 


terminan los ángulos de igual medida. 
Luego, como el Al 1pm= Aa acu 


2C+A=2B+/4M 


| OB N 
> B=C (D 
Como Aaran= Aang 
2 + IB =2/A +1B | 
>A=T (ID A 
A CM y 


De (D) y (ID 


A=B=C Si maBAC = m<NMOQ = al, entonces 


Por lo tanto, las seis regiones triangulares son 


equivalentes. SABE (BA):(AC). 
Bao (NM)(MO) 
Teorema 20 E Basno a 


En todo triángulo, al unir los puntos medios de 
sus tres lados se forman cuatro triángulos par- 


ciales de regiones equivalentes. Demostración 


ue 
De la fórmula trigonométrica sabemos 4 


Aaarc= - (BA): (AC): sena: 
Parma” (00-010): seno 


Darec BOO 
Mamo - NM): (MO) 
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Teorema 22 o ) 
¡uno de los ángulos interiores de un triángu- 
Siu suplementario con uno de los ángulos 
qee de otro triángulo, las áreas de sus 

regiones triangulares son proporcionales a] 
| producto de las longitudes de los lados que 
determinan dichos ángulos. 


Q 


Á B M N 


SimxABC + mxQMN = 180", entonces 


Marc (AB)-(BC) 
—(QM)-MN) 


Aauno 


Demostración 

Sea MXABC=u y MXMON=9. 

Por trigonometría sabemos que si q, + 9 = 1805, 
gntonces sena = sen6. 

Por el teorema 4 


1 
Aasc= 3 (AB) -(BC)- sena 


Añoyy= > (QM) - (MN) - sen0 


. aso (4B)-(BC) 
AAA = 
Baro (0M-(MN 


Si dos mms 
Sus y los SON semejantes, las áreas de 
ls ua 5 triangulares son proporcionales a 


ados de las lono; 
los homológos, Ngltudes de sus elemen 


B 


ma 21 (relación de áreas) 


JA ; 2 092 
DABC _ a le lacT Y 
Bano (MN (MOy 


donde 


- R: razón de semejanza de los triángulos 
ABC y MNOQ 
Demostración 


Como mxBAC = M<XNMAQ, entonces del teore- 


obtenemos que 


(a 


Por triángulos semejantes sabemos que 


Ba asc _ (AB)-(4C) e) 
Bano  (UN):(MO) uN 


Ah asc im (05) (ABy? p2 


Baro MN) WN) (un? 07 


Aplicación 17 

En un triángulo ABC, AB=5, BC=13 y AC=12, 
La circunferencia inscrita determina en AC 
el punto de tangencia 7. Calcule la razón de 
áreas de las regiones ABT y TBC. 


Resolución 
Graficamos. 


— y 


En el AANC, NMe ¡ 
Piden ZA BT s mediana 
PRE >. MArun=lAnuc 
Se cumple el teorema de Pitágoras 
En el AABN, AN=1 =AN= 
52412213? ne 3 y NC AN 13, 
El 4ABC es recto en A. AN es ceviana y por el teorema 18 
Por teorema de Poncelet A _5 
5+12=13+2r 2B 13 
=2 
Í  A_10 
> AT=r=2 an TC=10 SS E 
Por el teorema 18 
Aagr _ AT Aplicación 19 
lArgc TC En el triángulo ABC, / es el incentro, AB=8 y 
IN 9 BC=10. Calcule la razón de las áreas /A y B. 
ABT_£ ] 
Arc 10 
B 
Ar _1 
Mrgc 5 
| Aplicación 18 
A En el gráfico, MN es mediatriz de AC. Si AB=12 C 
y BN=5, calcule la razón de las áreas /A y IB. A 
Resolución 
Piden a 
IB 


Resolución 


Piden a 
IB 


' c. 
Por incentro (1), m«ABD=m+DÉ gulo de 


; án 
Las regiones ABD y DBC tienen U” 
igual medida. 7 


690 


rel teorema 19 


Po 
800) 


Aplicación 20 


Eilado AC mide 14 y AB=BC=11. Calcule la ra- 


zón de las áreas /A y IB. 


A 


Resolución 


Piden A 
B 


A 
ANM y AMBC t 


B 


Aa 


'€nen ángulo a. 


Aplicación 21 


Calcule la razón de las áreas de las regiones 
ABD y BCD. 


El ABCD es isósceles y mxBAC=mxBDC. 
ABCD es inscriptible 
> m=xBAD+m=xBCD=180* 


Las regiones ABD y BCD tienen ángulos suple- 
mentarios, luego aplicamos el teorema 22 


ZA ago _ 318) 
Baco 55) 
Aro _24 
Asco 23 
Aplicación 22 


En el gráfico, ABCD es un rombo, PB=4 y 
BO=6. Calcule la razón de áreas /A y B. 
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Resolución 


Baros y 
En el gráfico 'APQS _ 1 


Banc 2R 


donde 
- P,Q,S: puntos de tangencia 
-  APQS: triángulo tangencial del AABC 


Demostración 


En el rombo, las diagonales son bisectrices. 


Luego EA = E : 


DO 6 
Los lados opuestos del rombo son paralelos 
> APAD - ADBQ 


Luego por el teorema 23 


A (2r) 
Tenemos que 7 =>—>3 
B (3%) 
A_4 
es En el gráfico, P+0=180". 
Por el teorema 22 
Teorema 24 


Baro MO 


Dado un triángulo ABC, inscrito en una circun- AAA 
Barc DO 


ferencia de radio R y su triángulo tangencial 


Ñ respectivo (inscrito en una circunferencia de r A 0 
Ñ radio r). La relación de áreas de la región POS > RBaroo" ac ds 
y la región ABC es igual a la relación del radio r 
y del diámetro 2R. Análogamente, 4 +Y= 180* 
MAs00 - MO 
Barc 00 
0D | 
27 a E 
También 
Baro _ 00 


Barc WM 


JA = a Apanc 
—> lMAPOS hi6 
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RR 


las 


ecuaciones (D), (ID y (ID. 


gymamos 


ZA 


of 1,1 a AROS HO 
pl — = £ 
A ano asoo Baros , E be de) 06 Barc 2R 


áfico se observa que 


enel gr donde 
Bara" Ra roo +BasoQ+ Ba pos 
BP. Q y S: puntos de tangencia 
200 -  APQS es triángulo t j 
Luego e uibre) Q g angencial externo al 
ar MABC 
ÑO a“b:c 
Delos teoremas anteriores se sabe Demostración il 
a+b+c=2p 
A abc 
Ss Pp *p= 
AABC AR 


Reemplazamos en la ecuación (IV). 
Pano LNZO) Leo) (21) 
As ac (e tar) Es) 4R 


4R 


4R 
: Paros 
Aa se 2R 
Teorema 25 


Enel Sráfico, R yr, so 
do del triángulo AB 
Puntos de tangencia 

"egiones POS y 


n el circunradio y el exra- 
C; además, P Q y S son 
y la relación de áreas de 


el exradio ABC es igual a la relación En el gráfico 
espect 00 y el doble del circunradio (2R) mn ió 
ds “ángulo ABC. Aapos=Aa por + Bares” Baqes 


Por el teorema 21 de la relación de áreas con 
un ángulo de igual medida 


Mare _ larla_ 1) 
Aa ac ac 
Mares _ Ya-'a (11D 


q¡(Í([jit6 > 
Por el teorema 22 de la relación de áreas con 
ángulos suplementarios 


p + (0.+0) = 180" 


JA A QEs y Ya* Ya (IV) 


Ah ABC b:c 


Reemplazamos (IV), (ID y (ID en (D. 


2 2 2 
La 


! r 
ZA =/A —— +A —L—IA E 
APOSFBAABC o PAABC" pp AABC" he 


A 5 
Mrapc Nac ab bc 


Efectuamos las operaciones recordando que 


2p=a+b+c. * 


Baros _ 21 (PA) 


ZALABC abc (M 
Además por los teoremas 6 y 8 

Ahargc= [PD 0)* Fa (VD 

abc 

Brapc e (VID 
De (VD y (VID 

p-a_ 1 

abc  4Rr, (VID 


Reemplazamos (VIII) en (V). 


Bnapc  “ ART, 


Paros _ 9,2 l 


Paros _ fa 
Mnac 2R 
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Aplicación 23 
En el cuadrante AOB, CD=DE y OF=2 m.C 
cule el área de la región ODEF, cl 


4) 


0) F B 


Resolución 
Con el gráfico 


Piden /Aopgr- 
Por el teorema 2 
Aopgr=(OPOC) (0 
Por dato, OF=2. ( 
Además, CD=0F=DE=2 
En el MOCE aplicamos teorema de Pitágore*: 


Por rob 


Luego OC=3 am) 


Reemplazamos (11) y (ID en (D. 
Boper= (233) 


2 
- ¡Agpgr=8M 


n= 


icación 24 — a 
e gráfico, el diámetro AB de la semicircun- 


ferencia mide 4 m. Calcule el área de la región 
er : 


sombreada. 


Resolución 
En el gráfico 


Por los radios 


que miden 2, los triá 
YOBD son eq , los triángulos AOC 


Uiláteros, 


CM=D ES 
Mea (D 


Por e] teorema 1 


A 
Mcon=(MN) (DN) am 


En los tw; 
Os triángulos CMO y DNO 


MO=0y- 


Reerp 
“amos (y) y (ID en (1D. 
Ycon=(2)(/3 ) 


Y 


Aplicación 25 

En un triángulo ABC, AB=12 m y AC=24 m. Se 
traza la bisectriz interior AD, DE//AC y DF//AB 
Si la distancia entre el punto D y AC es 4/3 
calcule el área de la región AEDF, 


Resolución 
Graficamos. 


Piden el área de la región paralelográmica 
AEDF. 


Por el teorema 2 


Aagpr= [(AFIDO) (D 


En el AABC aplicamos teorema de la bisectriz 
—BD_12 
DC 24 
> BD=l A DC=20 


Por teorema de Tales (ED//AC) 
BE_1 
EA 20 

> BE=4 » EA=8 


Además, mx ADE=m <DAF=0. 
El AAED es isósceles 
> ED=8 an AF=8 (ID 


Reemplazamos (ID en (D. 
Mgor= (84413) 


2 
sed Mgor=32N/3 m 
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Aplicación 26 
En el gráfico, ABCD es un rectángulo y los ra- 
dios de las circunferencias miden 1 m. Calcule 


el área de la región POQT. 


Resolución 
En el gráfico 


Sea A=/Apgor- 
Por el teorema 1 
A=(PTI(QT) (D 
El AABG es equilátero 
En el DAEO 
04=2 A AE=V3 


Además 
OG=0A4=2 > GQ=2 


Luego 
PT=00=4 (Mm 
OT=AE =4/3 (ID 


Reemplazamos (II) y (ID en (D. 
A=(4)(4/3) 


Z JA=44/3 m? 


Aplicación 27 

En un triángulo ABC, recto en B y con centro 
también en B, se traza el arco de circunferen- 
cia AQ (Q€BC). Si AC=13 u y BQ=5 u, calcule 
el área de la región AQC. 


Resolución 
Graficamos. 


A 
HH 18 TT 


Piden el área /A. 
Por el teorema 3 


_ (QCIAB) 0 


JA 
2 


Por el radio del arco AQ 


AB=BQ=5 0 


En el BABC aplicamos teorema de Pitágoras- 
(BO)?=13?-5? > BC=12 

Luego QC=7 (UD) 
Reemplazamos (II) y (ID en (MD. 


00) 
2 


——— 
icación 28 
a triángulo ABC, [ es el incentro; además, 
los ángulos ABC y AIC son suplementarios. 
si AI=6 u y CIS8 u, calcule el área de la re- 


Aplicación 29 
Un triángulo ABC está inscrito en una circunfe- 
rencia de radio R. Si mBC = 90? 


y mAC=120", 
calcule el área de la región AB 


C en términos 
ión AIC de R, 
gió ' 
Resolución Resolución 
Graficamos. Graficamos. 


90 


Piden A. 
Por el t Piden el área JA. 
a os 
A En la circunferencia, mAB =150>. 

ia a O mf) (D Por el teorema 4 
En A — LIO eng) (D 
ea AABC, por incentro, AJ y CI son bisec- 

Por ángulo inscrito en 4, B=75". 

3 B=0op+, 1809 

dd a > sen75'= 9 (ID 
Luego B= 120» 
Sabemno Por propiedad 

pe si mBC=90" > BC=Ry2 (ID) 
sent20 Sen60" = 3 (1 mac =190% => AG= RY3 (IV) 
) . 

Re 

lazos (ID en m Reemplazamos (ID, (IID y (IV) en (D. 

OIE _(RJV2)(RV3) 6 -—J2 

e JE 
ER A 8 
1243 y? 


a 20545) 
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Aplicación 30 

En un triángulo ABC, BO es altura y el punto H 
es el ortocentro de dicho triángulo. Si AQ=5 u 
y QC=7 u, calcule el producto de las áreas de 
las regiones AQH y BQC. 


Resolución 
Graficamos. 


Piden /A-TB. 
Por el teorema 3 


> A-B=lala+ b)] (0 


Los triángulos AQH y BOC tienen los mismos 
ángulos complementarios. 


Luego AQH - ABOC 
ad 
7 (a+b) 


a(a+b)=35 a 


Reemplazamos (11) en (D. 


A-B = 2689) 


Aplicación 31 

En un triángulo rectángulo ABC, recto en B,BM 
es mediana. Si AB=8 u y BC=6 u, calcule e] 
producto de los radios de las circunferencias 
inscritas en los triángulos ABM y MBC. 


Resolución 
Graficamos. 


Piden (r,)(r,). 

En el BABC aplicamos el teorema de Pitágoras. 
(4C)?=8*46* 

> AC=10 


Por teorema de la mediana en los triángulos 
rectángulos 


pm- E > BM=5 


Por el teorema 3 


8(6 
Bac > Ayc=2 


Por la mediana a BM 
MArgu=Aygc=12 


Por el teorema 5 


> g(r,)=12 0 
Augc=p(r,)=12 

> 8(1))=12 : qa 00 

Multiplicamos (1) y (ID. 


72(r)(r,)=144 
(r)(r,)=2 u?: 


> AAA 


aplicación 32 Aplicación 33 

gl lado AC de un triángulo ABS ES tangente, en En un plano están ubicadas tres circunfere 

Tala circunferencia inscrita a dicho triángulo; cias tangentes exteriores dos a dos. Si la An 
y É a 


la prolongación de AC es tangente en Q a la de radios es 15 cm y el producto de los mismos 
circunferencia exinscrita relativa al lado BC. Si es 105 cm, calcule el área de la región triangu 
AT=12, TC=3 y CQ=1, calcule la razón entre el lar que se forma al unir sus centros 
inradio y el exradio Y. 
Resolución 
Resolución Graficamos. 
Graficamos. 
| > 
. | LS 
DS Y 
A 12 FF 2 Cra 
HAAAÁ PS 
Piden —. 
Ta 
Por los teoremas 5 y6 
Aygc=pr (D Piden /A4gc- 
Augc= (p-dr, (ID Podemos aplicar el teorema de Herón. 


Arge = Vp(p-aMp-bMpP=c) (D 


lou . 
Sualamos los segundos miembros de las ex- 


Presi 
ones (1) y (1D. El perímetro es 
pr=(p-a)r 
a 2p=2r,+2r,+3F3 
' 
+ DE _ (ID 
r, FS (ID > p=F; +19 +13 
donde a=BC. Según el gráfico 
Por a=BC=r,+F3 
€l tem . - , 
cita Ye circunferencias inscrita y exins- b=AC=r|+"3 
Ar c=AB =F¡ +" 
Mo Praia (IV) 
P 3 p=16 Luego 
Re ss > p-a=r + trar ota (1D) 
Mplazamos (IV) =a=r. 
r 1 y (V) en (ID. Pp 1 
. p-b=r,+rg+1311773 (IV) 
p-b=rz 
* poe=rtatnT (v) 


p-c="3 


Reemplazamos (ID, (IID, (IV) y (1) en (D. 


Mage = (ri +ra+13)(1)(19)(13) 


Por dato 


ña lA age =1547 


Aplicación 34 

En un triángulo ABC, la medida del ángulo ABC 
es 120”, AB=3 m y BC=5 m. Calcule la longitud 
del circunradio de dicho triángulo. 


Resolución 
Graficamos. 


Piden R. 


Por el teorema 8 
Basc =p 0) 


Para conocer b aplicamos el teorema de co- 
seno 


b"=a*+c-2(ac)cos120>) | 
e) 


b=7 (ID 


Por el teorema 4 


JA ac = (Es o) (sen1 20) 


Buell, 
ZA pc = (Blu (1D) 


Reemplazamos (II) y (ID en (D. 


deagos 


Aplicación 35 

Los lados AB, BC y AC de un triángulo ABC 
miden 13 m, 15 m y 14 m, respectivamente. 
El punto £ es el excentro relativo al lado AC. 
Calcule el área de la región AEC. 


Resolución 
Graficamos. 


Piden Ayrc. 
Por el teorema 3 


ZA pEC SS Sd p) e (D 


Por los datos, a=15,b=14 y c=13: 


pu 


¡teorema 6 Resolución 
Mn (p-b)r, (ID Con el gráfico 
TN 
donde 
p= a+Dte + ps2l 


Por el teorema de Herón 


Age = po DP b MP =c) 
Aye = (2121-15)(21-140(21-13) 


A yg =84 (ID Piden Ayoc- 
Observando los radios notamos que 
Reemplazamos (III) en (ID. - QO=0C=R (D 
84=(21-14)r, > ry=12 (IV) OC=00=R | 
AO=00=R > AQ=RYV2 (ID 


Reemplazamos (IV) en (D). Del gráfi 
el gráfico 


14(12) 

Basc= 2 m=AQO=45* 

m=00QC=60" 
* Age =84 m? 
Por el teorema 4 
Aplicació 
En el pe 0 Doa LO cen1053 (1D 
,: Y“ es punt ¡ 

A0=08. Calc] punto de tangencia y 


e el área de la región AQC en 


'Éminos de R, sen105* =sen75* = 


Y6+Y2 q) 
A 

Reemplazamos (1), (ID y (IV) en (ID. 

E e EA] 


AQCcí 2 4 


dp 


Boo 


»o 
B iografía 


Herón de Alejandría 


En la tradición griega, las matemáticas eran consideradas una ciencia 
pura cuyo fin era la búsqueda de la verdad. Bajo este punto de vista, 
Herón de Alejandría sería distinto, si por tal se entiende a quien emplea 
sus conocimientos teóricos en la obtención de apiicaciones concretas. 
Hay quien atribuye este cambio al hecho de que, probablemente, Herón 
no era de origen griego sino egipcio, cuestión difícil de determinar ya 
que, si bien su obra ha perdurado, desconocemos casi todo sobre su 
persona; incluso para fijar la época en la que vivió suele darse un inter- 
valo que va del siglo | a. n. e. al primero de nuestra era. 


Los egipcios eran maestros midiendo distancias y áreas sobre el terreno; Herón perfeccionó 
estas técnicas y sus tratados sobre geodesia siguieron utilizándose durante mucho tiempo. La 
geometría clásica que formaba parte de una educación general no trataba de este tipo de pro- 
blemas prácticos, estos se incluían dentro de la geodesia o métrica, materias que eran objeto 
de estudio por parte de agrimensores o albañiles. En algunos aspectos de la obra de Herón se 
pone de manifiesto la ausencia de las limitaciones que imponía la geometría pura predominan-- 
te entre los griegos, por ejemplo, en la famosa fórmula conocida como el teorema de Herón 
para la obtención del área de la región triangular que, aunque lleva el nombre de Herón, se 
atribuye también a Arquímedes. En esta fórmula, según destaca el historiador Eric Temple Bell: 
“ningún geómetra griego académico hubiera presumido 'multiplicar cuatro líneas juntas” como 
en la fórmula; pues el producto no tiene ningún significado geométrico en el espacio euclidiano 
de tres dimensiones. El ingeniero Herón no se detuvo ante esos obstáculos”. — - 


Además de escribir al menos trece obras sobre mecánica o matemáticas, Herón destaca a 
inventor de diversos instrumentos, entre ellos la eolipila, antecedente dela turbina de al 
o el odómetro, que permite contar las vueltas que da una rueda en movimiento mediante ¿E 
sistema de engranajes. Algunos de sus textos llevan títulos como: La construcción 08 pe E 
tapultas, Neumática o El diseño de armas. También aplicó sus teoremas al diseño de pe vos da 
salas para banquetes y baños; en alguno de sus libros, a veces concebidos como rece E E 
de problemas con sus correspondientes soluciones. Herón, en su Métrica, da ejemplos $ 

el cálculo de raíces cuadradas. 


/ 
, - 5 p d alumno 
Adaptado de <http://docentes.educacion.navarra.es/mpas pd: 
2%, : “modeloG/2bach_Ciencias/Datos/biog2?* E 
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>» Problemas resueltos 4 


Luego, por el teorema 3 


problema 1 o ci 

Se muestra el esquema de una piscina circu- iS C)t 

far. La región sombreada representa el toldo 2 

que protege a los niños. Si AB=2 u y Ea u A= (6)4 

y T es punto de tangencia, calcule el área de 2 

dicho toldo.  JA=12u? 
Problema 2 


La envoltura de un pequeño cilindro es como 
la región rectangular ABCD que se muestra; 
además, AB=6u,Q € AD y AD=10 u. La región 
sombreada debe ser transparente y de área 
mínima. Calcule el área de la región BQC. 


Resolución -¿B 
Enel gráfico 


t Á 


Resolución 
En el gráfico 


HH 10 
B P c 


MS 


(e) 
[2] 
3 
[e 
[A 
-- 
Ec 
= 
pod) 
dm 
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Piden el área mínima de la región BQC y ocu- 
rre cuando PQ es mínimo con OQ=5, entonces 
PQ=1. 


Luego, por el teorema 3 


10(1) 


BOC = 9 


e. Agoc= 5u si 


Problema 3 


El esquema muestra dos terrenos cuadrados 
ABCD y DEFG de lados a y b. Calcule la razón 
de áreas de las regiones sombreadas. 


Resolución 
En el gráfico 


——y 


Según la diagonal AC del cuadrado ABCD, | 
m=ACD=45". 3 


La razón de áreas /A y B es igual a la razón de 
alturas, ya que las bases tienen la misma lon- 
gitud c. 


A_AD 
B FG 
A_a 
B b 
Problema 4 


Un agricultor tiene un terreno rectangular de 
40 m por 120 m, como se muestra en el gráfico. 
En la región PCD se va cosechar sandías. Cal- 


cule el área de dicha región. 


120 C 


Resolución 
En el gráfico 


= 


“a 


A 


Por teorema de Herón 


| piden Apco* 


1 4ABC aplicamos teorema de la bisectriz.. Basc=yYP(p-alp=bXp- c) 
Ene Treo A 
JA 1c =v/180(180-100X(180-120J(180—140) 


ZA gc = 240046 cm? 


AP AB _ AP 


1 
LS 5 
PC BC Cc 3 


En el ZADC, por el teorema 3 


e Problema 6 
A= 2 En el gráfico se muestra un panel de publici- 
dad de forma rectangular, en el cual resaltan 
¡A=600 las regiones triangulares de áreas JA; y A. Si 
Om? AB=9 u, PD=5 u y AD=12 u, calcule 1A;-lA,. 
«. 3A=1800 m 
e 
Problema 5 


Una pared de material noble ha sido dañada 
por accidente debido a un camión. El gráfico 
muestra la parte dañada que se va restaurar 
(región ABC). Si AB=140 cm, BC=100 cm y 
AC=120 cm, calcule el área de la región ACB. 


Resolución 
En el gráfico 


B 
Por el teorema 3 
12(9) 
140 20 
100 ] ZA 18D =/4,+M 2 
e 12(5) 
A 120 A ; App = A+ A A 
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Luego 
7A, -1A,=54-30 


. JA, -1A,=24 u? 


Problema 7 

Un ingeniro agrónomo ha dividido un terreno 
rectángular en seis regiones, tal como se ob- 
serva en el gráfico. Si AP=PQ=0QD, calcule la 
razón de las áreas M y IB. 


Resolución 
En el gráfico 


. IM 
Piden B á 


De JAPE - AAQF —AADC se obtiene las áreas 
14, 4Ay9A, respectivamente. 


A 


JA agc= Apnea YA : 
> M=3A A IB=3/A 


La 
IB 


Problema 8 


La base de un circo es hexagonal y su techo 
está cubierto con una lona muy fuerte, pero 
una de sus partes está dañada, tal como se 
muestra en el gráfico. Si PB=PC=10m y 
m-=BPC=45", calcule el área de la lona BPC. 


12 


Resolución 
En el gráfico 


Por el teorema 4 
10(10)sen45* 
Apgc = 3 


o 2 


NA 


9 
diri ha perdido parte de un terreno 
ser la construcción de una carretera. El 
o pe que el terreno estaba limitado 
Ae m, BC=143 m y AC=44 m. Luego 
mee por BM=150 m y BN=130 m. 
Tale el área del terreno MBN. 


Resolución 
Piden el valor de /A. 


E tiángulos MBIy 
da 


ángulo 9 y Por lad 
Debj 


y ABC son semejantes por 
OS proporcionales. 


A= 
MN 0) 
= 1 a 
MS o 
5240 m? j 


A 


A 
Problema 10 


La región rectangular ABCD e 


s una cochera en 
una tienda comercial 


y en las regiones som. 
breadas están Ubicados los servicios higiéni- 


cos. Si BM=MC, AN=a y ND=b, calcule la ra- 
zÓn de áreas de /A y BB en función de a yb. 


Resolución 
En el gráfico 


A a 
Considere a BM y MC como las bases Aoi E 
giones sombreadas, entonces la razón de 
áreas es la razón de sus alturas. 


Así tenemos que 


0 a 
ABTN - ABCD, g atb 
A__4 
B a+b 
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Problema 11 Problema 12 
Un taller de carpintería tiene forma cuadrada, Un vivero de vegetales tiene forma rectangular 
tal como se muetra en el gráfico. La región ABCD. Un especialista reservó la región som. 
BOC es el almacén. Si BP=9 u y PC=4 u, cal- breada para sembrar variedad de claveles, si 
cule el área de dicho almacén. AC=12 u, calcule el área de la región sombreada, 
B de C 
| A D 
Resolución 


En el gráfico 


Resolución 
- Enel gráfico 


En el gráfico, por el teorema 3 


_13(n) : ode 
ss 2 En el rectángulo ABCD, O es punto medio 
> PT=h+0=13 ambas diagonales. 


AO=0C=0B=6;r=6 


En el 4AQD, por relaciones métricas Los triángulos BOC $ PBO son isósceles Y la 


2. zz a 
0=9(4)=6 | m«PBO=60* o 
ES El triángulo PBQ es equilátero. | 
13(7) | - 2 d 
Luego A==3 3 a-E8 E 
2 E 
» /A=45,5 u de A=943 e 
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na 


3 

. e esquinas de un parque rectan- 
80 área es 4800 m?, está ubicado un 
E ni forma circular cuyo diámetro es 
ms se muestra en el gráfico. Las 
pde sombreadas son áreas verdes que es 
necesario Cercar, calcule la suma de períme- 
tros de dichas áreas verdes. 


Resolución 


Piden la suma de perímetros 


de las regiones 
sombreadas, : 


ema q 
Bala > dicha Suma de perímetros es 
A Metro de la región ABC 
Adela rene 
ió 
Lorea "ABC es 2400 m?, entonces 


to 
SN Ma de na,: 
m, 


A 


Problema 14 


El portal de un auditorio tiene en la Parte supe- 
rior un arco de circunferencia cuyo radio mide 
4 u. Si P es punto del arco AB y mAB=120> 
cule el área de la región APB. 


, cal- 


Resolución 
En el gráfico 


La longitud de la cuerda que subtiende un 
arco de 60” es igual al radio. 


AP=PB=r=4 


Luego, por el teorema 4 


a= 9 seno 
2 
_4(4) /3 
Eo a 
A=443 u? 


709 


710 


Problema 15 Problema 16 

En el gráfico mostrado, ABCD es un romboide. En el gráfico, calcule la razón de áreas de las 
Si AB=4 u y BC=6 u, calcule la razón entre las regiones sombreadas. 

áreas /A y IB. 


Resolución 


e En el gráfico 
Resolución 


En el gráfico 


En el cuadrado ABCO, AP=PC=a. 


En D se observan ángulos opuestos por el En el 4COQ, CQ =rW2. 
vértice. 


semi- 


El cuadrilátreo APCQ está inscrito en la 


Por ángulos inscrito en la circunferencia 1807 
circunferencia, entonces p+0= ? 


m=xPAQ=mxPCO=0 


Luego los triángulos CDP y ADQ son semejan- Por teorema 4 
tes por el teorema 23. 
A= Y seng 
_A_0DY dE: 
B (aDY 
A_16 m= YY sono 
B 36 2 
n_4 A_Y2 
B 9 B 2 


y 
blema 17 in- 
sl ¡ángulo rectángulo ABC recto B, de in 
gn un trié po de los cuadrados de las áreas 
centro po ABI y BCI es l. Calcule el área 
de las I' 
dela región ACI. 


Resolución 
Graficamos. 


Piden Aa ac. 


Sabemos que / es el incentro del Es ABC, en- 
lonces / equidista de AB, BC y AC. 
Por dato 


(Ba 451)? + WArrc)? =/( 


(9 


Problema 18 


AAA 


En un triángulo rectángulo ABC, recto B, exte- 
riormente al triángulo, se construyen los trián- 
gulos equiláteros ADB y BEC. Calcule la razón 
de las áreas de las regiones ABC y DBE, 


Resolución 
Graficamos. 


AaBC 


Piden 
MAADBE 


En B, maDBE=150". 


Por los teoremas 3 y 4 


a“c (MD 
Marge = uN 


a 


c ] 
Maps ==5 Sen150 


(ID 


Dividimos (1D) y (1D. 
ac 
Maragc __ 2 
Bang Y 


0 


Paasc 9 


Ma pgE 
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Problema 19 

En un triángulo ABC, se traza la altura BH, tal 
que m=xABH=2(m=xHBC), 2(AH)=5(HC) y 
AB=6. Halle el área de la región triangular BHC. 


Resolución 
Graficamos. 


Piden A, snc- 

Sabemos que 2(4H) =5(HC). 

Sea AH=5k, entonces HC=2k. 

Por dato, mx ABH=2(m=xHBC). 

Sea mx HBC=0, entonces mx ABH=28. 


Por el teorema 3 


Ma Buc= a i 0) 


Se traza la bisectriz interior BL del AABH. - 
Observamos que LH=HC =2R, entonces AL= 3H. 
En el is AAB aplicamos teorema de la bisectriz 


interior. 


=== > h=4 (ID 


En el Es AHB aplicamos teorema de Pitágoras. 
(5r)?+42=6? 


2 
(5rR)=20 > k= a (IM 


E 
Reemplazamos (II) y (IID) en (D. 


245) 4 
Bam [PEE 


8 
- Magnc= V5 


Problema 20 

En el gráfico, T y P son puntos de tangencia. 
Si m7Q =mxTOQC y QC=8 m, calcule el área 
de la región sombreada. 


OS 


Pp B 


Á 4 0) - 


Resolución 
En el gráfico 


EN 
A 0 EE 
A 
Piden A, 4cp: 


Se sabe CP 1 ABenP 
Por el teorema 3 


(AB)CP) 0 
2 


PLN ACB = 


Sea AB=2R y CP=r. 


A 2R-r 


T—— =Rr (1D 
BracB? 2 


abe que O, C y T son colineales. 
Ses e Ñ 
Sabemos que mQ7 = mxTQC=0. 
Porángulo central, m<TOQ = 0. 
Completamos las medidas angulares 
> TQ=CQ=8 
Por propiedad de semejanza en el A 7TOQ 
8?=(TO)NTC) 
8=Rer 


Reemplazamos en (II). 


+ Aaycp=64 m* 


Problema 21 


En un triángulo ABC, se trazan las cevianas in- 
leriores AM y CN, que se intersecan en E. Lue- 
80 Se prolonga CN hasta L, tal que NM // LB. Si 
AN=2(NB), 3(LN) =2(NC) y el área de la región 


angular NME es lA, determine el área de la 
tegión ANE, 


Resolución 


—_——— 
Piden X (área de la región ANE). 
A partir de los datos 
AN=2(NB), siNB=m > AN=2m 
3(LN)=2(NC), siLN=2k => NC= 3k 
Como NM// LB, aplicamos corolario del teo- 
rema de Tales. 


BM_LN_2R 
MC NC 3k 


En el AABM (NC es secante) aplicamos el teo- 
rema de Menelao. 


MADED=2MEM(0 


-Problema 22 


En un triángulo ABC, se trazan las cevianas in- 
teriores AN y CE secantes en Q. Si el producto 
de las áreas de las regiones triangulares ABC y 
EQN es k, calcule el producto de las áreas de 
las regiones triangulares EBN y AQC. 


Resolución 
Graficamos. 


| 


en(D 
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Piden (Aa gay) (Aa 400): Problema 23 
Sabemos que En el gráfico, tanto / como E representan el 
incentro y el excentro del triángulo ABC «; 
E C.S 
VA apo UA gon) =k (1 es punto de tangencia, DP=pp y FT=n, ha 
Considerando que área de la región ABC. 
WAAEENOAA 100) =0 019) B 


Según el gráfico y el teorema 4 


absen6 | (| cdsena e 
2 7 


en (ID 


mnsen6 ef sena =0 
2 2 


Luego 


(MONK) _k 
ICON 


| (ID - Resolución 
En el gráfico 


En el A EBC, por teorema de Menelao, AÑ es 
la recta secante. 


> Nam =D. (0) 


B 


En el AABN, por teorema de Menelao, EC es 
la recta secante 


> (me -» =(a-miod(b) (v) 


Al multiplicar las ecuaciones (IV) y (V) se ob- 
tiene que 


MO) e) = (aXa(b)) 


Reemplazamos en (IID. 


Se obtiene D=kR. Piden YN ABC 


a . (m 
(Aa gen) UAa 100) =R Ange =p(p= DPP 


B Problema 24 
En el gráfico, T, B y K son puntos de tangencia. 
Si BK=a, indique el área de la región triangular 
ABC. 


Resolución 


Piden Aa age: 
A b 0 F 


Del segundo gráfico, I y E son el incentro y el 
éxcentro del triángulo ABC. 
Se cumple que 
AD=p-q, DC=p-c,CF=p-b y AF=p 
Se Considera a 


A Pp como semiperímetro de la 
tegión ABC. 


la emir: , . 2 
bic semicireunferencia por relaciones mé- 


M=(ADYDC) = (p-a)l(p-c) 
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Por el teorema 4 


AB)Jn 


Aramc= sen (mx ABC) (D 


Se sabe que O,, T y O, son colineales; además, 
mA? =m?TC. 


> AO,// CO, a mxAO¿B=90" 


Por paralelas, mx ABC=45". (ID 
En 8 aplicamos teorema de la tangente. 
a”=(LB)n) 


Como AB=LB > a=(AB)n (ID 


Reemplazamos (ID y (ID) en (D. 


a? 
JAnABC= EN sen45” 


a? /2 


. Aragc= A 


Problema 25 


Calcule el área de la región sombreada según 


el radio r si 7 es punto de tangencia (4 está 
inscrita en ABCD). 


B M C 


Resolución 
En el gráfico 


A? A 
B M É 


SS 


Piden /Ax qna: 
Del gráfico podemos observar que 
Armn= Bagao+ Bano +Aanno+ 


Bano” BargmrRasoN 


Por el teorema 3 


Bro = EN , (r+d() (rm), 


2 2 2 
(m+n)r)_2r(r+m) ar 
Ta 2 2 

ze 


AA AMN= 7 


- Damn=é 


——— 


Además 
problema 26 x=p-=b 
ón el gráfico, M, N y L son puntos de pisa 
tangencia. Si el perímetro de la región ABC pe 


es 2, calcule BN. 
Reemplazamos en la relación (ID. 


Añargc= JP(MICO(N) (11D 
Igualamos (1) y (ID. 

pr= ptm 
Elevamos al cuadrado. 


pr? 
p?*=pmxn => x= PE (IV) 
mn 


En el ASC, por relaciones métricas 


(2N?=mn (Y) 


Resolución dai (V) en (IV). 
Enel gráfico mn mn 
A 


e 
A 


Problema 27 


En un triángulo ABC, AB=6, BC=7 y AC=9. La 
circunferencia inscrita es tangente en M y N 
con AB y AC, respectivamente. Determine el 
área de la región triangular AMN. 


Resolución 
Graficamos. 
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Piden Aa yun* 
Por propiedad, AM=AN =n. 
Por el teorema 21 


BAAMN EN 0 
OO 

Por propiedad 
n=p-(BC)= (7) -7 > n=4 (1 


Por fórmula de Herón (p: semiperímetro de la. 


región ABC) 
Aa ranc= 1D (p- AB) (p-BC)(p- AC) 
JAnaBCc= Y 111-6001 -701-9 


Anrc= 5 MA) (ID 


Reemplazamos (II) y (IID en (D. 


IOIO 
2/110  (6)(9) 


ja Bau 37 VMO 


Problema 28 
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En el gráfico, ABC y CDE son triángulos equilá- 
teros. Si AVN=5 y NC=3, calcule la suma de las 
áreas de las regiones sombreadas. 


B 


Resolución 
En el gráfico 


Piden Mn aBCct An CDE" 


Por triángulos equiláteros 


0/3 23 


Anarsct Paco? 4 


(1 


“¿A BCE =AACD (LAL) 


>. mxCBE=mxCAD=0 

Se observa que ABCN es cuadrilátero ¡n- 

scriptible. 

> mx CND=rm< BNA=m=xBNC=60* 

En el AACN aplicamos teorema de cosenos- 
02=324+52-2(3)(5)co5120" 

> 0l=7 

Por teorema de Chadú, BN =5+3=8 


En el /ABCN aplicamos teorema de la bi 
exterior. 


0 


sectriZ 


21 (UD 


Reemplazamos (11) y (11D en (D. - 


Aapect Baco” 7 


A An aBct Anaco? 16,4143 


_— 


Í. 


ro 


P> Test 


Respecto al sistema métrico, indique el va- 
lor de verdad (V) o falsedad (F). 
1 Unm?es equivalente a 10% cm?, 


IL El km? equivale a 10% mí. 4, 


ILL 1 dm? es equivalente a 10? cm? 


C) FVV 
E) FVF 


A) VWWV  B) VFV 


D) FFF 


. Indique el valor de verdad (V) o falsedad (F) 


de las proposiciones. 

l. Dos regiones planas congruentes tie- 
nen igual área. 

ll Si dos regiones planas tienen igual 
área, entonces son congruentes. 

IL En las regiones triangulares, toda me- 


diana determina dos regiones equiva- d. 
lentes, 
VW B)VEVv Cc) Fw 
D) FPF E) FVF 
* Dadas las sj 


guientes Proposiciones, indi- 


E el valor de verdad (V) o falsedad (F). 


Dos regi 
área, 


Si dos rán; 
s a 
regiones tiene igual área, enton- 


Ces SO s 
IL A semejantes, 
as regiones 
Quivalentes, 


triangulares equiláte- 
determina dos regiones 


Ones semejantes tienen igual 9. 


q 


A) VVV 
D) FFV 


B) VFV C) FVV 


E) FVF 


Con relación a dos regiones triangulares, 

indique el valor de verdad (V) o falsedad (P). 

Ll. Si tienen bases congruentes, entonces 
tienen igual área. 

IL. Las áreas son iguales si tienen alturas 


congruentes. 

II. Tienen igual área si dicha regiones son 
congruentes. 

A) VVV B) VFV C) FFV 

D) FFF E) FVF 


En una región triangular, dos lados miden 
5uy8u; además, el ángulo que determi- 
nan mide a. ¿Para qué valor de a el área de 
dicha región es máxima? 


C) 60* 
E) 90* 


A) 30? 
D) 75* 


B) 45 


La hipotenusa de una región triangular 
mide 10 u y uno de sus ángulos agudos 
mide 0. ¿Para qué valor de 0 el área de di- 
cha región es máxima? 


0) 45 
E) 75 


A) 15? B) -30* 


D) 60* 
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> Problemas propuestos 


Nivel básico 


En su trabajo de manualidades, una estu- 
diante dispone de una cartulina ABC, tal 
como muestra el gráfico. Si A0=0C=10 u, 


BP=4(PQ)=8 u, calcule el área de la re- 


gión AQC. 
B 
Pp 
Q 
A O C 
A) 18 u? B) 244? C) 36u?. 
D) 72 u? 


E) 60 u? 


El gráfico muestra el logotipo de una 
institución educativa. Si AB=AD=8 u, 
BC=CD=7 u y AC=3 u, calcule el área de 
la región ABCD. 


B 


A D 
A) 643u2 B) 9/3u?  C) 1243 u? 
D) 1843 u? E) 2043 u? 


El estudiante Fabián, en sus trabajos de 
diseño, dispone de una escuadra de 30? 
y 60”. Si AB=20 cm y CD=4 cm, calcule el 
área de dicha escuadra. 


e 


A) 2143 cm? B) 3043 cm? C) 3543 cm? 
D) 4243 cm? E) 5043 cm? 


Un cerrajero dispone de una lámina me- 
tálica ABC. Para relacionar los precios de 
las partes sombreadas necesita la razón de 
sus áreas. Calcule dicha razón. 


A NS 8 


O 
dr, 
B 

22 4 43 

a ES O =— 

A) a B) m 2 

3 y3 

d Dg E) 3 


pea 
En el gráfico se muestra el terreno reci 


gular ABCD de Fernando. El larg0 del a 
no es 150 m y el ancho es 100 m. por la e 
cida del río ha perdido la región triangU , 
BPC. Si BP=130 m y PC=40 M, calcule € 
área del terreno perdido. 


A 150 


2 
1800 m 
A) 1200m? B) 1600 m? C) 2600 q 
D) 2400 m? E) 


n— 


intero tiene una madera delgada 
de sd cuadrada cuyo lado mide 13 u. 
e o partes sombreadas están daña- 
9% prat recortar y quedarse con una 
porción cuadrada de 7 u por lado. Calcule 

el área de la región AEB. 


WT 

13 

A 13 D 
A) 494? B) 10 u? CO) 20 u? 
D) 30u* E) 60 u? 


—y 


* Allado de una Carretera está el terreno 


ABCD, SiAB=0, CD=b y BP3PC, calcule el 
crea de la región BPC. 


e a Pre Larretera 


e 
B 
2 
A) al - p2 ) > 
> p a q % 
2 
D) Ay? 
2 
E) 2ab 
8, En 
“n jarq 
Neue ín angular . 
E. A. Señorj €quilatero ABC, se 
Bra b S 


A) 8/3 m? 
D) 9/3 m?. 


B) 10/3m2 2) 12/3 m2 
E) 643 m? 


9, Manuel recibe de su padre un terreno rec- 
tangular con 600 m de largo y 120 m de 
ancho. Manuel decide cultivar la mitad del 
terreno según diagonal y la otra mitad la 
divide para sus hijos Luis, Víctor y Rosa, tal 
como se muestra en el gráfico. ¿Cuál es la 
relación de áreas? 


A) L>V>R 
B) IL<V<R 
C) I=2V=3IR 
D) R=2V=31 
E) L=V=R 


10. La región rectangular ABCD muestra la 


envoltura de un producto de golosinas. Si 
AM=MD y las regiones sombreadas están 
pintadas del mismo color, calcule la razón 
de áreas de dichas regiones. 


B C 


A M D 
A) 1/2 B) 2/3 O) 3/4 
D) 4/5 E) 1/3 
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Nivel intermedio 


El gráfico muestra la cuarta parte de un 
parque circular, donde 7 es punto de tan- 
gencia. Si las regiones sombreadas de 
áreas /A y B representan los sembríos de 
rosas y claveles, respectivamente, calcule 


A/B, 
AS 

65 BI. 028 

D) 4/5 E) 5/6 


. Un centro de recreación tiene el esquema 
que se muestra. El lado del hexágono re- : 


gular ABCDEF mide 0; además, la región 
sombreda de área A es la zona de juegos. 


Si CM=BC y DQ=2(CD), calcule el valor de 
/A en función de 0. 


2 
A) en B) 2043 0) 50% /3 
3 2 


13, 


14, 


y 


El señor Ceveriano tiene su terreno de cul- 
tivo que tiene dos partes importantes: la re- 
gión cuadrada ABCD y la región triangular 
equilátera DEF. Las regiones sombreadas 
no son cultivables. Calcule la razón de las 
áreas /A y BB. 


B C 


y2 2 y3 
A) — By o 
de 3 > 
E 6 
D) =— E — 
y 3 ) 2 
Un señor cerrajero dispone de una lámina 


metálica circular y realiza perforaciones 
según las regiones sombreadas de áreas A 
y IB. Si T es punto de tangencia y AB =3(B0), 
calcule la razón de dichas áreas. 


A) 1/3 
D) 3/4 


— 


Mn el gráfico, AyX son las áreas de las 18. En el hexágono regular ABCDEF, calcule 
regiones sombreadas. Si AM=MN=NC, cal- la razón de áreas de las regiones som- 
cule X en función de JA. breadas. 

B C 
AN D 
A 
nA B) 2 C) 3/A 
D) 6 E) 9A F E 

16. En el gráfico mostrado, indique qué parte A) 1/2 B) 1/3 O) 3/4 

esel área de la región sombreada respecto D) 2/3 E) 3/3 


al área-de la región triangular ABC. 

19. En el gráfico, T es punto de tangencia y 
m-=ACB=30". Calcule la razón de áreas de 
las regiones triangulares BTC y ABO. 


A 30%  B) 40% O 45% 


D) 50% E) 60% 
Dar : 
o ABC es equilátero. Calcule la 
€ áreas de las regiones sombreadas. A) 4/5 B) 5/6 o 
Ñ D  E34 


90. En un cuadrado ABCD, se ubica el punto 
- medio M de CD, luego se traza epaan 
(P e BM). Si AB= 2/5 , calcule el área de 

la región triangular APM. 


€: 
A) : A) 1 - 
B) 2 o a E E 
MN D) 4 


E) 5 


D) 


, 
2 
E 
4 
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Nivel avanzado 24, En el gráfico, A, B y L son puntos de tan. 
gencia. Si R=4, señale el área de la y 


21. En el gráfico mostrado, OK=KN=2 y OM=3. triangular APL. 


Calcule el área de la región sombreada. 


egión 


A) 4/3 B) 243 C) 643 
D) 9 E 8 


25. En el gráfico, ABCD es un trapecio isós- 
celes. Si AP=PB=CQ=QD=2, ACBD y 
m=BPE=30", determine el área de la - 
región triangular sombreada. 


22. En un triángulo ABC, AB=4, BC=5 y 
AC=6. Se traza una semicircunferencia con 
diámetro en AC y tangente a los lados AB y 
BC en M y N. Halle el radio de la semicir- 


NR dis 


B É y 
cunferencia. 
P, 
5 7 6 
| 5y7 ; i 
| D) a E) 37 é 
| 4 / 
| | | A) 4 B) 43 O v2 
23. En el gráfico, AL=LB, AM=MC, DM=ME y D) 2/2 Lo 


BF=FD,. Si el área de la región SFD es 7, in- 


- dique el área de la región MEC. 9. Enun triángulo ABC, se úbican los puntos : 


-P y Q en las prolongaciones de AB de $ 
respectivamente, tal que o son- 
Si las regiones triangulares PRB Y 5 deter 4 
equivalentes, AC=a, CQ=b y PDA Dee: 
mine AB. 


724 s ] 


Capítulo 


Área de regiones 
cuadrangulares 


Milton Favio Donaire Peña 


CAPÍTULO XVI 


ÁREA DE REGIONES CUADRANGULARES 


Objetivos 
+ Dara conocer los métodos que permiten relacionar las diferentes regiones contenidas en 
una región cuadrangular. 
* Estudiar las fórmulas para las áreas de las regiones cuadrangulares como casos generales 
de las fórmulas para regiones triangulares. 
"+ Reunirel conjunto de teoremas fundamentales que permiten al estudiante encontrar otros 
teoremas más específicos y complejos. 


Introducción 


la melemática que hoy en día trabajamos no siempre fue 
o simplificada como lo es hoy, al punto 
elmplo a de una manera Acganiemibnte fácil. Por 
o E E podemos realizar Operaciones tales 
la en una ecuación cuadrática como 12=4, 

griegos un término como x? re- 


a O en la época de los 
esentaba ' a 
Cuadrado, '8 medida de la extensión de la figura llamada 


Í, el teore ió 
ecuación a de Pitágoras corresponde a resolver una 
diante la a da Por ejemplo en 17+9=25, pero me- 
Muestra en la trucción de figuras geométricas como se 
es Siguiente ilustración clásica 
Má eS fue q 
Mero 
59% de 1] “e tratara y no de 
ha] Ugar mu . 
e y espe 
la 8ad A Ver ln pecial 
mo la suma y 80 lo co 
uso o. na de dividir] 
8s lo 


"en nos dio la posibilidad de entender una expresión del tipo x” como si de un 
una figura de dos dimensiones. Actualmente, la región rectangular 
dentro del cálculo de las superficies de los objetos, de modo que se 
nveniente que resulta calcular el área de cualquier región cuadrangu- 


Mdiano O en pequeñas regiones rectangulares en su interior. 
Que ha reflejado en] 


itido que se 


a necesidad práctica de dividir las parcelas o de construir una caña 
' e. 
a tan importante obtener diferentes formas de calcular su superfici 
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1» FÓRMULAS GENERALES 


1.1. FÓRMULA TRIGONOMÉTRICA 

El área de una región cuadrangular convexa 
o no convexa es igual al semiproducto de las 
longitudes de sus diagonales por el seno de 
la medida del ángulo determinado por dichas 
diagonales. 


+ Enel gráfico 


A D 


- — d, yd, :longitudes delas diagonales del 
MNABCD 

- —(1y 0: medida del ángulo determinado 
por las diagonales del AABCD 


Entonces 


d; “do 


Barco 9 sena 


*« Enel gráfico 


A d, 


A D 
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—— y 


-  d; yd»: longitudes de las diagonales del 
MMABCD 

- —0LO fB: medida del ángulo determinado 
por las diagonales del ALABCD 


Entonces 


da “do 


SA] 
ZA Lagen= 2 sena 


» Recuerde 


Sia+0=180" => sena=sena : 


Demostración 1 
Para el caso de una región convexa 


Del gráfico 
Aarco=Aa rot Banco 


d,*hz doy 


AaaAñco= "3 + 


d) 
Aaarco=(hathy)o> 0 


En el 5 AQC, h¡+h>3=d, Seno. 1) 


Reemplazamos (ID en (D. 


- d¡:d, 
e Marco= 3 sena 


- 


pemostración 2 
una región no convexa 


para el caso de 


Del gráfico 


Arco Aaarec + Aa aco 


dh dj:h, 
Aasco= + —y— 
d; 
ALABCO= 7 (h; +h,) (D 


Reemplazamos (ID en (D. 


d *d, 


Aplicación 4 
el grá 
- S'áfico, ABCD es un cuadrado. Calcule la 


Tazón del 4 
No pe area de la región sombreada con la 
'éada si T es punto de tangencia. 


B > 
C 


/ 


Á 


D 


Resolución 


Sea el lado de cuadrado CD=W5, enton- 
Ces su área será 5. Además sabemos que 
mx 7CD=53", de allí que MXADT=53/2. 


B 


Se puede observar fácilmente que 0=45+5372 
y AC= 10, entonces 


Sarco=> (V10)seno 


Saarrco 10 cos, = 3 


Sarca _2 
Sarco 3 


1.2. FÓRMULA GEOMÉTRICA (M. DONAIRE] 
El área de una región cuadrangular es igual ai 
producto de las longitudes de uno de sus la- 


dos (b) con la perpendicular (h) trazada hacia 
dicho lado y construida como se indica en el 


gráfico. 


+ Enel gráfico 


Á D 
donde 
O: centro del paralelogramo ABPD 
- Qycr | 
Arsasco=?'? 
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— aa 


| 


» Enel gráfico 


B p 


A b D 


donde 
- O: centro del paralelogramo ABPD 
- S£L//CP 


Demostración 


Á 


Si por D trazamos la paralela a OL que inter- 
seca a BP en S y, en el triángulo BDS, usamos 
puntos medios; de allí que BO=0S. 


Además, consideremos que [XYZ] representa 
el área de la región XYZ. 


[BLP]=[BCQ] (D 
[LCDP]=[LCP]+[DCP] 
=[QCP]+[SCP] 
=[QCS] (ID 
Como BO=0S 


> [BCOl=[0CS] 
es decir, [BLP]=[LCDP] 


Como ABPD es un paralelogramo, se tiene que 
A+[BLP]=M+IN+[LCDP] 
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De allí que A=IM+1N. 
Es decir, [ABCD]=IM+/A+IN=2/.. 


[ABCD]=bh 


1,2.1. Variante 


Del teorema anterior, se puede probar que 
B 


si BM=MD y AN=NC, entonces 


[ABCD]=bh 


P? Observación: : a 
De lo anterior se deduce que... 


- [400]=? 


Jn S ; 


Aplicación 2 ke 
En el gráfico mostrado, calcule la razón ps ; 
áreas de las regiones cuadrangulares AB. a 
BCDP si ABCD es un paralelogramo de cenllo? 


: E 
B Y 


Resolución 


Prolongamos OL, de modo que OL A BC=1(H) 
Como OH=00, entonces QH=2a. 
De allí que hy/h, =2a/(a+b). 


[ABPD]+[BCDP] _ AD:h; __2a 
[ABPD] AD-h, a+b 


[ABPD] _a+b 
“ [BCDP] a-b 


Aplicación 3 


e el gráfico mostrado, ABCD es un cuadrado 
yes punto de tangencia. Calcule TH/LQ. 


Polución 


Na apli 
Icació 
ación anterior, sabemos que 


ga 


Sea Suagcp=55, entonces Syrep=35. 
+  Elárea del cuadrado es 55=CD?. 


+ El área del cuadrilátero ATCD, usando el 
teorema 1.2, es 3S=LQ:AD. 


Entonces 
LQ:AD _ 3 
cp? 5 


Como AD=CD, si CD=5k, entonces LO=3k; pero 
CT=CD=5k y mxBCT=37", entonces TH=3k. 


TH 


=-=1 
LQ 


2» FÓRMULAS PARTICULARES 


2.1. REGIÓN PARALELOGRÁMICA 

El área de una región paralelográmica se cal- 
cula como el producto de la distancia entre 
dos de sus lados paralelos y la longitud de uno 
de estos lados. 
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Si ABCD es un paralelogramo 


| Misarco=D eh 


Demostración 


a+b 
Maarco = Í Ja 
h EZ 
ES Demostración 1 
Se traza la diagonal AC 
Araco=BargctiBa apo 
b:h b:h 
= —— + — 
2 2 
Az agco=b:h 
: 1 == 
») Observación Se traza la diagonal AC, luego se tiene 
Sabemos que el área de una región para-. 
| -lelosrámica ABCD es base por altura. Ba agco =Barsct Banco 
b a:h 
! Marco == + uN 
Ñ 


| “Abreco b:h, peroh= a send. 


j lArgarcp=4:bsena Rp =s [ E 


Demostración 2 


Aj 
=á == 
o B JN 

2.2. REGIÓN TRAPECIAL oh 

El área de la región trapecial es igual al pro- | 

ducto de la semisuma de las longitudes de sus =- : N 

A D a 

bases (a y b) y su altura (h). E 
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Rh 


Dado el [DAB al 


Setraza 


O(punto 


MNDC, el simétrico de ABCD respecto a 
medio deCD), demodoqueseformael 


[JABMN. 
Como [AMNDC = MMABCD 


> Ana" UB apco 


pero 


Agaguy= (0 + a)+h 


a+b h 
- Anaco= > y 


y El pintor Kasimir 
A Malevich usa regio- 
g Nes trapeciales para 
representar a una 
mujer y a su hija. 


23, REGIÓN ROMBAL 


Area de la r 
0 de las ] 


Quer 


egión TOMbal es igual al semipro- 
Ongitudes de Sus diagonales. 


€s 
UN Tombo, entonces 


Demostración 
B 
d C 
D 
d, 
Por fórmula general 
dd 
ZA samco= 5 2 sen90* (D 
sen(90%)=1 (MD 


Reemplazamos (ID en (D. 


dd; 
ZA saco 2 


2.4. CUADRILÁTERO CIRCUNSCRITO 

El área de la región limitada por un cuadriláte- 
ro circunscrito a una circunferencia es igual al 
producto de la longitud de su semiperímetro 
(p) y su inradio (r). 


bh 


A, N 
MA 


Ma apco=P "Y 


a+b+c+d - 


donde p= 2 
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734 : | | | 


Demostración Entonces el semiperímetro será 
10+10+a+b 
E TS 20 


Además, 2R=8 y R=4, 


Siaco= 20(4) = 80 u? 


2.5, CUADRILÁTERO INSCRITO O INSCRIP. 


TIBLE 
Del gráfico 


MBanrscoa A argot Ma poctiAa cont/A A 10D 


ar. bir er. der 
= + + H+ASRÉÓ 
Dapgco=9 ++ 


a+b+c+d 
A AS) y 


Darco=P "Y 


Aplicación 4 
En el gráfico mostrado, ABCD es un trapecio 


isósceles. Calcule el área de la región ABCD. mm 
C El área de la región limitada por un cuadrilá- 


EN tero inscrito o inscriptible, en función de las 
longitudes de los lados a, b, c y d y del semi- 
perímetro p, se puede calcular con la siguiente 

fórmula notable: 


| 
A A 


Resolución 
Del gráfico, usamos el teorema de Pithot a+b=20. 


a+b+c+d 
2 


donde p= 


siglo VI d-M-£ 


agupta. 5 seg 
rita €5 


Esta fórmula fue descubierta en el 
por el matemático hindú Brahm 
ella, el área de la región cuadrilátera e 
una función simétrica de las A ñ 
cuatro lados a, b, c y d, como a contin 


demostramos. - 


—— 
n— 


2 2 má 
pemostracl ón Además e 
-mMm+n = 
PA —_—_— ¿AAN 
2 
p c+m>+n c+n-m 
po - == 
2 2 
c+m+ = 
pie A a ¿£+tm-ñ 
2 2 
> A = ES En Ez 
0 a a, E E ON (v) 
Barco" A araB—/A A pco (D Se observa que APCD - A PAB 
mn .0 
d+n b+m a 
DABCD: inscrito en la circunferencia mostrada 
Por teorema de proporciones 
> APAB- APCD m>*+n+c C 
d+n+b+m+a a 
Porrelación de áreas en regiones triangulares 
Restamos los consecuentes con antecedentes. 
A 2 
APAB _ 4 
Barco MRE. E 
d+b+a-=c a-c 
2 m+n+c Cc 
SB ás 
a A a pco (ID 2p-2c  a-c | 
n+ el 
pe —(p=c) (VD 
Ree 2 a—-c 
Mplazamos (ID en (D 
Por teorema de proporciones 
2 
A q m+n-cC Cc 
AABC=Z— == 
EE Barco-/A a peo d+n+b+m=a 4 
E Restando los consecuentes con sus antece- 
af - 
MABCgS| “se tiene 
2 A A pco (ID aSnteSs 


INFNEC E 
d+b-a+c a-c 
mitñ=c_ € 
2p=2a a-c 
O E a) (VID 

2 a-c 

Por teorema de proporciones 

n+c=M. E 

b+m+a-d-n a 
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Sumando los consecuentes con sus antece- 
dentes, se tiene 


n+c-m _ Cc 


b+a-d+c  ar+c 


n+c-=m_ Cc 
2p-2d  a+c 


n+c-m 


5 =lp= d) (VIID 


Por teorema de proporciones 


m+c-n 


Cc 
d+n+a-b-m a 


Sumando los consecuentes con sus antece- 
dentes, se tiene 


m+c-n Cc 


d+a-b+c arc 


m+c-n_ C 


2p-2b _ a+c 

m+c=n Cc 

qáAÓÁAÁAÁáÁA == ——Á =-b IX 
; e Pb) (1X) 


Reemplazamos (VD), (VID, (VIID y (XX) en (VW). 


=elp- a) (p- 


ce Ls E 


Dapco=N 


MBA pPcp= 2 (p-al(p-bl(»-cXp-d) Xx) 


Reemplazamos (X) en (ID. 


PDaasco” [E [Sw 


Cc arc 


Simplificamos. 
Da paco= (p- ay(p- bp- p- d) 
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De lo general a lo particular 


Si a, b, c y d son las longitudes de los lados del 
cuadrilátero inscrito o inscriptible y de semipe- 
rímetro p, el área de la región limitada es 


la apco= (p-aXp=b)p=c)(p-d) 

Si suponemos que d=0, nos encontramos con 
una fórmula muy conocida para el cálculo del 
área de la región triangular (llamada de Herón 
en honor al matemático griego Herón de Ale- 
jandría). Así, a, b, c y p son longitudes de los 
lados y semiperímetro, respectivamente. 


Darse = p(p=alp=0NP=0) 


2.6. CUADRILÁTERO BICÉNTRICO 
El área de la región limitada por Un cuadrilátero 


bicéntrico es igual a la raíz cuadrada del pro- 
ducto de las longitudes de los cuatro lados. 


pemostración 


2] 
Según el gráfico, AAABCD es exinscrito a la cir- 


cunferencia. 
r¿: longitud del exradio, entonces 


] h Marsco= (QC) "ra | 


Porla fórmula de Brahmagupta En el JABCD, del teorema de Steiner 
Basco=(p-alp-bNp-c(p-d) (*) a-c=d-b 


Por lo tanto 
En el AABCD, del teorema de Pithot 


di Maageo= (db) rá 


Reemplazamos an 


7 Demostración 
= I+D+C+d 
P= 

GO > p=a+c=b+d 


Luego 
P=0=Cc; P=b=g 
P=c=q; P=deb 


£em 1 
Plazamos en (*) y or demos 


Museos la 577 


"CUAD A 
Má,  IÁTERO E 
“ad XINSCRITO p¡yp»: longitudes de los semiperímetros de 


. A Tegión limi 
: m 0 . 
ducto ato ltada por un cuadrilá- las regiones ABN y CDN 


o €xinseri : A 
o lei ¡ ervar que 
ein. Puestos a de las longitudes dedás Del gráfico, podemos obs q 
USCrir Y el radio á _ 
a de la circunferencia Da argco +A acon= A ABN 


Barco+ A acon= (P1-(0 + Or, 0 


| ] 
A A 


——— 


Se sabe que Aa coy= [po = 0) "Fa: (ID Como el (A ABCD es inscriptible, entonces 
trazamos la circunferencia que contiene a los 
Restamos (D) , (ID: Aa anco= (P1 -P2— 0) “Fa, tii 
di dió a Del teorema de Steiner ' 
Reemplazamos. a-c=d-b 
. Aarco=(d-b)-r, > a+b=c+d 


Enel QABCD, 2p=a+b+c+d 


; p=a+b 
2.8. CUADRILATERO INSCRITO Y EXINS- > (D 


CRITO di 
El área de la región limitada por un cuadriláte- 
ro inscrito o inscriptible y exinscrito es igual a 

=p-alp-bDNp-0lp-d) (1 
la raíz cuadrada del producto de las longitudes Beso apo NP (P=d) 
de sus lados. De (M) 


p-a=bip-b=a 
p=-c=dip-d=c 


De la fórmula de Brahmagupta 


Reemplazamos en (ID. 


Aarco=ya:b:c:d 


3» RELACIÓN DE ÁREAS DE REGIONES 


| 
Él 


CUADRANGULARES 

Teorema 1 (de Varignon) 
Según el gráfico C 
KA ABCD: inscriptible y exinscrito, entonces 


Barco = Vabcd 


Demostración M, 


A E D 


edios 
En el gráfico, M, N, Q y L son o, 
de los lados AB, BC, CD y AD, respect : 


Se cumple que 


Í ramo- 
El cuadrilátero MNOL es un paralelo8 
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nn 


ción 


pemostra 


SiM, N, Q y L son puntos medios de los lados 
del AABCD, entonces L/MNLQ es un parale- 
logramo (teorema de Varignon). 


Sabemos que 


Ary 'QL= absene (D 


AC 
Baco = AO 


Pero AC=2g y BD=2b 


> Bayo = Leo. y (ID 


de (n) y (ID, se Obtiene 


Az MNQL= Barco 
2 


Aplicación 5 


tene 
los 0 un Cuadrilátero G 
teme la S Medios de sus 
eo, Se Obtiene otra re 
Cc 


de área S. Al unir 
lados, convenien- 
; ión cuadrangul 
Cie ES ngular 
335 sue. "do lo mismo 


án Cesiy, para C) se obtiene 
%as de de aMente. Calcule la suma de las 


reo; 
€glones cuadrangulares. 


Resolución 


Sabemos que el área de la región C, será S.,. 
Usando el teorema anterior, el área de C, será 
5) y el área de Cy será 35) y así suce- 
sivamente. 


La suma de las áreas de las regiones será la 
siguiente: 


SSSss 

ESPESA 

_ 1 sss ) 

Es [sos 
1 

E=S+ E 

E_s 

2 

TE=2S 

Teorema 2 


TA ———_a————0 


En el gráfico, las diagonales del cuadrilátero 
ABCD determinan las regiones ABP, BCP, CDP 
y DAP de áreas /A,, Az, LA, y Ay, respectiva- 
mente. 


Se cumple que 


| (A,)(A,)= (1Az)(A,) 


Demostración 
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Según el gráfico, por relaciones de áreas en las 
regiones triangulares ABC y CDA, respectiva: 
mente, se cumple 


MA, AP 
En el AABC, As PC (09) 
lA, AP 
Enel A a 
ne CDA, A, PC (ID 
De (D y (ID 


2. (A1)(1A))=(Az)(A,) 


Teorema 3 


B 


En el gráfico, M, N, Q y L son puntos medios 
de los lados AB, BC, CD y AD, respectivamente 


Se cumple 


IBA ABCD 


IBMNOL = > 


Además, el cuadrilátero MNQL es un paralelo- 
gramo. 


Demostración 


Siendo M, N, Q y L puntos medios de AB, BC, 
CD y AD. 


LJMNQL es un paralelogramo 
Sabemos que 
A £3MNQL =a:bsen0 (1) 


(AC): (BD) 
Pa rgcos 3 — sen0 


Por base media 


AC=2a y BD=2b (0D 


De (D y (ID, se obtiene 


O 


“Aj 


Amos A 


p 
ma 4 


sore o 
5 gión trapec ial 


En Una me 


Según el gráfico, BC//AD 


Arw=A Y Arpco= Ay 
Se cumple que 


Demostración 


Siendo A, 


Bre=/Az y BC=b, tenemos 
Asa 2 


(D 
mika (1D 
(y (1 
E A = , 
ma 5 
'esión Paralelográrni es 
B 


Según el gráfico, el cuadrilá 
paralelogramo y P es un 
prolongación. 


tero ABCD es un 
punto de BC o de su 


Se cumple que 


Dnnco 


A APD 5 


Demostración 


h 


==) 


Según el gráfico 


b-h 
Barpo==3> 0) 
lA Garpco=b:h ñ (ID 
De (D y (ID 
ZA ABCD 
A 
Teorema 6 
E a 
Á D 


Según el gráfico, el cuadrilátero ABCD e un 
paralelogramo y P es un punto de su región. 


Se cumple 


JAJABCD 


Mapas + Barco 
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Demostración 


Y 7 


Según el gráfico 


b:m bn 
BarastBapep==y>+ 2 
b(m+n) 
BaratAarco= Sa > (1 
ZA pco =b(m +n) (ID 
De (D y (ID 
lA asco 
- ArpatlArpep= 9 
Teorema 7 
B € 
Pp 
A 


D 


Según el gráfico, el cuadrilátero ABCD es un 


paralelogramo y P es un punto de su región 
exterior. 


Se cumple 


Bara +Ba pop = == 
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Demostración 


ee. Ea 


A b —— A 


Según el gráfico 
b:n b:m 
Barata pepa +2) 


b(m+n) 


Dart pco y 0 
Ararco=b(m+n) (1) 

De (D y (ID 

“- MAapantiBapce= o 

Aplicación 6 


En el gráfico mostrado se tiene un paralelogra- 
mo ABCD. Calcule el área X en función de las 
áreas /A, IB y T de las regiones sombreadas. 


B Q E 


A D 


Resolución 


n— 
sabemos que 
S490S ABCD 
2 
Sacr+ Sap? =S a 
Entonces 
Syoo=Spcr+ Saro 


X+Suow+Suo=A+Syow+B+T+S ap 


de donde 

X=A+B+C 
Teorema 8 

C 
S 
ú D 

Enel grá a 
SE a My N son puntos medios de AC y 

"€ cumple 


mostración 
A 1 
An a . 
INC SEN MCsena (D 
donde : 
es la Medi 
DE 7 dida ángulo determinado 
M y Se (D. 
A l 
ABunc= e BD! 
2 2 5) seno 


== 


11 
A ABmMNc= 3(3-c4-80 sena] 


. 1 
- Marync= ¿Aaasco 


Teorema 9 


En el gráfico, M,N, P y Q son puntos medios de 


AB, BC, CD y AD, respectivamente. Si /A,, /A,, 
/Az, ZA, son las áreas de las regiones sombrea- 


das, se cumple 


ZA; +/A; =/A +15, 


Demostración 
Arrgc= UA, 
MA A cpa= UA; 


Sumamos. 


Aaarsco= 4(/A1 + Ag) 0 


Marcos UB, 
Margoa= YA 


Sumamos. 


Aaargcos Al 


De (D=(ID 


/A> +/A4) 


(ID 


a(A, +183)=4(B2+24) 


E /A; +/1A7= 10, +1, 
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—— a 


En el gráfico, M, N, P y Q son puntos medios 
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Del teorema 9 


Teorema 10 
: M+IN=IP+0 


Sumamos (IID y (IV). 
lA, +1A3=D, +A, 


> Observación 


de AB, BC, CD y AD, respectivamente, además, 
/A,, /A,, 1A y ZA, son las áreas de las regiones 
sombreadas. 


Se cumple que 


| A +A¿-1A+1A, | Usando la fórmula del área de una región. 7 
triángulo y la base media de un trapeci ss 


Ese RAE Alika que ASMA. 


Demostración 


Teorema 11 
0 ac 

a / 
Debido a los puntos medios de los lados, . D 
MNPQ será un paralelogramo de centro O. Al b Mb N dl 
Luego 

/A, =M+S (Dm : En el gráfico, se cumple 

/A¿=N+S (ID 

A,=P+S (ID A — ajo Da0 , 

LM PES E 
A,=0+S (IV) E LL 


A 


4» TEOREMAS ESPECIALES 


pemostración 
4,1. TEOREMA DE PAPPUS 
B a Le ds S Dado el triángulo ABC, al ser VB=7TU y VB//AS, 
el área de la región paralelográmica ACRS es 
igual a la suma de las áreas de las regiones pa- 
ralelográmicas ABMN y BCPQ. 
V 
A M N db 


De la observación anterior 


1 
Aamon= ¿(Aaarm +A nco) 


U 
1 
AnPmo= 5] (Ar agp + Manco) 


lA rzacrs=A amunt AI acro 
Sumamos, : 


mostración 
Pe Aaasrm +A ocoN perno 
— a E o DAN 


» Observación 


b 14244 Si VB=TU 

BT o az 
En q ; a - > Agywn=Apsvea=Bs 
WEN Sláfico Se fi ar 

¡ , Se , 'w 

an Sempre rd que S,,.S, y Sy for=-* Ascvic=DBsyvscr=R2 
il Progresión aritrmér; I 

>. Ss, 4 - un : : A BStica É lApyacon= gy veas + Pro vacr (1 
SES DN Era | 


NONE E Como a 
OS Apjagun= Agzvssz Y Perscro "20 
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También 


MAjgzacrs=Brzacon (1D 


Reemplazamos en (D. 


Bracrs=Brzrpmn + Argacro 


Este teorema es atribuido también a Frere de 
Clairaut (París, 1713-1765), ya que en 1731, en su 
libro Elementos de geometría, lo incluye como 
un teorema ingenioso. No obstante, Pappus ya 
conocía este teorema, según el libro Matemática 
recreativa de d'Ozanam y que en 1778 fue reedi- 
tado con los argumentos de J. E. Montucla. 


El teorema de Pitágoras es un caso particular 
del teorema de Pappus. 


4.2, TEOREMA DE LEÓN ANNE 

Dado un cuadrilátero, el lugar geométrico de to- 
dos los puntos, tal que la suma de las áreas de los 
triángulos determinados con dicho punto y dos 
lados opuestos es igual a la suma de las áreas de 
los otros dos triángulos determinados por dicho 
punto y los otros dos lados, es la línea recta que 
pasa por los puntos medios de las diagonales. 


Te 


Demostración 


La condición que debe cumplir el lugar geomé- 
trico pedido del punto O es la siguiente: 

lA nrortlAacoo=ArgoctiAaron» de allí se de- 
duce que cualquiera de esas sumas será igual 
a la mitad del área de la región ABCD y, del re- 


sultado 1.2.1., dichas sumas serán o o ¿Mu 


como se muestra en el gráfico. Luego, el lugar 
geométrico pedido debe contener también a 
los puntos P y Q, pero se sabe del resultado in- 
dicado anteriormente que dichos puntos están 
en la recta que pasa por los puntos medios de 
las diagonales del cuadrilátero. 


- deR 
Finalmente, probaremos que todo punto 


satisface la condición pedida. 


Y po sd 
pe ES dl Si ABA DC = P, AM=MC y DN=NB 
Anparet Anorc=BaarBt JA AcrO+ ZA AroD IA 

=/A mrB+ MAnrotA aro ñ an 
AMNP = — a 
=/A ABOA 
Del resultado 1.2.1. 
Demostración 


IBAABCD 
Aroa Si 2 


Luego 
AAB 
Anotar, > =Ct 


de donde se concluye que todo punto R de la 
- recta Z satisface la condición pedida. Por lo 
tanto, el lugar geométrico es la recta Z 


Y Observación 
B 


e 
AS » Observación 
Si en una región triangular se ubica el - 
punto medio de una ceviana, entonces 


A 

D Bamc=WR apyc 

1BM=MN, entonces / 

Barc= Aa aco 

33 TEOREMA 
 Prolongac; 

Es de los lados opuestos AB y 

adrilátero ¡ 
ns ce convexo ABCD se inter- 


' SOn puntos medios de las 
nd el área de la región MNP 
el área de la región ABCD. Sea Aa qye =* 


n 
pa, 


diagon 
al 
es] €s, e 


En el gráfico 
Arpomr=A ADM 
B+x=A+ 

En el cuadrilátero BMDP 
JA agune=/A 4 MDPN 


1A+x=1B 


Sumamos (1) y (ID. 
B+x+/4+x=/A + UT+1B 


y=L 
2 


En el cuadrilátero ABCD 


1 
C=yAaasco 


1 
> x= Basrsco 


Es decir 


IBAABCO 


Bau? = 2 


Aplicación 7 

En un triángulo AHD, sobre el lado AH se ubican 
los puntos P y B, y sobre el lado DH se ubican 
los puntos Q y C; de modo que Be PHy Ce QH; 
además, la recta PQ pasa por los puntos me- 
dios M de AC y N de BD. Si Aa puc=Aaapon, 
calcule PQ/MN. 


Resolución 


Sabemos que Aa gyc=Aa apon: 


Se obtiene que Aa puo=Aa anco: 
Del teorema 4.3. 


1 
IALMHNF q AoaBco 


entonces 
IMAMHN= A ApHo 


1 111 ) 
-MN-h=-|PQ-h 
zu: n= (ro 


PQ 
MN == 
4 
de 
- MN 


4.4. TEOREMA DEL ÁREA DEL PENTÁGONO 
REGULAR | 

El área de cualquier región pentagonal regU- 
lar se puede calcular como el producto de las 
longitudes de dos segmentos, donde uno de 
ellos es su lado y el otro una perpendicular a 
dicho lado. 


Si AM=MD y mxMPD=36 


Sascoe=b*h 


A 
- Usando el resultado 1.2.1 
pemostración 


Sascor=SaLog=b-h 


Aplicación 8 
En el gráfico se Muestra el pentágono regular 
ABCDE. Si LC es la sección áurea de CD y el 


perímetro del pentágono es 5b y LH =h, calcule 
el área de la región abcd. 


A H E 
Trazamos BL//AC. 
pue Resolución E 
Como LC es la sección áurea de CD y 
mxLCB=72", entonces L es el punto que se 
requiere en el teorema 4.4. Si el perímetro del 
polígono es 5b, entonces AE=b. 


de allí que MP//ES. S- Sic=bu: 


Sascps= ADE 


Construimos el romboide ALDS. 
ALBC z AQAE, entonces 


0E=0S y m<-ESO=38> 
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Lacroíx y el cálculo del área de regiones poligonales 


S. F. Lacroix provenía de una familia parisina de escasos recu- 
ros económicos. Así, con una infancia muy humilde y carente TRAITÉ ÉLÉMENTARE 
de muchos recursos básicos, encontraba en la lectura y en la . 


. ; 2 . do TRICONOMÉTRIE RECTILIGNE 
imaginación un escape momentáneo de las dificultades por 


ET SPIÉRIQUE, 
las que seguramente atravesaba a diario. En una ocasión, la RMS ATA 
novela Robinson Crusoe llegó a sus manos; luego de una ávi- ara cionime, 
da lectura, sintió mucha curiosidad e interés por la geometría Pas S-P. LACROIX. EE 
y por lo que ella le ofrecía para poder construir máquinas de TR a A e 
navegación. Debido a que en la novela citada su personaje A o 
principal se embarcaba en diferentes odiseas por barcos y : .: . o ga ea 
velas, esta fascinación por la geometría lo condujo al mundo E 
de la matemática. Asistió a las clases de Antoine René Mau- . + Ñ pl 
quit, en la Universidad Real de Francia; y de Joseph-Francois um; Mes ale el 


¿ o e ó ta $ A + Madhénialiques, i des Auputios, 1 57. * 
Marie, en el Colegio Mazarine de la Universidad de París. En A 


1779, obiuvo observaciones lunares de Pierre Charles Le 
Monnier y comenzó a calcular las variables de la teoría del 
movimiento lunar. Al año siguiente, acudió a algunas confe- 
rencias de Gaspard Monge. 


En 1841, en el libro Elementos de geometría de Sylvestre Francois Lacroix, en el apartado 159 
de la página XXV de su undécima edición, escribió que "dos figuras de diferentes fps 2 
de una extensión igual o que contienen áreas iguales, se llaman equivalentes". En ese mismo 


libro, en el apartado 160, menciona que "en los triángulos y en los paralelogramos se toma... 


. . . ba- . $ 
arbitrariamente por base uno de sus lados, y se da el nombre de altura a la perpendicular 


. S a $ : uesto 
jada desde el ángulo opuesto a dicho lado del triángulo o a cualquier punto de lado eh 
en el paralelogramo". Lacroix usa estas definiciones como actualmente las empleamos; : 
enuncia explícitamente la fórmula del área de un triángulo. : 


En este mismo texto, Lacroix señala que el área de cualquier polígono, incluyendo el de ea 
drilátero, se calcula al sumar los triángulos en que se puede dividir. Cabe resaltar Epa rió dE 
enúncia explícitamente las fórmulas para las áreas de un trapecio y de cualquier sd ml: libro * de 
tal como las trabajamos actualmente. Tiempo atrás, en 1807, A. M. Legendre cane mt. a 
Elementos de la geometría, con notas, donde ya se usan los mismos términos que Cl a nciados 
Así, Legendre, en su segundo libro, define las figuras equivalentes, así como da fructífera 2 ñ 
para áreas de regiones triangulares y cuadrangulares. Después de una vida muy E 


el campo de la matemática, Lacroix falleció en París el 24 de mayo de 1843. 


o ¿Lima, Per 
Seminario para asesores 2! Conamat 2018 S 


y — 


| 


>> Problemas resueltos < 


blema 1 
li una mesa, Se tienen dos tarjetas de cré- 
Sobre d 


«oidénticas ABCD y A'B'C'D'. Se desea ubicar 
see sobre ABCD, de modo que B'C' pase 
po C y AD' pase por D. Calcule el área de la 
y 

región CCDD si AP=PD y Aagcp=S. 


B € £ 
AN y" 
E al 


Resolución 

Como CD=C'D' y CC//DD', entonces CC'D'D 
será un paralelogramo. Por ello, para las con- 
diciones pedidas A'=P. 


B B' E C 
A A D D' 
S Bcc pp == 
Problema Y) 


Sjóv : 
ue o, reciben la herencia de sus padres, 
8 50 en un terreno de forma trapecial 
de bie (BC=6 m y AD=8 m) y de 
QUe los , o Al llegar al terreno, notan 
ls axe, es de regadío son surcos parale- 
reno o tinuació ¡ 
A eNo en a Ón, deciden dividirse el 
poe nda: Perficies de igual área me- 
Má tener q, > Metálica, ¿Qué longi 
Ficha ongitud de- 


eb 


Cerca? 
lución | 
da 
a to, Marrero = ES h 
Me sa 2 )'*=28. De allí, h=4 m, 


Ta del trapecio ABCD. 


Prolongamos AB y DC. 


e] B 
pl 


A 8 
AAPD - ABPC: — = > b=12 


De la misma semejanza: Aa gpc=36 m?. 
Es decir IM=36 m? 


2 
AMPN-ABpPC: M___€ 
M+14 MN? 
MN?=14+36=50 
MN =54/2 m 
Problema 3 


Al dirigirse al taller de su padre, un joven en- 
cuentra un conjunto completo de tablas cua- 
drangulares y calculando sus áreas reconoce 
que resultan números de 4 dígitos que siempre 
finalizan en 3 y que son múltiplos de 17. ¿Cuán- 
tas tablas de ellas habían en el taller y cuál es 
el área de la tabla más pequeña? 


Resolución 
Las áreas de cada una de las tablas son núme- 
ros de la forma abc3 y estos numerales deben 
ser múltiplos de 17, es decir, abc3 =17 = 17R. 
Como todos estos numerales deben tener 4 
cifras, entonces 

1000 < 17R < 10 000 

1000 10000 

AT <k< AT 


58,8 <R < 588,2 


751 


Luego, k=159, 60, 61,... 588). Sin embargo, 
como las áreas vienen dadas por numerales 
que terminan en la cifra 3, los únicos valores 
permitidos para k serán aquellos que terminen 
en 9, es decir, R=(59, 69, 79,... 579). 


+ ¿Cuántas tablas hay en el taller? 


+ 1=52+1=53 


» La tabla más pequeña tendrá un área de 
17-59=1003 u?. 


53 a 1003 u? 


Problema 4 


En el gráfico, se muestra un camión que se 
usa para tumbar construcciones' antiguas. Si el 
brazo es paralelo a CT, entonces sobre AT y BP 
podemos afirmar que 


Resolución 


Considerando las condiciones del problema que 
son relevantes para su solución, se tiene que 


ABCD es un trapecio. - 


> Aarpoc=Barzos (D 
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B, su posición de equilibrio se dará CU 


DCTP es un trapecio. 
> Aapoc=A apor (1D 
De (D) y (ID 
MA aror"/A a por 
Obtenemos que 
MA agrs=/Aa pas 


Lo cual es cierto solo si 
AT//BP 


Problema 5 


Un cuadro (de lados iguales) de pintura abs- 
tracta, como se muestra en (a), está sujeto 
en los puntos A y B. Si de pronto el cuadro se 
suelta del punto A y queda como se muestra 
en (b), calcule la razón de las áreas de las re- 
giones PQL y ORAL. Considere que SM=MN, 


BL—0 


JA B b) 
a | 
j : 


Resolución 


A 


a : nte en 
Como el cuadro queda sujeto únicame 


ando la 


ado). 
vertical por B pase por O (centro del cuadr 


3 


arilátero PNRS, O y M son puntos me- Resolución 

En el cen diagonales, usando el resultado 1.2. Sabemos que 
dios de $ a 

Apwes” 0 _ , 

Ae a?-ab=al(a—b) 
Del gráfico 

a 
= (a — b) 

+ AApoL 2 b ob b 


, =AAporN AA POL 
IA AQRaL Q 7A, B y T forman una progresión aritmética. 


=ala-b)-5(a=b) P-A+r 
T=/4+2 
= Lía = b) j 
2 Aplicamos por partes en el problema. 
. Farol y 
BARA, 
Problema 6 


Una persona se dirige a un lago a pescar al- 
sunos peces, pero se da con la sorpresa de 
que antiguos pescadores colocaron una ma- - 
la, como se muestra en el gráfico, y un letrero 
qe decía: “La profundidad del agua varía se- 
E las áreas de las regiones cuadrangulares 
que se ha dividido la malla”. Si la persona 
0 obtener las áreas de /A, By (>, 17 m2 
a Aspectivamente, ¿cómo pudo 
como Eo undidad de la zona ID? Indique 
a dicha profundidad. 


Del dato y de la progresión aritmética 
e 17=2+5r 

> r=3 
e 54+3u=2+3r 

5+3u=11 

> u=2 

D=5+5u 


D=15 
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Problema 7 


Tijerita es una payasita que usa una corbata 
muy costosa. Un día, luego de una fiesta, la cor- 
bata se enganchó en una puerta y, al querer sa- 
carla, se le rompió. Dicha corbata está forma- 
da por paños de igual alto de 6 cm y cada cm? 
de paño cuesta 3 soles. Ella desea arreglar su 
corbata, pero sabe que el paño A tiene un área 
de 12 cm; y el paño B, de 14 crn?. ¿Cuánto pa- 
gará por arreglar su corbata? 


Resolución 
Sabemos que 1 em? cuesta S/3. 
Por el teorema 9 

14=12+r 

r=2 


Se tiene que 
x=12+6r 
y=12+7r 


—— Y 


Los paños que debe comprar tendrán Una su 
perficie de 


x+y=24+13r 
=24+13(2) 
=244+26 

x+y=50 cm? 


Como 1 cm? cuesta S/3, arreglar su corbata le 
costará S/150. 


Problema 8 


Teresa tiene un mantel de forma rectangular 
ABCD, donde AB=7 m y BC=6 m. Cuando 
Teresa tiende la mesa PORS, la cubre con el 
mantel indicado. Un día, observa que la forma 
del tablero de la mesa tienen una forma muy 
peculiar y decide obtener el área de la super- 
ficie de la mesa y observa que al colocar el 
mantel se tiene que P, Q,R y S quedan en AB, 
BC, CD y DA, respectivamente. De este modo, 


+ AP=2m, DR=4 m, SD=2 m y BQ=3m. ¿Cuál 
.. es el valor del área calculada? 


” 


A 1 B 
mantel 6 
D 
Resolución 


Con los datos del problema 


. 4rea de la mesa 
dl 9-4 53 2-4 3:3 


Problema 9 

Cada vez que Jacinto duerme, siente que una 
parte de su colchón está más fría. Un día, al 
revisarlo, nota que, en efecto, la parte cen- 
tral del colchón tiene la tela rota. ¿Cuánto de 
tela tendrá que comprar para arreglar su col- 
chón? Considere que BP=DO=24P=20C y 
BM=MC=AN=ND. 


parle 
central 


Resolución 


D 
elos datos del problema 


Usamos relación de áreas. 


B__ (a U C 
L , 
R 
C C Q 
A 
R 2R 
J 
2b 
H 
D D 
Bnanc=2WBapm 
=428 


Entonces para todo el colchón rectangular: 
848 = - x2m? 


948 = 2 pp? 
7 


Problema 10 

La caja de una botella de whisky tiene por base 
una región trapezoidal. Si la botella cabe exac- 
tamente en la caja ABCD-A'B'CD, tal como se 
muestra; AD=8 cm, BC=3 cm; y la base de la 
botella tiene un radio de 5 cm, calcule el área 


de la base de la caja. 


Resolución Usando las propiedades de los trapecios, pasa. 
Considerando únicamente la base de la caja, mos del gráfico 1 al gráfico 2. : 
la cual se podría suponer de las condiciones Dato: /A+IB+C=80 u? 


del problema, como circunscrita a una cir- 


cunferencia (base de la botella), tenemos el QRO ES UN HOpeciO: 
siguiente gráfico: Bron=Aprwv 

A+M=IN+C 

N=A+M-T el 


(APORS es un paralelogramo. 
lApors=2(1B +1N+C) 


M+B+IN+X =21B + 2IN +28 


Á 8 cm D 
: Reemplazamos (+). 


Por teorema ] 
M+1B+/4+1M-C+X=21B+2/4+2M-2C+2 


DBigcp=[a+b+3+8):5 (5) 
Del teorema de Pithot SÓ» ia ] 
a+b=8+3 .. K=B+/A4+C=80 u? 
En (*) 
. Basep=(22):5 cm?=110 cm? Problema 12 E 
M, N y P son puntos sobre los lados BC,A AD y CD 
Problema 11 de un cuadrado ABCD, de modo que AM LBPy 


á— — 2 
BN LAP. Además, lA agy=12U? y Mp2 DU 


En el paralelogramo ABCD, PQ//RS//AB. Si 1 BO A 
E E OQ/ESIVAB. Sila cate A, py (BP. MN=LE) y AP O MNAE: 


suma de las áreas de las regiones sombreadas 


es 80 u?, calcule el área de la región MNLSP. Resolución 


R 6 


URÍA RT. 


gráfico 1 gráfico 2 => DP=AN=b 
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p G o 


Luego 
Dog? [22 faro) =D an A pera g 


Luego 


Dauct Aprn= A epr 


2 
1244 A ygy=20 U | 
XA cuadrado C 


' Ayy=8u? | er 
. MA+B=31 

Problema 13 

En el gráfico mostrado, se tienen tres cuadra- Problema 14 

dos. Si BQ=6 y QC=1, calcule el área de la re- Dado un triángulo rectángulo ABC de hipote- 


gión sombreada. nusa AC, las bisectrices AP y CQ se intersecan 
en el incentro /; la altura BH del triángulo ABC 
8 QC - interseca a QP en S. Si m<PAC=8 y el inradio 
Áh del triángulo ABC es r, calcule el área de la re- 
gión cuadrangular SBIT, donde 7 es el punto 
la de tangencia de la circunferencia inscrita en 
Y el triángulo con el lado AC (AB < BC). 
N 
55 Resolució 
, ) esolución AQ:PC 
M D Sabemos que, por propiedad, r= AQ+PC 
Aesolució AQPC 
Ó 
Sando a La y también, por propiedad, BS = AQ+ AO PC 
Cuadamente la con ¡ 
rue 
ángulos sombreados gruencia de los 
pe bx] 
B 


6 e 


P De allí, r=BS. De 
: Como BI = r/2 y a=45- —(90- 
A 0=20-45” 
: Anoser="" r/2sen(20- 45) 
b 
Ñ - p2./2sen(e- 459) 
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a 


A 


Problema 15 

P es un punto en la prolongación del diámetro 
BC de una semicircunferencia y Q es un punto 
en dicha semicircunferencia. De este modo, la 
medida del arco CQ es 37, se prolonga el seg- 
mento BQ hasta el punto D y se ubica el pun- 
to A al mismo lado que D respecto a la recta 
BP, tal que m«ABP=90" y AB=BC=CD=2CP. Si 


ZA rapp=S, calcule el área de la región ABPD. 


D 


Resolución : 
SIAC N €=([M), entonces M, P y Q son colinea- 
, les, ya que mQC =37* y MOB=45". 


Sea A ABCO=2S, 


Como AH=3QC, entonces JA, ppg=3/A En 
Asco=6S,, 
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Como BC=2CP, entonces JA, gco=2A acpp=28 
E 
Arapr=2 (h/2=S 


lAmagco=88.= ah=2S 


De allí 4S,=S. 


Piden JA>aDPa= 9S.- 


9S 
> Araope="g 


Problema 16 

Un triángulo acutángulo ABC se encuentra 
inscrito en una circunferencia de centro O, 
cuyo radio mide 15. Luego, se trazan las altu- 
ras AF y CE. Si BA=3(BF) y AC = 24, calcule 
el área de la región cuadrangular OEBF. 


Resolución 


Piden A a ogr 


(5) 


B 
MA a o8r= a DEN 


senal 


Del dato, en el gráfico, BO = 15. 


: sabe que AEBF =A CBA (AAA). 
e 


Es L >) EF=8 
4 3 
Por el teorema de Nagel, a: = 90". 
Reemplazamos en (*). 


(15)(8) A 
Ago" 9 sen90 


: Agorr= 60 


Problema 17 


Dado un trapecio rectángulo ABCD, recto 
en A y B, tal que AC 1 BD, se ubican los pun- 
tos medios M y N en AB y AD, respectiva- 
mente. Si BC=9 y AD=16, determine el área 
de la región cuadrangular AMCN. 


Resolución 


' (D 
, osa rm) (1612) 20 (M 
Ñ Di EX DAB (AAA) 
' 


Reemplazamos en (ID. 
2 
20) (2)0x0) > A+B=75 


Reemplazamos en (D. 


. MAnarucn=75 


Problema 18 


Exteriormente a la hipotenusa AC del triángu- 
lo rectángulo ABC, se traza el cuadrado ACPO. 
Luego se trazan PM y QN, perpendiculares a 
AB y BC, respectivamente (M e AB y Ne BO). 
Si AB=a y BC=b, calcule el área de la región 
cuadrangular PQMN. 


Resolución 


Piden /A ¡APQMN 
(ONIMP) 


oe seno. 6) 
APQMN= => 


Del gráfico, o = 90". 
ABC =O7A (ALA) > TA=b 


bABC= CLP (ALA) > CL=4 


En (*) 
(a+b)b+a) 
Mapa" 
(a+bY 


. Mapu" "Ty 
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Problema 19 


En el gráfico, P y T son puntos de tangencia. 


Si"AP=a y (HQ)(OE)=b*, indique el área de 
la región triangular PTQ. 


Resolución 
Piden AA, pro: 


Se trazan OP y 07. Por propiedad, OP 1 PA y 


OT 170. 

E APO = lx QTO (ALA) 

> AP=TQ=a 

También OE=0H y EA =HOQ. 

En el tx OTQ, por relaciones métricas 
(TH)y? = (OH) (HO) 
(TH)? = (OE) (HO) =b? > TH= b> 


—— y 
Se observa que el PAHO es inscriptible, en. 
tonces maPHO = mxPAO = 8. 

Se observa que HP // QT. 


Como TQOHP es un trapecio 


> Arrro= BA THO 


bda? -—p? 


“- Bapro= A 


Problema 20 


En un cuadrado ABCD inscrito en una circun- 
ferencia, se ubica el punto P en el arco AB, 

tal que PC y PD intersecan a BAen L y N. 

Si BL=3 u y LN=1 u, calcule el área de la 

región del cuadrilátero LNDO (O es centro de 

dicho cuadrado). 


Resolución 


Se prolonga LO hasta E (E € CD). 
MO) 


A anwo=*P ae A nor 
Como ABCD es un cuadrado 


mB8C =méD =mDA=90* 
> mxBPC = m<CPD = maDPA = 45' 


gnel A BPN, por teorema (B, L, Ny A son pun- 
ne i 


tos armónicos) 


34H > 0-2 
1/0 


Notamos que L es punto medio de BA. 
> LO.LBA 
Reemplazamos en (*). 
3+1) 6 66) 
Mao" (27) $3 


e Aa no= 1,9 a” 


Problema 21 


según el gráfico, T es punto de tangencia. Si 
PC=8u; AE=7 4; PT=12 u; AD=14 u, calcule el 
area de la región sombreada. . 


Se observa del gráfico que AB=AE=7. 
Como mBC =mAB 
> BC=AB=7 


Por teorema de la tangente en %, 


122=(0+8)8 > (=10 


Ahora, utilizamos la fórmula de Brahmagupta 


A arco=(p- Dp-bDMp-D(p-d) 


Primero, calcule la longitud del semiperímetro 

de la región cuadrilátera ABCD. 

14+74+10+14 _ 
Z 


Mn co= 19 


Reemplazamos. 
Ana rco=/019-D09-D(19-10(19-14) 
Am peo= 412x12x9x5 


“a agcp =3645 u? 


Problema 22 


En el gráfico, E es el excentro del triángulo 
ABC y m«ABC = 2f. Indique la razón de las 
áreas de las regiones APQC y PEQ. 


B 
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Problema 23 


Resolución 
lA — — 
Piden PE, En el gráfico, AB//CD, CD=2(AB) y el área de 
INPEQ la región ABC es /A. Señale el área de la región 
sombreada. 
Resolución 
Piden Ags=/A.. 


Como £ es el excentro de ABC 


=> mxAEC = 90*- a 


m«AEC =90*- 8 


En el gráfico, se observa que el ACPE y el 
AMAQE son isósceles. 


PC=PE=a a QA=QE=b 


En AMATCE Dato: Aa ac =2A 

1800 + 90” — B +90” - B +90" = 360" En el gráfico, se observa que ABCM es UN rom- 

9 =90”- 3f boide. 

> BL=LM, AL =LC 
Entonces 
ab También, ABMD es un romboide. 

IP mmaroc - JN sen(90”-3B) 

a > NL=AB 


—__——_—— «b = 
ZA A PEO A sen(90- g) Ssen(90-p) e a 
Luego, se tiene que AM biseca a NL. 

ZA aPoC - cosap Ahora, G, y G, son baricentros de los 
Paro  cosb ANL y MLN, respectivamente. 


pre 
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triángulos 


- A A 


ato y el gráfico 
pel d a 
[A= 12, > 1A; = 12 
Sumando las áreas de las regiones parciales 
de lo que piden 


n= A, +6; + 6/A; +/A; 


A,= 1414; 


caca 


Problema 24 


Sea ABCD un cuadrado, cuya área de su re- 
gión es B. Si AM=MD y CN=ND, determine 
el área de la región sombreada. 


e C 


Dato: An agco=1B 


Del gráfico 


/A,= An emo tA, Anc - A [ALOTP (D 


B/2 


» Observación 


*  Enelgráfico 


+  Enelgráfico 


región cuadrada 


Cálculo del área de la región LOTR 


Para nuestro problema, se trazan CN. L1DM 
(donde N' y M' son puntos medios de BA y BC, 
respectivamente). 

Aplicamos las propiedades anteriores. 


1 [1 (ID 
MA aLorr =p" (LA paseo] 


Reemplazamos (II) en (D. 


B Anaco 
A.=37 720 
91B 

- By 
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Problema 25 
En el gráfico mostrado, AM=MC. Calcule x si 
a+ Pp y Pe BD. 


Resolución 
0+0 . 
Sabemos que x= ER (capítulo V). 


En el problema bastará con calcular | 


mxABC + mxADC 


Para ello, prolongamos DM hasta Q, tal que 
MQ=MD, de manera que AQCD sea un parale- 
logramo de centro M. 
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Luego CQ=AD=d. 
> AQ=CD=c n mx40QC =p 


Entonces, en AABCO, 0+4+0+2= 3602 
Como AM=MC => Aaro=Basco 
a“C bd 
——sen(wM==——senA 
2 seno 2 (D 
Por el teorema de la bisectriz interior 


* enel ABAD, BP _4 
PD 


d 
BP b 
. LABCD, ==- 
ene “BD 
4.3 > a:c=b-d (D 
d c 
De (ID en (MD) 


senw =senA 
> m=14 v 0+1=180" 


Si w=1, entonces a=P, lo cual niega la condi- 
ción del problema. 
Si 0 Pl= 180%, entonces 8 + $ = 180? 


. x=90* 


Problema 26 
Dado el cuadrilátero convexo ABCD y los PUN 


tos L y Men los lados AB y CD, respectivamen- 

te, de modo que a me eel 
DC BA mM 

área de la región KLNM es igual a la suma 


las áreas de las regiones AKD y BCN- 


demuestre qu 


A 
| Como 
pesolucion 


m-h=h5+h, (m-1) 


- am 


> X=/A+B 


. Barnym= Mrrnot+Aa BCN 


Problema 27 


En un romboide ABCD, se ubican los puntos 
MyNen AB y AD, respectivamente, tal que 
MD ANC=(T), AM=2(MB) y AN=3(ND). Lue- 
go se ubica E en NC, así que NC = 3(£C) y el 
área de la región romboidal es /A. Calcule la 
suma de las áreas de las regiones AMN y ETD. 


DM_ BL 1 


DC BA m Resolución 


Piden Ax yun+ Aa erp 
> DC=m(DM) a AB=m(BL) 


B 4b c 
Enel gráfico 
Le 
h-h am 


3 im=h,+h, (m-1) 


San A B, M ; . Z > 
,1MM, Ny X las áreas de las regiones A 2 AAA 
Sombreadas que se muestra en el gráfico. H———— 3b 
Eno 
| E De los datos, AM=2(MB). 
| A+m= ?M-D-h, 0) Si MB=a, entonces AM=2a. 
| + AN=3(ND), siND=b => AN =3b 
B+y=): y C=3l 
| e (1 - NO=3(E0),siEC=0 => N 
. =2l 
X+M¿ 9 bm:h EN 
— (110) 
Vido Como 
(n Manos cony enie 
Oy En ntemente las ecuaciones AM _ NE 
“Mionces se obtiene MB_ EC 
Br. b A 
UDS ME/AN y Aaero" PAM 
2 h) Med (ho + holim- 0) > ME//AN y 
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A 


Por propiedad de la semejanza de triángulos 


3b(a) + 4b(a) _ 1 
a+2a 3 


ME = b 


Por semejanza de los triángulos MTE y DTN 
11 

MT_ BA n. 

TD b 3 
Si AA NTD =34A,, entonces AA MINS 1 1/A, y 
Ba auy= RA. 
De lo que piden Aa uv + Ma yr =53/A,  (%) 
Del romboide ABCD 


2(Aa uo + Ba pun) = A 


Pero Aa 1yo=56/A y Aa pyp=28/A; 
168=/A, 


Reemplazamos en (*). 
MAA AMNT JIAAMIN= 53// 168 


53 
A +/A =—/A 
'A AMN A ETD 168 
Problema 28 


Se tiene un triángulo ABC, en el cual se traza 


exteriormente los triángulos ABD y BCD, tal que” 


AE = 5 u. Calcule el área de la región cuadrangu- 


lar, cuyos vértices son los puntos medios de los 
lados DB, BE, BC y BD. 


Resolución 


a (MP) (ON) sen8 0 


Ana MNPQ 9 


5 
AABE: por base media NQ= 2 


ADBC=AABE (LAL) 
> DC=AE=5 n m<«BDC = mxBAE =606 


5 
En el ADÉEC, por base media, MP = 7 


Por paralelas, AE y CD determinan un ángulo 
que mide 6. 


Por propiedad en el X<DBAF 
0+60=$4+0 => 0=60* 
Reemplazamos en (*). 
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Ana mro= 


2543, 


An mro=  ” 


po Test 4 
1, Enuntrapecio ABCD (AB//CD), se sabe que A) C=/A+IB 
ladistancia del punto medio de BC a AD es 3 B) C=2B-/A 
y AD=8. Calcule el área de la región ABCD. C) C=3B-2/MA - 
D) A=2B+C 
A) 12 B) 24 C) 16 - E) C=IB+2/A 
D) 18 E) 20 
5. Si AB=4 y AD=3, calcule el área de la re- 
2. Si BH es altura de un trapecio isósceles gión ABCP. , 
ABCD (BC//AD); además, BH=4 y HD=6, 2 
calcule el área de la región ABCD. A) 6 
B) 8 
A) 24 B) 12 O) 18 O 12 P 
D) 17 E) 20 D) 24 $8 
E) 9 A D 
J. Enelgráfico, ABCD es un cuadrado y PH=2. N o 
Si AN=MC, calcule el área de la región 6. Un cuadrado y un triángulo equiálero tie- 
BCDO. nen igual perímetro. ¿Cuál es la relación de 
B HM E sus áreas? 
L] 
A) 16 Y 9 
B) 24 7 A) 1 B) /3 C) 4/3 
0 20 A 25 
) 30 D) q S 
E) 60 
¡y DR g ——2D 7. Enel gráfico mostrado, BM=MC y AN =ND; 
4 E , además, An ABmM=2 y MAanco=3: Calcule 
. n z 
e Bráfico Mostrado, calcule la relación Ag amcn: , 
te las áreas, sl C 
B 
ENS 
A Y D 
A 1 B) 3 C) 2 
D) 5 E) 8 
Cr 
¡El 2 36 45 50 $ 75 
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E 


> Problemas propuestos < 


Nivel básico A) 2,16 B) 2,04 O: 212 
1. Juan ha comprado un terreno rectangular D) 2,08 E) 2,06 
| de dimensiones a y b. Una parte de dicho 
| terreno lo desea usar para construir un 4, Se desea pintar la escalera mostrada 
| campo deportivo, el cual tendrá un vértice (de peldaños congruentes). Se sabe que 
| en el centro del terreno y otro vértice en a=12 cm y b=20 cm. ¿Cuánto se gastará 
| una de las esquinas del terreno. Si el metro en total si cada metro cuadrado cuesta 23 
| cuadrado de pasto artificial cuesta $ soles, soles? Considere que no se pintan los cos- 
| ¿cuánto deberá pagar para cubrir con pas- tados de la escalera. 
to artificial todo su campo deportivo? 
a+b ab ab 
A) | |S BD —-S C)—S 
| ) ab ) ) a+b ) 4 
D) abS E) Ds 
2. Jesús compró un celular con una pantalla 
de 5,7 pulgas y, por ello, le obsequiaron 


un celular más pequeño de 4 pulgadas de 
pantalla, pero de la misma marca y mode- 
lo. ¿En qué relación se encuentran las su- 
perficies de sus pantallas? 


A) 2,703 B) 1,604 C) 1,6025 


D) 2,030 E) 2,704 
3. Una profesora divide su pizarra en cuatro A) S/98,2 
regiones rectangulares para colocar en B) 8/73,6 
ellas la fecha, el título, un recordatorio y OS 1100 
el desarrollo del tema, tal tomo se ve en 
el gráfico. Si el producto de las áreas co- an 
ESpONdIenteS al título y al recordatorio es só 
0,1664 m” y el área de la zona donde está ¡ ases 
la fecha es 0,08 m?, calcule la medida del 3. Un terreno de forma a es en 
área que ocupa el desarrollo del tema. 6 u, 8 u y de altura 4 u, se pal ¿reas de 
j dos regiones donde una de a acia 
estas regiones sea seis veces el are ea di- 
otra. ¿Cuánto será la longitud de la lín 


r 
4 ebe se 
visoria si se sabe que su longitud 2 


lo menor posible? 


y A 


A) 2/10 B) 7 7) 79 


D) 7,3 
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queta del empaque de una golosina 9, 


ene forma rectangular de dimensiones áreas de las regiones BHC y DHC es k.C 
0 cmy 0,08 cm. ¿Cuántas etiquetas se po- cule la razón de las biens de las ; al- 
drán conseguir con una lámina rectangular LTD y LMD. regiones 


de dimensiones 2,4 m y 3,14 m? 


En , 
p, La el el gráfico mostrado, la razón de las 


p 450 B) 900 C) 200 
D) 952 E) 942 


7. En un gimnasio se tiene un taburete de 3 
piezas, tal como se muestra. Si se sabe que 
las regiones sombreadas tienen superficies 
A y B, ¿cuál será la superficie de la pieza 
inferior sombreada? 


y É B) R? o 1 
la E 


3 ls E) VR 


3 


Nivel intermedio 


3 | 

ás 3*B B) A+B C) o 10. Se tiene un paralelogramo EFDN; además, 
| D) ER P es un 1 punto de > su región 1 exterior rela- 
| 2 E) 2/4+1B tivo a FD; EP A FD=1My; NP A FD=ILy,; 
a, SOR=ZAD, 24p NFMEM=10). Si Maga? > Aayp=3U* 

BOR es q 0 ed y el área de la región y Aa pp=4u*, calcule Ap mus 

BODA. » e el área de la región 


A) 13u?  B) 9u”* Tu 
D) 15 u* E) 10u? 


11. Se tiene un cuadrilátero ABCD que limi- 
ta una región convexa AB N DC =(P). Si 
m=<APD=0, AB=a y CD=b, calcule la dife- 
rencia de las regiones APD y BCP (AD>BC). 


ñ ab 
ab ab sen 0 
A) —co 8 B —tand (0) 


ab 


b — secó 
2 


D) Sot E) 
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12, Dado un cuadrado MBLD, A es un punto en 
la prolongación de DM, Q es un punto de 
ML y C es punto en la prolongación de AQ, 
de modo que AQ=0C, la recta ML interse- 
ca a BC en P. Si AD-BP=Rk, calcule el área 
de la región ABCD. 


C) k?sen9 
E) kcos8 


A) k B) ktan0 
D) R?tan6 


13. Si en el gráfico mostrado se cumple 
_ AP=2a-b y PD=3b--<, calcule el área de la 
región rectangular cuyos lados tienen lon- 


gitudes 3a+c y (4b+a)”!. 
B a Pp C C 
b 
Á D 
20 0 B) 3,1 O) 23 


14, En un cuadrilátero ABCD de región con- 
vexa, la recta que pasa por los puntos 
medios de sus diagonales interseca a 
AD y a BC en N y en M, respectivamente. 


Si BC=AD, calcule la relación entre las me- 
didas angulares determinadas por dichas 
rectas y los lados iguales del cuadrilátero 


3 . 5 
Ñ > B) 1 O 3 
D) 2 E) 3 


15, En el gráfico mostrado, ABCD es un rectán- 
gulo, AQP es un arco de semicircunferen- 
cia y CP es un cuadrante. Si BD=k, calcule 
el área máxima de un cuadrado de lado DQ. 


B E 
07 
Q 
A) R?/3 B) k?/2 O) R2/5 
D) R? E) k?-1 


16. Si ABCD y MNQP son cuadrados, siendo el 
área de la región ABCD igual a b”, calcule el 
área de la región PCED (NA=CE). 


B > _B 


N 
Á M D 
Aab/6e Bjrablaz 0 ab/A 
: E) ab/2 


D) ab 


ados AB y BC de un triángulo 


sobre pei los cuadrados ABFL y 
C, - ¡que AR=4. Calcule el área de la 
cor, tal qUe: 
a cuadrilátera AFRC. 
Cc) a“/8 
ñ B) a”/2 
» ó E) a?/3 


En un paralelogramo ABCD, se ubica F 
ñ en BC yBDnAF=10). Si las áreas de 
las regiones BOF y AOD son 4 y 25, res- 
pectivamente, calcule el área de la región 
cuadrangular OFCD. 
B) 28 Cc) 30 
E) 25 


1%, En un cuadrilátero ABCD de región con- 
vexa, la recta que pasa por los puntos 
medios M y N de DB y AC interseca a 
BC ya AD en T y en S, respectivamente. 
SiAnasr=lAa pre, calcule la razón de las 
áreas de las regiones ABT y STD. 

1 B) 2 C) 0,5 

E) -1,2 


2, 
En ABCD y BSQP cuadrados, el primero 
| e “entro O. SiAB=6, OT=1 y DS=8, calcu- 
€ el área del trapecio ABSD. 


21. 


- A) 6cm? 


23. 


AA. 


Nivel avanzado 


Desde un punto P exterior a una circunfe- 
rencia de centro O, se trazan las tangentes 
PA y PB (A y B son puntos de tangencia). Si 
m«AOB=150% y PO= 8, halle el área de la 
región cuadrangular PAOB. 


A 8 
D) 16 


B) 10 0) 12 


E) 14 


. En el gráfico, A, B, C, D y T son puntos de 


tangencia. Si (POXR +r) = 18 cm?, halle la 
suma entre las áreas de las regiones trian- 
gulares ABP y CDQ. 


C) 12 cm? 
E) 18 cm? 


B) 9 cm? 
D) 15 cm? 


En el siguiente gráfico, ABCD es un romboi- 


de y /A,+/A,+/83=1A. Indique /A, si /A;,/A,, Az 
y ZA, son áreas de las regiones sombreadas. 


D) 21/3 
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24, Según el gráfico, los triángulos ABM y BCN 
son equiláteros. Si ML=LA, NE=EC y LE=a, 
determine el área de la región cuadrangu- 
lar LNEA. 


25. 


A) qye 


DG 


ENE 


a?/3 
3 


E) 


En el siguiente grafico, ABCD es un cua- 


drado, 


NM _AC_LE 


4 


2 


3 


. Calcule la razón 


de las áreas de las regiones sombreadas. 


NÑ 


A) 11/7 
D) 7/2 


B) 5/3 


C) 10/9 
E) 2 


26. En el gráfico, BC//AD, y además M 

NL y S son puntos medios de BG 
respectivamente, Si 
C+IB=18/A, calcule X. Considere que AA, 
IB, C y X son áreas de las regiones som- 


CD, DA y AB, 


breadas. 


A) 10 
D) I5/A 


27. En el gráfico, el área de la región paralo- 
grámica PQMN es IL. Si R, S y T son puntos 
medios de MN, NK y PQ, calcule el área 


——— 


B) 124 


C) 14M 
E) 16/4 


de la región sombreada. 


. 


e ad a A 


1 LA 
est 
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CAPÍTULO XVII 


ÁREA DE REGIONES CIRCULARES 


Objetivos 

+ Calcular el área de superficies limitadas por curvas o combinación de curvas y segmentos, 

* Aprender a usar regiones poligonales para el cálculo de algunas regiones curvas sin nece- 
sidad del paso al límite de sus expresiones. 

«Obtener el área de algunas partes notables del círculo, determinadas por sus líneas espe- 
ciales. : 


Introducción 

Desde épocas muy antiguas, el ser humano debió observar las formas redondas con cierta admi- 
ración y misterio; no solo porque las podía contemplar en los cielos despejados por la mañana o 
Porlanoche, sino que era esa misma forma circular la que le permitió transportar objetos pesados. 
Posteriormente, debido a la gran importancia que generaba esta figura en cuanto a su utilidad, el 
gran geómetra griego Arquímedes se encargó de darnos a conocer sus características matemálti- 
Cas. Para ello, calculó el área de su superficie y, después, el valor aproximado de su longitud. 


Con : a , 5 
de estudio del círculo aparece un número muy importante: el número 1, que más adelante se 
Cará £ : A í | 
li ará por qué era imposible resolver el problema de la cuadratura del círculo para los griegos. 
e , : 
NO Por resolver este problema trajo consigo el estudio de unas figuras Curvas, conocidas 


in 
, Ñ ú , ..» 
Pl "ónulas de Hipócrates, cuya suma de áreas resultaban igual al área de alguna región 


En la : ] 
el os el cálculo del área de regiones curvas se realiza sin dificultad alguna mediante 
o 


Circular, e yla integración, y se ha conseguido demostrar propiedades interesantes Para la o 
10) . E i a 
- "0 Por ejemplo el hecho de que una soga cerrada encierra la mayor superficie si es 
"Ma circular. 


“dopta la fo; 
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1» ÁREAS DE UNA REGIÓN CIRCULAR Y DE 
SUS PARTES NOTABLES 


1.1. CÍRCULO 
Es una región del plano cuyo contorno o borde 
es una circunferencia. 


región interior 


circunferencia (4) 


Teorema 

El área de un círculo es igual al producto del 
número pi (1) con el cuadrado del radio de di- 
cho círculo. 


donde 
- -  R:radio del círculo 


Demostración 

Ubiquemos un polígono regular inscrito en la 
circunferencia de radio R. Sea n el número de 
lados de dicho polígono. 


0, a 
e JA = ZA = n 
JA csrculo A polígono =MA A 408 =N ES e 
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Si hacemos que el número de lados (n) del po- 

lígono regular aumente, se obtendrá el valor del 

área de la región circular. Según esto, la idea es 

evaluar n cuando este tiende al infinito. Luego 
) n (0, Ap ) ¡e 

círculo=1ÍM = 2 E 2 lím (2Ppotigono )' A 


00 n—00 


ZA 


Cuando n tiende al infinito, 2p lean tiende a 
2T:R y a, tiende a R, entonces 


A == 0nR)R 


círculo — 


A _mp2 
> ZA csreuto =TR 


Aplicación 1 

En el gráfico mostrado, calcule el área de la re- 
gión sombreada si el semicírculo tiene radio 8. 
Considere T y H puntos de tangencia. 


Á O 4 H 4 B 


Resolución 
Trazamos la recta OO', la cual pasa por T. 


4 


[O] 
o 4H 
Sea r el radio de la circunferencia. 
> 00= OT-O'T=8-r 
EnhOHO;, por teorema de PitágoraS 
(12 (0?=(8-ry* 


Obtenemos que r=3. 


gl área de la región sombreada es Eo se En el gráfico, como AT=AS 
cia entre el área del semicírculo y del círculo. Aeris /8s /3 
8? 2 _ 
pps E int 
El área de la región circular G'es Tur. 
2, Aps=231 
| e mit 
Aplicación 2 
En el gráfico mostrado, ABCD es un cuadrado, Aplicación 3 
los círculos son tangentes exteriores entre sí y En el gráfico mostrado, calcule el área de la re- 
tangentes a los lados de los cuadrados. Si AT es gión sombreada si rmac etalerin: 


tangente a la circunferencia € y AT = 2 +13, cia, AP=16 y AH=15. 
calcule el área de la región limitada por €. 


Considere T punto de tangencia. 


B C 


Resolución 
N Pp Se sabe que AP=4T, lo que se obtiene de que 
Aa A, S y R sean colineales. 


> AP?=AR:AS an AT?=AR:AS 
Resolución 


Trazamos la dia conlda Luego AT=AP=16. 


B 


Como AH=15 
> r=AT-AH=16-15=1 


r(D?=n 
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Aplicación 4 
En el gráfico mostrado, los círculos son tangen- 
tes exteriormente. Calcule el área del círculo 


menor. 


Resolución 
En el gráfico 


Como 
> m<0,00,=120 y 0/0,=2/3 
> 00,=00,=2 


/ 


Si el radio del menor círculo es r 
> r=2-43 


nr?= (7-44/3)x 
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1.2. SECTOR CIRCULAR 
Es aquella porción del círculo comprendida 
por un ángulo central y el arco correspondiente. 


Al extender el abanico, realizamos un proceso similar 
al del radio cuando genera un sector circular. 


Teorema 1 
El área de un sector circular es igual al semi- 
producto de la longitud del arco del sector y el 


radio de ella. 
Á 


ple que 


Sea L yz la longitud del arco AB. Se cum 


Demostración 


EF un sector poligonal regular. Aplicación 5 
Sea Q0ABC lados de este sector aumenta Un abanico de 10 cm de radio se extiende bajo 
si el número SE (n > >>), entonces una abertura de 120”. Calcule el área de su su- 
indefinidamen E perficie. 
sil ECUCDUDEVEF... > tiende a ser el 
U 
is arco ÁF. Resolución 


itud del 
LAT. > Longitud e 


arco AF 
IO0ABCDEF > A A0F / 
p B 
LgoR 
> MororT 
2 10 em 

<> 

Teorema 2 0) 


Sabemos que el área del abanico extendido 


será 
. Syog = Om” 
la | AOB 360 
- 0: medida del «AOB 
Demostración os e sm 
Como Lo E -R 
1802 
Bopor= T9-R-(R) . Aplicación 6 , 
| 1802) En el gráfico mostrado, ABCD es un cuadrado, 
| A TO - —MyN son puntos medios. Si AB=6, calcule A 
| Mor = 3609 R? área de la región sombreada. 
Kasimir Malevich (1878 - 
1935), pionero del arte 
de la geometría abstracta, 
en Su obra Reaper on red 
Background (1912), utiliza 
las regiones circulares en d 
Su grabado. ds 


- TM 


———— Y] 


Resolución - Luego OT//PB, entonces las regiones P7p y 
Calculamos el área por diferencias. POB son equivalentes, de donde el problema 
se reduce a calcular el área del sector circular 
POB. 


106(8* 7 


Aplicación 8 . 
D En el gráfico mostrado, ABCD es un cuadrado y 
AB=4/2. Calcule el área de la región sombreada. 


ZA egión sombreada” 29AAMC” 2SDPAQ 


EE ELA B 
E E 
=18- E 

D 


Aplicación 7 
En el gráfico mostrado, 7 es punto de tangen- 


E 


cia; además, R=8 y r=3. Calcule el área de la Resolución 
región sombreada si además mPB =106-. En el gráfico 
Pp 


Resolución 
Sabemos que el ls O'TO es notable de 37”. 


P Se tiene que BD// MO 


> SammSADLo 


¿ área 
erá equivalente al ar 


á edida s 
Luego, el área p entro D. 


de un cuadrante de radio DQ=2 y“ 


T roy2 _ 
Ssombreada="g (2) ad 


LAR 
NTO CIRCU . 
13 sEGME ¡ión del círculo limitado por una 


propiedad 


área de todo segmento circular es igual a 
El áre 


| onR?  R?seno 


Bao" 36g 2 


El teatro de Epidauro tiene una forma semicircular y 
era el centro religioso del Peloponeso. Toda ciudad 
griega por pequeña que fuese tenía su propio teatro, 
instrumento de formación cultural y artística. 


Aplicación 9 


Calcule el área de la región sombreada si 
ABDF y HCEG son cuadrados y R=6. 


3 Demostración 
Enel gráfico 


Resolución 

Trasladando las regiones sombreadas, vere- 
mos que se trata de dos segmentos circulares 
congruentes. 


: HE >). —18 
= | -sen90* |=91 


JAsombreada” 18136 
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Aplicación 10 Resolución 
Sea ABCD un rectángulo y AB=6. Calcule el En el gráfico 
área del segmento circular mostrado. 


B C 


Resolución 


Por teorema de Pitágoras en el BOTO' 
En el gráfico 


R?4+4?=(24+R)? 


A de donde R=3. 


Entonces 
6 E 53m 
8=53 y 9ad=780 
> CA R?  9(53m 4 
.S 6 + So Ona = 5000) == (ag 5) 
Rp? 
S= =7 (Orad —sen 5) 1.4. CORONA CIRCULAR 
Es aquella porción de círculo, limitada por dos 
6? EL z) circunferencias concéntricas. 
21180 5 
S=12,717-14,4 


Aplicación 11 

En el gráfico mostrado, OA=A7. Calcule el área 
de la región sombreada. Considere que S yT 
son puntos de tangencia. 


corona circular 
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8 


aplicación 12 , ] em 
insombrero de mexicano tiene un radio inter- 
n 


o de 10 cm y otro externo de 30 cm. Calcule 
a ¿rea de la superficie del sombrero que está 


decorada. 


Resolución 
El problema puede entenderse como el cálculo 
del área de una corona circular. - 


zona decorada 


V, 


Soona=1(30'—7(10) 
=9001. 1007 
” 800 T cm 2 


La imagen mostrada es 
Un séctor circular. Al 
hacerle un corte axial a 
Una tubería, notamos la 


Presencia de la corona 
Circular, 


, ABCD 


Mbreo + Ue el á 
"tada. área de la corona circular 


Resolución 


En el gráfico 


B 


Del gráfico: PD=DO+0P 


R+r=l 


R-=r=QD=04/2 -( 


Acorona= 


lAcorona= 


Aplicación 


En el gráfico mostrado, ABCD es un cuadrado 
y CD=8. Calcule el área de la corona circular 


sombreada. 


T(R+M(R-—r) 
ml-0( 2-1) 
rl /2 - 10 


14 
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Demostración 
Se observa que 


Resolución . 
En el gráfico 


AFA TN COD 


Aplicación 15 
En el gráfico mostrado, calcule el área del tra- 
pecio circular ABCD si el área del sector AOB 
Del gráfico se obtiene es 8 cm?, 

R+r=8 D 


RP 


Obtenemos que r=3 y R=5. 


“ Aorona=1(5)-1(3)=16n 


1.5. TRAPECIO CIRCULAR 

Es aquella parte de una corona circular limita- 
da por dos segmentos de radio de dichas cir- 
cunferencias concéntricas y dos arcos. 


Resolución 
En el gráfico 


trapecio circular 
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— A 


1.6. FAJA CIRCULAR 


ORT 4, Es aquella porción de círculo limitada por dos 
peldalo “360 cuerdas paralelas y los arcos entre dichas 
| -L lry - R?) cuerdas. 
| A circular F 360 
E 
360 
a Aapecio circular” 12 
| Aplicación 16 


En el gráfico mostrado, ABCD es un cuadrado. 
La recta DO determina dos trapecios circula- 
— resdeáreas 2/A y ZA. Calcule BO/OC. 


B O Cc Según el gráfico, DC // AB. 


a 
Propiedad 


=> In=ag?- | A RR seno)» 
E 3602 2 
: 2 
| 2, a A] 
| Resolución 3602 2 


La razón de las áreas de los tra 
esesigual a la razó 
ares Centrales. 


pecios circula- 
n entre sus medidas angu- 


T 
3602 


A=Rin- (0+a)+(senO+sena 


Aplicación 17 

En el gráfico mostrado, se tienen dos triángulos 
equiláteros inscritos en una circunferencia de ra- 
dio 6 u. Calcule el área de la región sombreada. 


S. 
ES 
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a _- E a a ni 


Resolución 

Calculamos el área por diferencia entre el área 
de un círculo menos el área de dos segmentos 
circulares congruentes de ángulo central 120” 
y radio 6. 


E región 
sombrada 


] e ele -2/ 


360 ' 4 


e e Ent 


= 361-241 +1843 


2 clon ¡peas 
, sombrada 

Aplicación 18 

En el gráfico.se muestra una circunferencia 
inscrita en un cuadrado. Calcule el área de la 
faja circular mostrada si AB=2. 


B T C 


786 


— 
Resolución 

Se observa que BT=TC y m<BAT=53%/2, 

Se obtiene que 0=5372. 


Calculamos el área de la faja como el área de 
un círculo menos el área de los segmentos. 


Brasa =/Acsrculo si 21A cgmento 


aa 1270 ] 
lAs; = (1) sq E: sen127 


637 4 
.=——+— 
Laja 180 5 


1.7. FIGURAS SEMEJANTES 


Teorema 1 

Si en dos segmentos circulares de diferentes 
círculos, los ángulos centrales tienen la misma 
medida, entonces la razón de sus áreas es pro- 
porcional a los cuadrados de las longitudes de 
sus elementos homólogos. 


E 


Se observa que AAOB - ACO|¡D (AAA). 
Luego, DAOB — ICO|¡D. 
» 


Entonces 
E Ed 
r b 
Sabemos que 
6 sen0 
Ani = A > 
si % 2 ) 


Posteriormente 


A O Cubismo 
OSición L 


de Fernand Lé 
OS discos (1919), nd Léger 


Aplicación 19 ; 
Calcule la razón de las áreas de los círculos 
mostrados. 


B 


Resolución 

El triángulo, por ser notable, tiene catetos en la 
relación AB=3k y BC=4R. 

Además, se sabe que los triángulos AHB y BHC 
son semejantes. 


Luego usaremos las hipotenusas de estos 
triángulos como elementos homólogos 


Bor) _ (URY 
Bom (3 


Bor) _ 16 


Aplicación 20 
Calcule la razón de las áreas de las regiones 
sombreadas. Considere que 7 es punto de tan- 


gencia. 


$qn[ É—_a aa 


Resolución Demostración 
Los segmentos circulares son semejantes, ya 
que subtienden el mismo ángulo central, de p 
allí su razón de áreas es igual al cuadrado de la ' 
razón de los respectivos radios. 
Á C 


Si /A, IB y C son áreas de las regiones semejan- 


A_B_C . 
tes, entonces, 7 = E = pl por propiedad 
Cc 


S) (r+r 2) . 
RINES EN de proporciones. 
S; r 
A+B [0 
; + D 
E = (1942) =3+242 esa. 1 
1 
Luego, en el ABC, a? + c?=b* (ID 
Teorema 2 
La suma de las áreas de regiones semejantes, Reemplazamos (II) en (D. 
que tienen los catetos de un triángulo rectán- A+ 
Z ; + [My 
gulo como elementos homólogos, es igual al a 
Ñ ae Y 


área de la región semejante cuyo elemento 


homólogo es la hipotenusa. 
Por tanto, /A+IB=C. 


Para semicírculos 


Según el gráfico, /A, IB y €. son las áreas de las 
regiones semejantes, entonces 
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ma que A, JA, y ZAz son las áreas de las Por tanto 


se obs ¡antes 
' mej . 
regiones SE Ay. =/A+1B 
Por tanto 
Demostración 
¡8 LÚNULA 


Es una región no convexa limitada por dos ar- 
cos de circunfererencias secantes de diferente 


centro. 


lúnula de Hipócrates 


Como los semicírculos son semejantes, apli- 
cando el teorema anterior 


BOM +N =1A4+ M+N+B 


Por tanto, Ay, =/A+B. 


T Aplicación 21 
£orema 1 ] : 
En el gráfico mostrado, ABCD es un rectángulo. 
Calcule su área si la suma de áreas de las re- 


: 2 
giones sombreadas es 8 u”. 


B: á 
| Áreas de las lúnulas 


Tea q ó 
€ la región triangular ABC 


A, 
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2 2 
Resolución son[2,/6) _ (246) 13 


Observamos la mitad del gráfico. . A= E 41-643 
2 
6 
s-O- a E - (41-643) =-x.+6,/3 


== 
Uy] 


Ara =18/3 - 3 


Á C 


Sabemos que 
Arxagc=S1+S», 


Como 
A 1c=Brgc=3S1+S) 


- ¡Aragco=8 u” 


Aplicación 22 

En el gráfico mostrado, ABC es un triángulo 
equilátero de lado 2/6. Calcule la suma de 
áreas de las regiones sombreadas. 


Si/A y B son las áreas de las regiones sombrea- 
das, entonces 


Aras A-B 


Me AC 


Demostración 


Resolución 


Calculamos el área de una de las lúnulas y 
multiplicamos por 3. 


26, 
A ! 


áreas de las regiones in- 
N, A, y Pa 

sean M, 

dicadas. 

Por lo anterior. 


p +, +A=M+1A,+B+1B+IN +12) 
e 


, p-B=M+N+B 


Se observa que 


An paca M+B+IN 


Por tanto 
RETA ¿TA Fr e 


An ac =/A-1B 
y a e E A 


19,EL ARBELOS DE ARQUÍMEDES 

También conocida como el hacha de un zapa- 
tero, es una figura geométrica que estudió Ar- 
químedes, con la finalidad de obtener fórmu- 
las relacionadas con el área del círculo. 


El arbelos es la región comprendida entre tres 
eos de semicircunferencia cuyos centros es- 
tán alineados y Cuyas regiones de dos de estos 
semicírculos se restan del primero. 


A 


arbelos = 777 ——=--£ (1 


Como 2R=2r, +2r,, 
entonces 
R=r, +r, 
Ro=r¡2+r,+2r,r, 
En (D 


lA arbelos=10 11" 2 


Teorema 


El área del círculo de diámetro PT es igual al 
área del arbelos. y 


Demostración j 
Sea Gel círculo de diámetro PT, entonces 


=n— 0) 
Ao LG 


pero P7?=(2r,)(2r,) 
pr 
Luego, —— =Mh 
4 
En (*), /A¿=17,r,; no obstante, sabemos que 


esa expresión es igual al área del arbelos. 


Af MAarbelos 


Aplicación 23 Resolución 
En el gráfico, ABCD es un rectángulo. Calcule En el gráfico 
el área de la región sombreada. 


Por teorema de Herón 


x=2. 036+06-0 
Resolución 6 


En el gráfico A 2 
de allí que x* == 


271 
” Zsrculo "E 


Aplicación 25 
En el gráfico mostrado calcule el área de la re- 
gión sombreada. Considere que P, Q y T son 
puntos de tangencia. 


Como TD// PO 


> Sarrs=SAosp 


El área pedida es equivalente al área del sector 
TOD. 


_120n6* _ 
ATODZ 369 7 
; Resolución 
Aplicación 24 a En el gráfico 


En el gráfico mostrado, calcule el área de la 
región circular sombreada. Considere que P,Q 
y T son puntos de tangencia. - 


_— 


-24- a+ -2a 
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Aplicación 27 
e 
sabemos QU El cuadrado mostrado tiene lado de longitud /. 
pax= Ala -xJ(R -a) Calcule el área de la región sombreada. 
de donde B E 
a MR 
== (R-4) 
x= | 
o (pay ( 
Aplicación 26 de 
si +B=10 u?, calcule la suma de las áreas de hi n 


las otras regiones sombreadas. 


Resolución 


En el gráfico 
B FA AR E 
Resolución 
En el gráfico e 
OS 
LP AE 
Á D 
(a/ a=0/2-/3 (polígono regular 0,7) 


e S .- 30102  (%sen30" _ ne ES 


b 


El área pedida es 


" 2 
Ssombreada = 1 + 4S_ PQ Ml 


0195-43) 


Ssombreada 
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Arquímedes y la medida del círculo 


Los griegos sabían que existía una relación entre las longitudes de la circunterencia y del diá- 
metro de esta, de tal suerte que la relación entre ellos era siempre constante. El mismo Eu- 


clides, años alrás que Arquímedes, nos proporciona las relaciones para las superficies de los 
círculos: 


Proposición XIl-1. Los polígonos semejantes inscritos en círculos son el uno al otro como los 
cuadrados de sus diámetros. ] 


Proposición X!l-2. Los círculos son el uno al otro como los cuadrados de sus diámetros. 


Mientras que Euclides propone relaciones entre diferentes magnitudes de superficies y sólidos, 
Arquímedes nos muestra la jórmula capaz de darnos el valor exacto de alguna magnitud reque- 
rida. En su importante trabajo Sobre la medida del círculo, encontramos lo siguiente: 


Proposición 1. El área de cualquier círculo es igual a la base de un triángulo rectángulo en el 
que uno de los catetos es igual al radio y el otro es igual a la circunferencia del círculo. 


longiud de la circunterencia 


A B 


Para calcular la longitud de la circunferencia, Arquímedes considera hexágonos inscritos Y a 
circunscritos, luego dodecágonos, luego polígonos de 24, 48 y, finalmente, de 96 lados. sn : 
embargo, antes halló una fórmula para medir la longitud del lado de un polígono regular de 2n 
lados, en función de la longitud del lado de otro polígono regular de n lados, ambos inscritos 
o circunscritos. á 8 +4 
| de Ciencias Y 


Donaire, M. Formas y números- La geometría en las olimpiadas de matemática, Universal dades: 
> q a - Humanidades» 
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> Problemas resueltos 


lema 1 me l 
e ¡lanzamiento de un disco de música añol- 
para € 


ha elaborado UN estuche con una tapa que 
E se tono a CD y se cierra cuando K coincide 
0 Sila tapa tiene una superficie de área /A, 
calcule el área de la superficie del disco. 


Problema 2 


En el gráfico mostrado, se tiene una silla de 
ruedas AB//CD. Si BA=PC=6, calcule el área 


del círculo que determina la circunferencia de 
la rueda. 


Resolución 
Blaboramos el gráfico. 


Piden A. 
e 0 


omo LE 
//PD 
la Entonces m <COD=90". 


Des Notable de 3p> y 60* 
á ús BD=3n; BO=r=n/3 
LL | 
Pero A Ñ 
4-23 
] Acops "13 
> =24/3n? = JA 


| mp di 


9s (ID en (ID. 


Resolución 
Luego de interpretar el problema 


Piden Ajy=1w? (+) 

Como PC//CD 

=> mPD=mCD a PD=CD=6. 

Se observa que PCD es un triángulo equilátero. 
> r 43 = 6 Ar= 2,3 

Reemplazamos en (*). 


Ao= n(2/3) 


. Ro=121 


795 


Problema 3 


En una tienda de antigúedades, Carlos ha en- 

contrado una antigua silla mecedora elabora- 

da con el corte de un tronco de árbol, tal como 

se muestra en el gráfico. Si mxAOB=90* y 

Me AO (AM=MO), calcule el área de la superfi- 

cie AMB del tronco. Condidere que AO=0B=R. 
| 
] 


| 
Piden JA región =B+C (D 
sombreada 
Se sabe que 
TR? R? 
Bo 

4 4 (1 
Se observa que el BOM es notable de 53%/2 
y 12772. 
Como BO=R, entonces LO = RA. y = 245 R 

Bs. 5 
.MMLO <= ÍSMHA (ALA) 

3 AH=L0z na 


796 


_BM:AH_ (RÍ5[RA5) 1 
C= ANA (ID 
2 2 5)2 
R? 
c=t= 
4 
Reemplazamos (II) y (ID en (D. 
ae? RR? fr 1 
ZA región CN 5) 
sombreada 4 5 4): 
Problema 4 


Un antiguo disco de vinilo consta de 6 pistas 
musicales igualmente distribuidas en sus dos 
caras (lados A y B). Cada música tiene la mis- 
ma duración, que se puede considerar como 
estar distribuidas en superficies iguales. El agu- 
jero central del disco también tiene la misma 
superficie que cada una de las pistas. El brazo 
del tocadisco es fijo en longitud e igual a L. En 
el momento que se muestra en el gráfico, va a 
iniciar la pista 3. Calcule m <OAB. 


Resolución 

Para que los espacios de cada música sean 
iguales, consideramos áreas iguales. Luego, los 
radios estarán en la proporción 1: 2:03:44. 


do a T como punto de tangencia Restamos. 
¡deran 
aj en (*) Po 
0B= . 
sonar la pista 3, el ca- 
Cuando va a comenzar a AL E 


Itocadisco estará en A. 


¡de 
y M=n(512 4 R?2) 


Problema 6 
Durante muchos siglos, el taoismo ha simbo- 
Por teorema de cosenos lizado las dos fuerzas Opuestas y complemen- 
? 08? = 2 +21? -2r/2Lcos0 tarias del universo (yin: femenino, la tierra, la 
do (*) y reemplazando en lo anterior, obte- oscuridad; yang: masculino, el cielo, la luz) 
Usan mediante el gráfico mostrado. Si los dos radios 
cid de los círculos pequeños miden 1 em y el radio 
r=V/2Lcos0 del círculo grande mide 8 em, calcule el área 
r de la región sombreada. 
“. ATCCos| —— 
E) 


Problema 5 


En el timón de un auto, se ha puesto una barra 
antirrobo AB, tal como se muestra en el grá- 


fico. ¿Cuál es la medida de la superficie que 
determina el timón? 


Resolución 
En el gráfico 


Solución 
lx ES a a 
Tadio : Sl 
Pleto, entonces Que determina el timón com- 
e TE 


da es igual que el área de la región sin som- 
brear, igual a la mitad del círculo mayor. 


A Observamos que el área de la región sombrea- 


2_ 2 
ZA combreada = 5 7(8 cm)” = 321 cm 


E 
2 
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Problema 7 


En el gráfico se muestra el logo de Google 
Chrome, el cual se divide en 4 zonas: 1 círcu- 
lo central y 3 zonas a su alrededor. Calcule el 
área de cualquiera de estas últimas zonas. 


Resolución 


Se observa 
A+B+CU=9m*-m? 


Pero sabemos que /A=IB=(T 


Z 
pa ¿7 

3 
Problema 8 


En el gráfico se tiene una escarapela nacional. 
Se sabe que AP=HB, HC=FD. Si AT=a, BO=b, 
CE=c y DS=d, calcule el área de la zona blanca 
de la escarapela mostrada. 


circunferencia. Si P es la recta de Euler, 
. +. el área del círculo que determina el som 
- Considere que PB=BQ. ' 


Resolución 
Primero, debemos notar que nada garantiza 
que AB sea igual a HC o que PH sea igual a HF. 


Piden mr? 1 Jn 


Del gráfico 
OA?=r*+a* 
OB?=r24b? 

Cómo OA=0B, entonces ra?-r2=b*-a? (0 
OC*=r ¿+0? 

OD =rf+d? 
Como OC=0D, entonces r-r 2=cd-d? (MM 
Restamos (ID y (D. 


(1)? -1?)= mlc? +al-d? -b?) 


Problema 9 


En homenaje al Día del Campesino, UN artis" 
ta ha representado a un campesino rumbo a 
sus tierras para hacer un sembrado. Usó un 
triángulo ABC, de modo que AP=4, Qc=22 y 
AC=42. Las circunferencias de SU sombrero 
son concéntricas (B es punto de tangencia) y 


E : dio de la meno! 
el radio de Ges el triple del ra calcule 


brero- 


Problema 10 


Gerardo va a la tienda de regalos para comprar 
un chocolate en forma de corazón; al obser- 
varlo en la vitrina, nota que lo venden en una 
caja de 15 cm de altura. Considerando que 
VG=GE y m<VGE=120", calcule el área de la 
superficie que se observa del chocolate. 


Resolución 

Porpropiedad, si L esla recta de EuleryPB=BO, 
entonces mxPBQ=60* y PQ=AP+0C=26. 
Como B es punto de tangencia, entonces B,O' 
y O son colineales, 


15 cm 


A O 4 E D 


Resolución 
Sea VE=12k. 


8 42 Se observa que el triángulo VNE es equilátero. 

l4 6R+6R+3kR=15cm => Rk=1cm 
r 

> == Ay=A ¿+A +A, 

3 
T 2 
MAy= (12) (4% /3) + 2566) ) 
Mbrero = "( 28 ] 6 2 
J3 | =261,37 . 
| id Ñ . ¡Ay= (48/3 + 361) em? 
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Problema 11 


La bicicleta mostrada tiene un diseño especial, 
sus llantas pueden ser consideradas tangentes 
sobre AB. Si MP=TP y el área de la región APB 
es S, calcule el producto de las áreas de las 
regiones circulares de las llantas. 


Resolución 
Sean PM=PT=Rk 


Piden 1R?-10?=(nRry?, 


Datos: 


S=L(M—R)—r)= (RR RAR) (Do 


Sabemos que d=2/Rr. 
d"=ARr = d'=16R?P 


ad=16(RRrY? > (mr? = E gs 
16 
En el IMBAP, por teorema de Pitágoras 


(R—RP+(R=N=(R+ry 
k?-RR-RR=Rr.. : =( 


800 


De (ID en () 
S=Rr 


GRN?=?-s? 


Problema 12 


Un pintor tiene que transportar tres baldes de 
pintura y, para ello, cuenta con una caja de plás- 
tico de forma cuadrada. Si al insertar los baldes, 
nota que entran en la caja si se disponen como 
aparecen en el gráfico, calcule el área de las ta- 
pas de los baldes que se muestran. 


h— 1 


a 


Resolución 


Del gráfico 


= —_—— 


4 


o. a-2r J6 +/2 
cos15*= 2 . 
» 


/6 +/2 +4 
E 4a?n 


(6 V2 +4) 


13 Problema 14 
problem dior y una mone 4 
n diez monedas de radio r y d En el gráfico, se muestra Una rueda antigua 


setiene . las diez monedas 

¿a de radio R. Si colocamos la o asegurada con dos tablones rectangulares 
de S eda oR, , ] . 
de radio Y alrededor de la mon Calcule el área de la región sombreada. 


lta que ellas rodean exactamente a la pri- 
resulte 


mera de radio 7. Calcule R/r. 


Resolución 
Resolución ! - Enel gráfico 
Los centros de las diez monedas de radio r deter- 

minan un polígono regular de diez lados. 


Luego rr E) 


Srectángulo” Srectángulo” 


2 S sombreada= S círculo” 
S 

e cuadrado 

"=RÍ5 R+r5-y 
Rp ESTA ad 
r(5 5 Ssombreada + TY 2 

5) = R(Y5 AS 1) 

l T (42 + p2)-a? -2ab 

NN ) = R(V5 - 1) Ssombreada 5 qa +b ) e 

¿R 
r5v5 


b 
ar —-2ab 
Ssombreada =4 E 1) ci 4 
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Problema 15 


Una pecera, cuya cara ABCD es la región para- 
lelográmica de alturas 6 y 8, se separa en dos 
mediante un disco de forma circular. ¿Cuál es 
el área del segmento circular que queda fuera 
de la pecera? Considere que e<90". 


Resolución E 4 
Nos ubicamos en la vista de perfil. 


Por el centro O del círculo, trazamos las alturas 
del romboide, donde MN=8 y PH=6. Se obser- 


- va que el radio de la circunferencia mostrada 


802 


será 4; además, mRO =120". 


Luego 
2 
SO=So-Sy9= EN ESO! 
3 2 
l6r 
sor == 43 


Problema 16 | 
Del gráfico, 5(CD)=2(40), R=6W2 y mCF=37. 
Calcule el área de la región sombreada. 


Resolución 


Á 
ER 
D 
1, 
Ea 


ETS 
2 e 


- 


R=8542 


- - 
£ 7 
- 


0 F.E 
Ah 
Piden Aoyos: 
INOA 360 


Del dato, 5(CD)=2(40). 

> AO=5k a CD=2k - 
Se traza CO y se forma el *=CBO, notable 37” 
y 53”. 

Como CO =5k, entonces OB=4R y CB=3k. 
Se prolonga DC hasta L. 

En el lMALD, AL =2k y LD =6k. 

Entonces, mx LDA = 372 y mxLAD= 14372 


rn 
o= Sab - Y 
sa 140N, madON =37"= 0. abemos que (ADJ'=(8p 
el 


JPD), enton 
propiedad SALDO 
amos en fe 
Reemplaz ey MXDAP=m=<ABD= 9 
od 
Boros=TÍ 360" En el AABCD inscrito 
371 MXABD=m=«<ACD=08 
s BonoaZ Ds 
5 Enel AADC, se Observa que AD=DC y BD LAC. 
Problema 17 mAD=mÓC=74; mAB=mBC=106* 
, 
A = R = 3410 u. 
Según el gráfico, (BDJ(PD) =(AD* y aÑo 
ar E Como mxBOC+m <AOD=180 


> Ma poc=/MAa AOD 
Del gráfico 


Arg. somb.— Boroc 


_m3J10) (1489) 
eg. somb- eE? 36p9 


- reg. somb=371 u? 


Problema 18 


En el gráfico, P, Q, T y O, son puntos de tangen- 
cia. Si CD=2-/2 y ABCD es un cuadrado, calcule 
el área de la región sombreada. 
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Resolución Problema 19 
Piden /Ayeg. somb. =/A- En el gráfico, AC=6, OA=2(BH), mAB =mBM, 
Indique el área del sector circular AOM. 


Resclución 
En el gráfico 


Se sabe que B, O, T, O, y D son colineales. 


Del gráfico 
BO+OT+TD=BD 
rí2 +r+2/2=4 

Operamos y despejamos. 


r=24/2 (3 - 2,/2) 


Piden /A 2701: 


En bx BOJA, se observa WM oron = (AO)? . _MAAOM () 
R=2 | a 
y Del dato, OA=2(BH), entonces si BH=(; AO=2Í. 
Obtenemos que ] mAB =mBM=0. 
nr? Al trazar OB 
os ar El Es BHO es notable de 30” y 60”, entonces 
| 0.=30>, 
, 2 : : Se traza AS 1 OC 
A=1%. 7 -m2v2 (3 - 242 ))? 
4 7 v2 ) El Es. ASC es notable de 45”, entonces AS = 3/2. 
El lx ASO 30" y 60*. 
A=-nl8(17- 1242) | es notable de 30? y 60 
. > (2) V3 =3V/2 
.. =3mÍ(82/2 - 45) 
(20) = 246 
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eE 
amos en (*). Como m <BNC=45>, 


pop o 60? Por ángulo exinscrito 
Barom” rl206) 4 360? en mÁNC = 90” a m«CDB' = 450 
. Bejon= El Es NEC es notable. 
> NB=BC=m a NC=m2 
problema 20 Del dato 


En el gráfico, AB=6/10 y (AN) =4/2(NC). Deter- 


AN=W4/2(NC) > AN=2m 
mine el área de la región sombreada. 


Del gráfico 


3m=6v10 > m=2v/10 


Por teorema de las secantes en la semicircun- 
ferencia 


(AB) (WB)=(BD)(CB) 
3m(m)=(BD)(m) 
> BD=3m a CD=2m 


Reemplazamos en (1D. 


50 
Aa =n[Gm* -(2m7)- o 
Re ., - 

la 1 3 
- negro 2 ALE n(smi) ==a(5(2v10) 


== 251 


Problema 21 


En el gráfico, AC=30 y AO=25. Calcule el 
área de la región sombreada. 


E 


805 


806 


lala 4625 
cone rcg.mixt. AME = 36 nm- 300) + 297 
En el gráfico 
46251 
Breg.mixt. AME => 36 -3 


” IB eg.mix. AME =] 2,81 -3 


Problema 22 


En el gráfico mostrado, T es punto de tangen- 
cia. Calcule la razón de las áreas de los semi- 
círculos mayor y menor. 


Piden 


JA reg.mix. AMÉ : área de la región mixtilínea AME 


A regmixME = A rr + Arme e 


En el AAOC, se traza OH 1 AC. Resolución 


Por teorema de circunferencia 
> AH=HC=15 
Elx AHO es notable de 37 y 53%. 
> m=xHAO = 53” = 20 
a =53%72 
El Ex ATM es notable de 93/2 y 127/2. 
=> TM=9 


El Ez ATE es notable de 37? y 53". 
> ET=24 


Reemplazamos en (*), 


ci Piden 
A mtosy2 74 (25)(24)Y (33)ú8 Ba (mayor, 
Aeg.mix. AME (cs) 360% 2 ) 2 Pr 


2 be, JA ¿£x(menor) 


ULY 7 


entonces L, T y Resolución 


unto de tangencia, | 
esp Piden A 7p-/A a gr e 


T 
pomo ales. 


gnelb MOL, port 


2 
2, (05-15) =(1+1) 


eorema de Pitágoras 


122 2 
¡2 +41] Ant +7 =H5 +2KP, +P 


dr,=6") 


Alser dos semicírculos semejantes 
me Aa (mayor) a (A ] -(3] 
A (menor) Pa 2 


, Potmajon _9 
A 4 


Sabemos que 


A(menor) > m=xTCD=53 
1272 a 
ZA =na?. - — sen 127” 

Problema 23 ATD 3607 

3 a ABCD es un cuadrado. Halle 
| nicia de las áreas de las regio n.127 _ 2 (ID 
| nes TA = a? pa 
Picadas, 3 E ETE 


ó 2 
37 _ La) — sen37" 


o lA = E e 
3 asr=1 (a). 360. 2 
.148 56 ID 
A = a? 71.148 -5) (1 
[A 360 5 


Reemplazamos (II) y (ID en (D. 


B 20 C 


Problema 24 


En el gráfico, /A y IB son áreas de la regiones 
sombreadas. Calcule el área de la región AMNC. 


Ar 
0, Q 


Á E 


Resolución > 


Piden Aa ame 


Ba mwc=Arargc— An man 


CA 


LA AMNC = A 2 
Ma ame = ab + 
Del gráfico 


leo 2: 


É p? 
Análogamente, E (B=B, 60,5). 
De las dos relaciones anteriores 
2,2 
a“b A 
am (2) 3 Van 


2 


E a amnc =2/1A -1B 
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Problema 25 | 


En el gráfico, AB =40 y BC = 20. Calcule el ALO 
del círculo. Considere que P, Q y T son puntos 
de tangencia. 


Piden Aj. 


A 4 0, - HB E 
HA 00 + 10 


En la semicircunferencia mayor se cumple 
(CBY = (AB)(BB') 
(20)= (40(BB) => BB=10 
Por lo cual 
A 
2 2 
En el 4.000, por teorema de Euclides o 
(00,)"=(20+1)?+5*-2(5)(20-0) 


-100r=400 
>r=4 
. Mo=161 


TT 
na 


problema 26 Ñ > 
en elgráfico, S€ muestra el triángulo equilátero ABC. Si AB y BC son diámetros, 
el gral, 


calcule la suma de 
as regiones sombreadas. Considere que AC=a, 


las áreas del 


Resolución 


Piden la suma de áreas de las regiones sombreada = A. 
Por < inscrito 


mÁH = 60% mA = 60* 
máMB = 120%; mÁNB =120* 


o NB- A Obtenemos que En 

Por ñ tiene que HN=N A 

Ml My N son pa 3d ión 60" ña a s l) 

ho las. OS de las semicircun- =nd es “TA es 2 
q la tr Ñ 


MPosició 
Qm= Ón de regj 3 
NH A e giones. = 1-0 E = 053 ] 


QA a HA 


=== 
Problema 27 


En el gráfico mostrado, P, Q, T y S son puntos de tangenicia. Si PA=1,BS=2 y m70 =90", calcule 
el área de la región sombreada. 


Resolución 


Pp Á % 0 B > 
A a a A A 
Piden Aa, 

mr? 


Marc 9 (5 
Por dato sabemos que mO7 =90*, entonces mxQOT=90". 
En el gráfico se observaque LO// 0,5, entonces LO LAB. 
Como PO¡// LO y PO,=Q0,, LO=00, entonces P, Q y L son colineales 


Podemos notar que mxLLQ=45* y m7TB +mAQ =90", entonces mx QLA+m=<BLT=45". 
APAL - ALBS (AAA) 
2 A 
——==—= > r=1 
2-50 


f: 
Reemplazamos en (4). 


Ez 
As” 2 
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, 


n— 


Test 


En el gráfico mostrado, ABCD es un cuadra- 
h do y Tes el punto de tangencia. Si TH=6, 
calcule el área del semicírculo mostrado. 


BH E 
L) 


] D 
25 
a 1 0, 
27 19 
DA pz. 
) e E) e 


Calcule la relación entre el área del círculo 


Inscrito en un triángulo equilátero y el área 
de la región equilátera. 


A) z T T 
Bm == E 
6 JE 
p) 3 3 
: ¿e 
p Calcule e] área 


del círculo inscrit 
> o en un 
adrante de radio 14 /2, 


A r(v2 +1) 
D) 


B) (2-1) 0) 


| a 


nia 


E) x 


Cr 


Eo 


Calcule el área de la región cuadrangular 
equiángula, que está inscrita en la circun- 
ferencia de un círculo de área 9r. 


A) 1642 
D) 9 


B) 16 e 


E) 18 


Si un círculo 4 tiene por área el doble del 
área de un círculo %,, ¿en qué relación se 
encuentran sus perímetros? 


A) 45:1 
D) 43:1 


B) 3:1 O) y2:1 


EJ 21 


Calcule la relación. de áreas del cuadrante 
y del círculo mostrado. 


A) 


B) 


C) 


Calcule el área de un sector circular CUYO 
ángulo central mide 30 y subtiende Un 


arco de rcm. 


A) T B) 41 E) 0n 
D) 21 E) 571 . 
sh sE 7El 
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> Problemas propuestos 4 


Nivel básico 


Juan, un profesor de Matemática, creó un 
simple pero interesante rompezacabezas 
para trabajar en clase con sus estudiantes 
de 4.? de primaria. Les entregó las 4 piezas 
de cartón y pidió que calculen el área de 
la superficie en forma de corazón que se 


puede obtener. ¿Cuál fue la respuesta co- 


rrecta? 


A) 3(3n+44/3) cm? 
B) 2(31+343) cm? 
O) 4(1+243) cm? 
D) 5(1+5/3) cm? 
E) 3(21+343) cm? 


Carlos compró un transportador en la libre- 
ría de su barrio, ya que tenía como tarea 
calcular el área de la parte de la corona cir- 
cular que se observa en Un transportador. 
¿Cuál debe ser la respuesta de Carlos? 


A) 4n cm? 
D) 2n cm? 


B) 8nem?  () ene 


E) 127 cm? 


Un tarro de leche ordinario tiene Una base 
circular de 161 cm? de área; se van a em- 
pacar 24 tarros en una caja, de modo que 
se obtengan 6 filas de 4 tarros cada una, 
¿Qué dimensiones deberá tener la caja? In- 
dique el largo y el ancho. 


A) 48 cm y 24 cm 
B) 76 cm y 42 cm 
C) 96 cm y 42 cm 
D) 98 cm y 40 cm 


E) 48 cm y 32 cm 


En el gráfico se muestra un tocadisco anti- 
guo. En el momento mostrado, el brazo se 
encuentra ya finalizando la canción. Calcule 
el área de la superficie del disco donde se 
encuentra la música. 


2 

DN 14/22 B) 3x1? O) aL 
nl? 

D) 211? E =7 


] 


5, SAB 


Cp es un cuadrado de 4 cm de largo, 


ió breada. 
de la región som 
eel área 
calcul 


E 


B 


A) 8(n-2) cm? 
B) 6(n-2) cm? 
C) 3(n-2) cm? 
D) 9n-2) cm? 
E) 15(n-2) cm? 


+ Juan compra una sortija de matrimonio, la 


cual viene en una cajita cúbica de 4 cm de 
lado, enchapada en 
(hojas). Si 1 cm? de 
¿cuánto 

(n=3,14) 


oro en algunas zonas 
enchape cuesta S/72, 
Pagará por el total del enchape? 


Ñ 


0) 3(3/3-m 


A 


Un grupo de bomberos del área de res- 
cates se encuentra entrenando, tal como 
se muestra en el gráfico, usando un toldo 
hexagonal (regular) con regiones oscuras 
limitadas por arcos de circunferencias. 
Calcule el área de la zona Clara. 


A 
“23m, 


A) 5(843 


—n) 
B) 2(3/3—5) 
) 


T m? 
m? 
m? 
T 2 
D) (343 2) 
E) 5(3/3 —n) m? 


En una copa de vino, como la mmosiraña 
en el gráfico, se introducen dos gajos de 
naranja. Calcule el área de las supenicios 
mostradas de los gajos de naranja. 


2 
B) l6rcm? C) l0ncm” 


2 
A) 14x cm E) 24ncm? 


D) 8n cm? 
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9. 


10, 


11. 


Nivel intermedio 


El dispositivo mostrado permite calcular 
la longitud del recorrido que se puede 
realizar por algún camino. Al girar la rue- 
da, esta marca la longitud del recorrido. Si 
AB=9 cm y BC=8 cm, calcule el área de la 
región sombreada. 


Una semicircunferencia de diámetro AD se 
inscribe en un rectángulo ABCD, donde P 
es un punto del arco AD, mxBPC=90? y la 
distancia de PaAD es 1. Calcule el área del 
semicírculo que determina dicha semicir- 
cunferencia. * 


A) 21 B) 31 


D) 41 


a 
E) 5n 


En el gráfico mostrado, calcule el área del 
círculo mostrado si mAD = 2mxBPC =28. 


la? 
) sena 
Ara” 
l+cosa 


B) 


Tra 
cosa 


12. Calcule el área del círculo mostrado si 


BP=3 y mxMSN=30". 


A) 343n 
B) 31 
O 271 
D) 9x1 
E) 8n 


13. En el gráfico mostrado, calcule el área del 


círculo mostrado si el área de la corona cir- 
cular de radios a y b es S. 


16. Sea ABCD un cuadrado de centro O y lado 
6 cm, AM=MD. Si A, IB y C son áreas de las 
regiones sombreadas, halle /A + B- €. 


co, 1OS cuadriláteros son cua- 
' gitud del cuadrado mayor 
halle el área de la región 


áf 

En el grá 
drados. si la lon 
mide ( metros, 


sombreada en metros cuadros. B C 
do 
Á M D 
A) 3cm? B) 4cem?- C) 6cm? 
D) 342 cm? E) 8 cm? 
T 29 29| T 29 
2) 932) 
E Nivel avanzado 
0) tn) 17. En el gráfico mostrado, P, Q y $ son pun- 
dd tos de tangencia, y MN es base media. Si 
97 OL=2/2 cm, calcule el área del círculo ins- 
D) ln 7) E) e(5-5) “crito en dicho triángulo. 


15, % . 
ó. En el gráfico, las regiones mostradas son 
Equivalentes. Determine x. 


18. En un sector circular de ángulo central 60? 

A a y radio R, se halla inscrita una circunferen- 

Á cia. Halle el área de la región exterior a la 
circunferencia e interior al sector. 


ar” Ro y 
A) EN B) 16 
D) TR? E) 


19, En el gráfico, CP//NL, m<PCD=14" y ABCD 
es un cuadrado. Calcule el área de la región 
sombreada. 


2 2 
31715 
a E pg Bm. 
) 6 ) 90 ) 180 
1774? 81? 
D ra Y 
) 90 E) 45 


20. En el gráfico, OB=12V10. Calcule/A+B-C 
si /A, IB y € representan las áreas de las re- 
giones sombreadas. (O y.C son puntos de 
tangencia). - nl 


A) 127n-132 
-— B) 1271-264 
C) 143n-108 
D) 143n-159 
E) 143-264 
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Al. 


A 
== la región sombreada. Considere que ABCD 
+ “es un cuadrado de lado 6 m y BEC un trián- 
=gulo equilátero. 


D) 144m u? 


Enel gráfico, se muestra un pentágono regu- 
lar ABCDE. Si 2(M +1N)-L=184/10+2,/5? 


(MM, Ny L representan las áreas de las regio- 
nes mostradas), calcule el área del círculo 


di e a 


cuyo radio es AB. 
po | 
Ñ : 
N 1 
8 
A E TN E 
7 
E D | 
A) 3671 u? B) 72u2  C) 108mu? 
E) 1691 u? 


En el gráfico mostrado, indique el área de 


A) (36 - 83 ) m? 
B) (36-943) m? 
C) (36- 1843 ) m? 
D) (36-210 /3 ) m? 
E) (36-61-93) m? 


A A A cd 


Topología 
GÍros 

| Homotecía 
Potencía y eje radical 
A 


ANEXO A 


TOPOLOGÍA 


Objetivos 
+ Asociar las figuras geométricas tradicionales con la teoría de conjuntos por medio del uso 
“del punto como conjunto unitario. 

Ampliar las definiciones dadas para algunas figuras geométricas haciendo uso de los con- 
ceptos de conjunto abierto y conjunto cerrado. 


1) CONJUNTOS 


La primera idea que tenemos de un conjunto la conseguimos al imaginar una colección de obje- 
tos, donde cada objeto es un elemento totalmente definido de la colección. Esta idea inicialmente 
es suficiente para desarrollar la teoría y tan sencilla que es casi natural aceptarla hoy en día. 


1.1. UNIONES E INTERSECCIONES 


El conj Si , ; ; 
llam e más importante en geometría es el conjunto de puntos; a este conjunto se le suele 
ar Stri E 7 d 
lan igura geométrica. Es conveniente aceptar que la figura geométrica está compuesta de una 
le ] s 
Pieza, cuando esto sucede se dice que es un conjunto conexo. 


aa Pa la tienen E Smentos comunes, llamamos al conjunto de estos elementos co- 
A=(1,2, 3,4,5) e ; los dos conjuntos y lo denotamos por n. dai ejemplo, en los conjuntos 
juntos será pe de A , 4,5, 6 7) tenemos que A N B=13, 4, 5); mientras que la unión de los con- 
14,5, 6, 7. ho n E que tiene sodas los elementos de ambos conjuntos, es decir A B= úl, 2, 
sección? si bros podemos ia de los conjuntos A=(1, 2,3) y an (7, 8, ¿no tienen inter- 
Precisamente e] e s esto, la operación A no sería cerrada en el espacio de los conjuntos, ya que 
ndicando que su io Ones escaparía de este espacio; pero esta dificultad se puede resolver 
la Pone, ES ecón si es un conjunto: el conjunto vacío. 
Cieran más a clásica vavo que esperar a George Cantor para que sus definiciones se hi- 
' como en Aritm A es, pero, mientras tanto, ya se hablaba de rectas que se cortan, que se secan. 
abía dado un o Para conjuntos hablamos de la intersección de ellos, en geometría ya se 


fi 
Suras que Se inter re para la figuras con puntos comunes, que ha llegado hasta nosotros como 
secan. 


| 
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1.2. INTERIOR, EXTERIOR Y FRONTERA DE 
UN CONJUNTO 


+ EnR 


G b 
Pp 


Sea el conjunto de puntos P cuyos extremos 
son los puntos a y b. Al intervalo (a; b) se 
le denomina interior de P, y al intervalo 
(09; 4) U (b; +00) se le denomina exterior 
de P. La frontera es el conjunto de los pun- 
tos extremos, es decir, a y b. 


El conjunto clausura de P es la unión del 
interior con la frontera de P, es decir, a; b]. 


* EnR? 
interior de P 
R 
exterior de P 

O R 

+ EnR? 
M 
R 
O R 
R 
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C se encuentra en el interior del cubo 
A se encuentra en la frontera del cubo 
M se encuentra en el exterior del cubo. 


1.3. CONJUNTO CONVEXO 

Un conjunto de punto P se denomina convexo 
si para dos puntos cualesquiera, A y B, del con- 
junto P, el segmento de extremos A y B (AB) se 
encuentra contenido en el conjunto P. 


La abstracción del Sol es representada como 
un círculo en el plano o una esfera en el espa- 
cio, ambas representaciones son ejemplos de 
conjunto convexo. 


Ejemplos 
1. 


Región triangular (conjunto P) 


rior, se observa que VÁ, 


a lo largo de un segmento de recta, sin salir 
ABCP, entonces P es un 


del conjunto en mención y a los cuales se les 


En la figura ante 


cede que . 
pePsu PA denomina convexos. 
c0 njunto convexo. 


| 1.4, CONJUNTO NO CONVEXO 
E 2 


y ds Un conjunto de puntos P es denominado no 
y á B , convexo cuando existe por lo menos dos pun- 
Y Q tos A y B del conjunto P, tal que el segmento de 
/ A Sd extremos Á y B (AB) no se encuentra conteni- 
sá db do en el conjunto P. 


Región interior de una curva simple cerrada 
(conjunto Q) 


De la figura anterior, se observa que VA, 
BeQ, sucede que ABCOQ, entonces Q es 
un conjunto convexo. 


La superficie de un lago nos da una idea de conjunto 


no convexo. 
Ejemplos 
1, 
Cono de revolución 
(conjunto $ ) 
De ] 
: . figura anterior, se observa que VA, 
suc 
Conj »SUcede que AB S, entonces S es un Comunas 
Junto convexo, 
“ada uno 
OS que O de los ejemplos anteriores, no- En la figura anterior, si AeP,BEP Y 
Miera a Otro ES Posible ir de Un punto A cual- aB Ed el 


O Punt 
O B cualquiera si se mueve convexo. 


2. 
Región interior de una curva simple cerrada 
(conjunto Q) 
En la figura anterior, si AeQ0,BeQ y 
AB í Q, entonces Q es un conjunto no con- 
vexo. 
3. 


Conjunto £. 


En la figura anterior, si AeL, Be L y 
AB TL, entonces £ es un conjunto no con- 
vexo. 


En cada uno de los ejemplos anteriores no- 
tamos que existen segmentos que se en- 
cuentran contenidos en los conjuntos P, Q y 
L, pero también observamos la existencia de 
por lo menos un segmento (AB) que no se 
encuentra contenido en dichos conjuntos en 
mención, a los cuales se les denomina conjun- 
tos no cConvexos. 
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y 


» Nota 

Una línea curva continua es aquella 
curva que resulta de la transformación 
topológica de una recta, un segmento de 
recta o una circunferencia. 


1.5. CONJUNTO CONEXO 

Un conjunto de puntos es denominado con- 
junto conexo si para todo par de puntos del 
conjunto existe una línea curva continua o una 
línea mixta que los une de tal forma que di- 
cha línea queda contenida en el conjunto. Una 
idea intuitiva de un conjunto conexo es que 
está “hecho de una pieza”. 


E 


La superficie de un río nos da una idea de un conjunto 
conexo, 


Ejemplo 


; ntinua 
En la figura anterior, 8 es una curva CO 


E se 
- del conjunto P; observamos que la cura 


Py tiene 


encuentra contenida en el conjunto la 


a ñ es 
como extremos a A y B del conjunto P. S 
que el conjunto P es un conjunto conexo. 


1.6.3. Semiplano 


contenida 


z 


47 


ESTETRATITTZ 


Ninguna de las dos partes (S, o S,) que deter- 
mina una recta 2 sobre un plano contiene a 
L. 


6) 


En la naturaleza encontramos ejemplos de conjuntos Teorema 
conexos como la distribución molecular de los mine- . . 
rales (a), las capas concéntricas de los tejidos en los SiA y B son conjuntos convexos, entonces la 
cuerpos vegetales (b) y los anillos de crecimiento de un intersección entre ellos también es convexa. 
arbol, los cuales nos dan ideas de curvas contractibles 
AS Demostración 

Graficamos. 


1.6. DEFINICIONES USANDO CONJUNTOS 
1.6.1. El rayo 


—_— ———————L——> 


O A 


El rayo se puede difinir por medio de la des- 


cripción de su representación gráfica. Según 
esto, podemos formalizarlo: 


OA=O0AU[P/O- A- P) A: convexo, entonces 
ViayJEeA > xycA 


1.6.2, El ángulo 
B: convexo, entonces 


Vi yeB > xy cB 
Sean (x; y) e AMB, es decir, 


C (aye A an dxayJeB 


B — — 
ángulo es alan Luego, xy CA a xycB. 

Os rayos “onjunto que resulta de la unión De allí xy CAB ; 
el que la e algunas condiciones como > EAnB 
de ok Ección de ellos será el origen AB 

Entonces V [x; y) e AQRB > xyCAN 
AOB > a 
PO 0 3) Por lo tanto, AN B es convexa. 
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Aplicación 
Indique el valor de verdad (V) o falsedad (F) 
de las siguientes proposiciones. 


d, 


TI. 


Si la región triangular ABC es R y en ella 
se traza la altura AH, entonces R-AH es un 
conjunto no convexo. 

El interior de una circunferencia es un con- 
junto convexo. 

Si a un círculo se le extrae su centro, enton- 
ces el conjunto resultante es no convexo. 


Resolución 


L 


824 


Verdadero 


B H a E 


R-AH no satisface la definición de conjun- 
to convexo. 


Falso 


€ 


Sean (4; Bje €, se puede observar que 
AB € €. Recordemos que Ges una circun- 
ferencia, es decir, únicamente una línea, 
su interior son los puntos que le pertene- 
cen a ella, como A y B en el gráfico. 


. Verdadero 


Sea MN un diámetro y (A; B) e MN, de 


modo que A y B están a distintos lados de 
O, se observa que (4; B) e 8 y AB y €, de 
allí que 8 es no convexo. 


indique el valor de verdad (V) o falsedad (F) 
de las siguientes proposiciones. 

1 AuBesun conjunto convexo. 

I. ANDes un conjunto convexo. 

II. CUB es un conjunto convexo. 


Resolución 
L. Falso 


| PO SAUB, pero POZA UB, 
orlo tanto, AU B es no convexo. 


1 Verdadero 


AD 
€s el . 
, C A 
Vacío es aa Vacio, y el conjunto 
e Convex: 
O. 


Problemas resueltos 4 


III. Verdadero 


(P;¡Oe CUByPOCCUB 
Por lo tanto, Cu B es convexo. 


Problema 2 


Si se une una región no convexa con otra re- 
gión convexa, manteniendo disjuntos sus in- 
teriores de tal forma que la resultante sea un 
conjunto convexo, entonces dichas regiones 
podrían ser 


A) una región cuadrangular y un círculo. 

B) una región cuadrangular y una región 
triangular. 

C) una región pentagonal y una región trian- 
gular. 

D) ByC 

E) A,ByC 


Resolución 
a) Falso 


región 
cuadrangular 


círculo 
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b) Verdadero 


Si una región cuadrangular no convexa se 
ubica como se muestra, se obtiene lo pe- 
dido 


Cc) Verdadero 


Si usamos una región pentagonal no con- 
vexa, podemos obtener también lo pedido. 


Problema 3 


De las siguientes proposiciones, señale el valor 
de verdad (V) o falsedad (F). 


L 


IL 


Una región poligonal convexa de la que se 
han excluido sus vértices es un conjunto 
convexo. 

Ninguna región convexa resulta de la reu- 


nión de dos regiones no convexas. 
/ 


, 


IIL La reunión de los dos semiespacios, deter- 


minados por un plano de separación con. 
tenido en el espacio tridimensional, es Una 
región convexa. 


Resolución 


L 


IL. 


IT. 


Verdadera 

Al excluirse los vértices de una región poli- 
gonal convexa, no existe un segmento que 
uniendo dos puntos de la región pueda 
contener el punto excluido. Por lo tanto, la 
región permanece como región convexa, 


Falsa 


El gráfico muestra la reunión de dos regio- 
nes no convexas, A y B (con sombreados 
distintos). La reunión (A U B) resulta ser 
convexa, por tanto, sí existe alguna región 
convexa de dos regiones no convexas. 


Falsa 

Como el plano de separación de dos se- 
miespacios no tiene puntos comunes Con 
ninguno de ellos, entonces la reunión de 
estos semiespacios no es una región con- 
vexa, pues un segmento que una dos pun- 
tos de semiespacios diferentes contiene 
un punto que no pertenece a la reunión. 


pP— 


1, Se muestr 


»> Problemas propuestos «4 


a un plano y una recta conteni- 


da en dicho plano. Al respecto, indique las 
afirmaciones correctas. 


L 


La intersección de los semiplanos S, y 
S, es la recta Z 


II. El semiplano S, es un conjunto -con- 


vexo. 


III. La unión S, U S, es el plano PP. 


A) solo II 
B) solo! 
C) solo III 
D) Iy IM 


E) ly Il 


de el valor de verdad (V) o falsedad 
: ) de las siguientes proposiciones. 


. 


Si 0 Plano P pertenece al espacio E, el 
Conjunto P-E es no convexo. 


su ¡ 4 . 
Perficie esférica siempre es un con- 


: Junto convexo 
Ú Sila; 
Sila Intersección 


C 
ONVexa, entonce 
Necesarj amente 


de dos conjuntos es 


s los conjuntos serán 
convexos. 


A Fyy 
B) Vr 
0) 

D) FVF 
B PER 


La ¡ a 
a Intersección de un plano con una . 


3, 


Indique el valor de verdad (V) o falsedad 
(F) de las siguientes proposiciones. 


IL. 


A) 
D) 


El conjunto vacío es un conjunto no 
convexo. 


El punto es un conjunto convexo. 

La intersección de una recta y una cir- 
cunferencia no siempre es un conjunto 
no convexo. 


VFF 
VFV 


B) FVF C) FFF 


E) FVV 


Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones. 


TIL. 


A) 
D) 


La unión de dos segmentos consecuti- 
vos es siempre un conjunto convexo. 
La región triangular, cuyo incentro se 
ha omitido es un conjunto convexo. 

Si a una línea recta AB se le extrae el 
punto A, la resultante es conjunto con- 
vexo. 


C) FVV 
E) FFV 


VVF 
FFF 


B) FVF 


Halle el valor de verdad (V) o falsedad (F) 
de las siguientes proposiciones. 


l. 


TIL. 


A) 
D) 


Sea P un polígono regular de seis lados 
con su región interior y D una diagonal 
del polígono anterior, entonces P-D es 
un conjunto convexo. 

Una semirrecta es un conjunto con- 


vexo. 
La superficie de una esfera es un con- 


junto convexo. 


O) FFF 
E) VFF 


VFV B) FVF 


VVF 
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6. En el gráfico, se muestran los círculos €;, 


€, y €3. 


L (8€,U €3)-€, resulta una región no 
convexa. 

IL (€,u €3)- €, resulta una región con- 
vexa. 

IL. (€, 6,)-€6;, resulta una región no 
convexa. 


A) FFV 
B) VVF 
CC) VFV 
D) FFF 
E) FVF 


Indique cuáles de las siguientes proposi- 

ciones son verdaderas (V) o falsas (F). 

l.. Sea R, una región cuadrada y R, una 
región triangular, entonces R¡ U R) es 
un conjunto convexo. 

II. Dos regiones triangulares al superpo- 
nerse determinan como máximo seis 
regiones parciales convexas. 

III. Si R; y R, son conjuntos no Cconvexos, 
tales que R¡AR¿%4, entonces (R¡- Ro) 
no siempre es un conjunto no convexo. 


A) FVF B) VFF 


p) FFV 


C): FFF 
E) VVF 


8, 


— == 


De las siguientes proposiciones, indique el 

valor de verdad (V) o falsedad (F). 

I. La línea recta secante a una circunfe- 
rencia es tal que su conjunto de inter- 
sección es un conjunto convexo. 

IL. Tres planos secantes nunca determi- 
nan un conjunto convexo. 

IIL. Si dos figuras no son secantes, enton- 
ces su conjunto de intersección es un 
conjunto convexo. 


A) FFV 
D) FVF 


B) VVF C) VFV 


E) VVV 


Indique el valor de verdad (V) o falsedad 

(F) de las siguientes proposiciones. 

I.. La lúnula es una región convexa. 

IL. La hoja (figura determinada por dos 
círculos secantes) es un conjunto no 
convexo. 


“=JIL El Arbelos de Arquímedes, conocido 


- también como el hacha del zapatero, 
-es un conjunto convexo. 


C) VVF 
E) FFF 


A) VFV 
D) VVV 


B) FVV 


. Dadas las siguientes proposiciones, indi- 


que el valor de verdad (V) o falsedad (F). 

L La bisectriz interior de un triángulo está 
contenida en la región interior de dicho 
triángulo. 

IL La bisectriz interior de un triángulo €S 
exterior a la región exterior de dicho 
triángulo. 

III. La bisectriz interior de un triángulo 6ie- 
ne por intersección con dicho triángulo 
una región no conexa. 


C) FFF 
E) FFV 


A) VVV 
D) FVF 


B) FVV 


ANEXO B 


GIROS 


Objetivos 


+ Relacionar elementos de una figura, por medio de giros, 


con otros elementos de la misma 


figura para conseguir la simplificación del problema a resolver. 


* Identificar en qué tipo de problemas es recomendable el uso de 


figura pertenece. 


1» EL GIRO 

Un giro es la transformación del plano en sí 
mismo, mediante la cual todos los puntos del 
plano 7. se transforman en puntos del mismo 
plano, de modo que existe un único punto que 
Permanece fijo y, además, cualquier otro pun- 


to j j 
y Su imagen definen siempre ángulos con- 
gruentes con vértices en el punto fijo. 


“GIRO RESPECT 


ad O DE UN PUNTO 
9 Un plano orien 


Plano, y una m di tado, un punto fijo O del 
Punto p: E ' a ida angular aL, se dice que un 
Puntos me E pa otro punto P si dichos 
donde op contenidos en el plano dado, 
OP yn POP=0+2Km/K € Z. 


p 


P 


| giro del plano al que la 


donde 

- — P: posición inicial 

-  P': posición final 
OP=0P' 
m=«P'OP=0+2Kxr 


De la definición, P' es la margen de P respecto - 
al giro con centro O y ángulo de giro de me- 
dida Q.. ” 


donde 
- O: centro de giro 
- — Q: medida del ángulo de giro 


P'=giro-P (0; a) 


e Cuando o.=2Kn, el giro es la identidad. 


+ Cuando a.=(2K+1)n, el giro es la simetría 


respecto de O. 


1,2, GIRO DE UNA FIGURA 

Dado un punto fijo O y una medida angular 
o. se dice que una figura (7') es el giro de 
otra (9) si están contenidas en un plano que 
contiene a O y que para todo punto P' de 
T', existe un punto P en 3, tal que OP'=0P y 
m=P'OP=0+2Kx (Ke Z) 


SiWP'e J* 3unPe IOP'=0P 
y mx P'"OP=a, entonces 9” es el giro de TF res- 


pecto de O con un ángulo de giro de medida a. 


P'=giro* 7'(O; 01) 


Teorema 
Sea P'=giro- TF (O; a). Si P y Q son dos pun- 
tos cualesquiera de la figura Fdistintos de O, 


además, P' y Q' son sus respectivos puntos ho- ' 
mólogos en 9”; entonces PQ=P'Q' y la medida 


del ángulo formado por PQ y PQ' eso. 
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Si F'=giro- T(O; a) 
además 


CEET 
entonces | PQ=PQ' ] 


La medida del ángulo entre PQ y P'Q' es a. 


Demostración 


Sea P'=giro P(O; a) 
> OP'=0OP=a a mxP'OP=0 


- Sea Q'=giro-Q(O; a) 


> 0Q=00'=b 1 mxQ'0Q0=a 
Sea mxPOQ=0. 

> m=xQ0P'=0.-8 

Como mx<Q'0Q=a. > mxP'0Q'=0 

APOQ = AP'OQ' (LAL) 

PO=P'Q' y la m<PQO=m=xP'Q'0=4 
Entonces en X1MQ0Q', mx QMQ'=0.. pe 
Por lo tanto, la medida del ángulo entre PQ Y 
PO eso. 


s concluir que si una figura es el giro 

elementos homólogos, respectiva- 
de otra, lOS congruentes y determinan ángulos 
hn resulta igual a la medida del án- 


podemo 


mente, s0 
cuya medi 
gulo de giro. 


,3.GIROS DE ALGUNAS FIGURAS 


1,9,1. De una recia ; 


Sila recta pasa POr el centro de giro 
> | ('=giro: GC (O; 0.) 


*  Siel centro C de 8 no coincide con el cen- 
tro O de giro, la figura transformada es otra 
circunferencia congruente con €. 


E 


y sila recta no pasa por el centro de giro 


€'=giro: G (O; 01) 


d E'=8 
se O es el centro de giro. 
mess 1.4. PRODUCTO DE GIROS 

e Se denomina así a la aplicación sucesiva de la 
L= giro: 210; a) | transformación del giro a una figura dada del 

Para d plano. Por ejemplo, el giro del punto P respec- 

Ogos pilar 2* basta con hallar los homó- to al centro O,, un ángulo de medida 0; e 

4 Eo de dos puntos cualesquiera P y Q el giro del resultado P' respecto del centro Uz, 

Por d > Porque toda recta es determinada un ángulo de medida 0. 

OS puntos. A AA 
ta, ! e Din 
"gi 8 una circunferencia ol, A 
Centro á 
“incide a de la circunferencia dada 


ent n ; centro de rotación, es evi- 
anterencia Sura transformada es una 
nte, en que se confunde global- 
Mferen no Idénticamente con la cir- 

» ya que los puntos homó- 


logo, cia dada 


no NS t . 
“Oinciden P"=giro:P(Oy; 04) "giro -P!(Oz; 09) 
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La operación anterior, es decir, obtener el pun- 
to P" a partir del punto P, se puede conseguir 
con un único giro de centro O y ángulo de me- 
dida 0, +0). 


P"=giro-P (O; 01, +0%) 
entonces 
giro-P(O; 01 +0%)=giro P(Oy; 1) giro: P'(O»; 07) 


Teorema 

La suma de dos giros de ángulos de medida ct; 
y (2), respectivamente, es un giro de ángulo de 
medida 01; +0. 


O 


S pao O 
O; (01)/2 (62)/2 SS 
Para hallar el centro del nuevo giro, sea O; el 
punto en el cual se transforma O,, después de 
los dos giros (ver gráfico anterior). 


En el primer giro, O, permanece constante (ya 
que lo usamos como centro de giro), mientras 
que O, pasa a la posición O,, donde m<0,0, 
O, =0 y 0/0,=0,0.,. 

Después del segundo giro, O, pasa a la posición 
O; , mientras que O, permanece constante. De 
esta manera, mx0¡0,0,=0% y 0,0,=05,0.. 


. 


———— 


SiO es el centro del giro equivalente, debe ser 
equidistante de O, y O), así también de O, y 
O,. Por lo tanto, debe también pertenecer a las 
mediatrices de 0/0) y O' O). Para poder hallar 
el centro de giro equivalente O, por O, traza- 
mos una recta que forme un ángulo de medida 


10) A 
EN con 0/0), y por O, trazamos una recta, que 
0.) 


2 


forme un ángulo de medida -? con 0;0,. 


O, 0, 


giro: FTO¡; 0.) * giro: 4 (O); 07) = 
giro: F(O; 0 +02) 


Aplicación 1 
Se tienen los triángulos equiláteros ABC y PBQ 
en el mismo plano, tal como se muestra en el 
gráfico. Si mxQBC=8, calcule la medida del 
ángulo determinado por las rectas AP y QC. 


B 


Resolución 

En el gráfico se observa que 

AQBC=giro (APBA; 60%) 

con centro en B. Como AP y QC son segmen 
homólogos en esa transformación, entonces la 
medida del ángulo que forman debe ser la me- 
dida del ángulo de giro. : 


mx (AP; 00) =60* 


tos 


ticación 2 
nferenclas concéntricas, E,, € 
. E €, €, y €z, trace un triá 
da circunferencia dada. ngulo equilátero o vérti 
értices que 


padas 1eS circu 
pertenezcan uno a cá 


Resolución 
Graficamos. 


Upon 
Pode Samos resuelto el 

e MOS Observar 
6 demás, Cs=gir 
LA gir, 

a 60? 

o 

Sición E Cto de B, entonces € 
" ¡cet es 6, también gi y 

gira 60” respecto de B, co 
, con esto G; sería 
su nueva 


MxQ 

¡BO Fa; ad S 
0, deb Por lo que el se E 
0/en e » Pertenecer 0 
Ley 2 Y con cent a G, 
S “con Ce "een O 
ano Ntro 


problema do G 
) nde el trián u 
e i 


que Á puede 
Pasar a C medi 
0-A (B; 60) ediante un giro de centro B y ángulo de giro d 
e giro de medida 


=r. 
2 gntonces BO 
1 = 


=6 o 
e O es equilátero y 00, =r. 
» POr lo tanto =-2: 
, Para ubic 
1 Y radi A ar el punto B dsd 
10 Fz Ubicamos el punto B en a arbitrariamente el punto 
YA 


| eno 
Cp yO lo ] 1 Y radi 
| Maza S Puntos OF trazamos Y! 
| Os er... eN Os cuales ¡ ¡» Que debe intersecar a €: 
ángul es interseca E; a G,, ent Ñ 
1 en 
3 onces con centro en C o Cy radio CB O 


| O equilá 
tero CBA 
oCB'A' 
'B'A', con lo cual habremos resuelto el problema. 
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—— y 


490 Del gráfico, podemos advertir que 
»)> Observación 


, B=giro'A (O; 1205 . 

Si € interseca a £, en dos puntos, exis- C=giro«B (O, 1207) 
. E , 
ten cuatro soluciones. E á 
: Podemos pasar directamente de 

Si €, es tangente con €, existen dos so- ! P A A A C con un 
anos giro con centro en Oz y ángulo de giro de 24p>. 
Si €; no interseca a €, no existe solu- y 
ción alguna. 


Aplicación 3 

Sea ABC un triángulo escaleno. Si exterior- 
mente se construyen los triángulos equiláteros 
ABM, BCN y ACP, demuestre que los centros 
de dichos triángulos son vértices de un trián-' 
gulo equilátero. 


E 


B=giro*A (O,; 120”); a, =120* 
C=giro*B (O,; 120”); a7=120* 
Resolución > C=giroA (Oy; 0 +017)=giro :A (O; 240”) 
Si O, es centro del triángulo equilátero ABM, 
entonces O¡A=0,B y mxA0¡B=120". 
Análogamente, en el ABNC, O,B=0,C ——T 
m«BO,C=120* A una recta que forme 60" con 0,0, don- 


Para ubicar Oz, por O, trazamos una recta que 


forme 600 con O¡0,, y por O, trazamos 


de se intersecan estas rectas es en el punto 03 
(ver producto de rotaciones de una figura). 
Entonces OA=04C y la mx AO¿C=240", por lo 
tanto, el triángulo AO¿C resulta ser notable de 
(30% 120"; 30). Luego, Oz coincide con el cen 
tro del triángulo equilátero APC. 

Como m=0,0,0¿=m=0,0,03=m=x0030» 
entonces m<0,0,0;; triángulo equilátero. 
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problema 1 
Dado un cuadrado ABCD, inscriba en dicho 
a 


cuadrado UN triángulo equilátero APQ. 


resolución ] . 
Basta con girar el cuadrado un ángulo de 60* en 


algún sentido, tomando como centro el punto A. 


B Po E 


Luego, marcamos la intersección de los lados 
CDy BC con el punto P, con esta marca regre- 
samos el cuadrado AB'C'D' a su posición inicial 
ABCD y P se lleva a Po. 
rabo y MxPoAP=60"; entonces el trián- 
rá el triángulo equilátero pedido. 
B. “Pa 


Luego, AP, ¿SAP 
gul 


Ú € 


Problema , 


Meu 
doy Pa y. centra sujeto a la pared con 
Ma hacia A d de El clavo B se suelta y el cuadro 
» Didi de modo que la esquina Q 
Muestra Pa Punto Q' en SR, tal como 
e a gncuentra el punto P' 
Cla se ubica R' del suelo? 


»- Problemas resueltos 4 


30 cm 


Bl 


1,2m 


suo 


Resolución 

Como AQ'=AQ=50 cm y QR=30 cm, se dedu- 
ce que mxQAQ'=37", de allí mxAQ'S=37" y 
m=xsSQ'R'=537% además, Q'R'=QR=30 cm. 


q 


Q 


20 cm 30 cm 
7, 


30 cm 


+ 
120 cm 


30 cra 


NMR'HO'(53" y 377) 

> HR'=24 cm 

DPISA(37* y 537) 

> P'S=18 cm 

x=distancia de P' del suelo 
x=18+30+120 > x=168 cm 

y=distancia de R' del suelo 
y=120-24 > y=96 cm 


Por lo tanto, la altura y la distancia SON 10m 


- y 96 cm, respectivamente. 
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Problema 3 


Dadas las rectas paralelas Z,, L, y Ly, trace un triángulo equilátero cuyos vértices pertenezcan 
uno a cada recta dada. 


Resalución 
Graficamos. 


Supongamos el problema resuelto, donde ABC es el triángulo equilátero con A en L,, Ben L, y 
C en 23. Podemos observar que C 


es el giro de B con centro en A y un ángulo de giro que mide 
60”. C=giro-B (A; 609). OS p . 


Si B gira hasta C, con centro en A y un ángulo de giro que mide 60*, entonces Z, y L, también 
girarán 60* respecto de Á siendo su nueva posición Ly L, 
punto C en L; bastará con trazar Z,, que forma 60% 
distancia entre 2, y L,). 


1 y La. Podemos observar que para ubicar el 
con 2, y dista a unidades de A (siendo a la 


Los pasos para trazar ABC serían los siguientes: 


ac un punto sIBILaDO A en 2, con centro en A y radio igual a la distancia entre 2, y La. 
razamos una circunferencia. Luego, trazamos una recta que forme 60* con L, y que sea tangente 


ala circunferencia, donde interseca esta recta a L;; allí estará el punto C con centro en A y radio 
AC. Finalmente, trazamos una circunferencia que interseca a Z, enB 
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A — 


Í. 


> 


$ 


¡Cuál es el lugar geométrico de los puntos 
¿ 
medios de UN segmento, tal que uno de los 


extremos permanece fijo mientras que el 


otro recorre una circunferencia dada? 


A) un segmento 

B) un punto 

C) una elipse 

D) una circunferencia 


E) un círculo 


, En el gráfico se muestran los cuadrados 


ABCD y CEFG. Si m«ECD=40", calcule la 
medida del ángulo que determinan EG y 
BD. 


A) 49 
B) 50* á 
D) 450 dis o 
E) 65 
Dado u 
Nn triá Á 
a riángulo Obtusángulo ABC, se 
reg, Os cuadrados ABPQ y CBRS en 
a o y de centros O, y O,. Si M 
edio de AC, calcule m=<-OMO,. 
A) 45 
D) labs B) 90 C) 60* 
E) 1352 


»- Problemas propuestos 4 


4. Se tienen los triángulos equiláteros ABC 


y CDE que tienen a C como único punto 
común y M, N y L son puntos medios de 
AC, BE y CD, respectivamente. Calcule 
m=MAL si únicamente D se ubica en la 
región exterior al triángulo ABC. 


C) 120” 
E) 185 


A) 90” 
D) 45? 


B) 60% 


Dado un triángulo equilátero ABC, M y N 
son puntos de AB y AC, respectivamente, 
y O es su baricentro. Si AM=CN, calcule 


- m=<MON. 


A) 150? B) 45 CG) 90? 
D) 60* E) 120* 


Se sabe que M es un punto del lado AD 
de un cuadrado ABCD. En su región inte- 
rior se tiene el cuadrado MNLD; x e y son 
puntos medios de AP y de SD (Se MN), 
respectivamente. Si P es un punto de BC 
y mxBAP=m=<SDM=8, calcule la medida 
del ángulo determinado por BX y MY. 


C) 90-60 
E) 450 


A) 6 B) 20 


D) 90". 


Se tiene un triángulo ABC, obtuso en B, 
en su región exterior se ubican los puntos 
triángulos equiláteros AMB y BNC. SiP, Oy 
Q son puntos medios de AB, MN y BC, res- 
pectivamente, calcule mxPOQ. 


Cc) 120* 
E) 45 


A) 60* B) 50* 


D) 90* 
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PR... e A AAA 


2, SiMyN son puntos de los arcos PO y QL A) 75" 
de una circunferencia inscrita en el cua- B) 45” 
drado ABCD, donde P, Q, L y S son puntos C) 30” 
de tangencia de la circunferencia con AB, D) 60* 
BC, CD y AD, respectivamente; además, E) 53* 
mON = mM, calcule le medida del ángulo 
ni dei 10. En el gráfico mostrado, el rectángu- 
A) 60* B) 135 0) 90 lo DA'B'C' es el resultado de girar ABCD 
D) 120* E) 1500 con centro en D. Si 0.+20=53* y BB'=10, 


calcule AC”. 


0%. En el gráfico mostrado, ABCD es un cua- 
drado y MNLS es un rectángulo. Calcule 
m=LSD. 


B C 
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ANEXO C 


HOMOTECIA 


Objetivos 
* Reconocer la hemotecia como una alternativa para abordar la solución de una gran varie- 
dad de problemas. 


* Resolver los problemas empleando la construcción de figuras mediante la homotecia, ya 


que esta permite modificar el tamaño de una figura manteniendo su forma. 


1» DEFINICIÓN -  AyA': puntos homólogos 


Es una semejanza en la que los lados homó- -  /bob/a: razón de homotecia 
logos de las figuras semejantes son paralelos. a 

Dd» Nota PÁGS : 
2) FIGURAS HOMOTÉTIC AS Dos figuras homotéticas son semejantes, 
Si entre dos fi Belo dos ASUtas, SSejaniios no, necesa-.: 
h niamente serán semejantes. 


, Suras se puede establecer una 
motecia, di 
tecia, diremos que las figuras son homo- 


téticas. 


Es importante tener en cuenta que los puntos 
homotéticos están alineados con el centro de 
homotecia y que la relación entre los segmen- 
tos definidos por este centro y los puntos trans- 
formado y original es una constante denomi- 
nada razón de homotecia (1). 
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2.1. HOMOTECIA DIRECTA 

Si la razón r es mayor que 0, la homotecia Se 
denomina directa y en ella los puntos homo- 
téticos están al mismo lado del centro de ho- 
motecia. 


»» Nota : 
Sir=1, la figura homotética coincide con 
la original; y si r> 1, la transformación 
produce un aumento de tamaño en la fio 
Euro: inicial. LES el 


2.2. HOMOTECIA INVERSA 

Si la razón r es menor que 0, la homotecia se 
denomina inversa y en ella los puntos homoté- 
ticos están a lados diferentes con respecto al 
centro de homotecia. 


OP: 
' r(f) 
Opus) 
PP Nota 


«Sir=-1,1a figura homoré 
A pietica contada dan : 
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3» PRODUCTO DE HOMOTECIAS 


3.1. DE UN PUNTO 
De un productode dos o más homotecias apli- 


cadas a un punto. 


3,1.1, Con un mismo centro de homotecia 


SA? d "n_ pro 1 
Si A'=?¿,(4) y A"=hg, (49) 


Entonces 


A"=H, (mé, (4) = 3,12) (4) 


Convengamos que 


n_ pr 
A"=H(8,(4) 
Como r. o 
IA? OS OA 


se deduce que r3=/;F». 


Entonces es posible establecer lo siguiente: 


r 
Poy (A) = HERA) 


* Sir= ae entonces el producto de homole- 
K 
cias resulta una identidad. 


Sin = sde entonces el producto de homo- 
ñ y 


1 . 
tecia resulta una simetría central. 


- 


9,12. € 


r Mo pra 1 
SiP'=H1p (P) y P = Mo, (P ) 
entonces 


ral A) O 
La diferencia con el procedimiento anterior 
radica en que la homotecia que transforma a 
Pen P" tiene su centro en una recta KL, mien- 
llas que en el caso anterior se encontraba en 
la misma recta que O, y O». ¿Pero se puede co- 
nocer con mayor precisión su ubicación para 
este caso? Para ello supongamos que O, es el 
0 de homotecia, que transforma P en P" y 
Wiquemos 0; en algún lugar de 2 como se 
Muestra en el siguiente gráfico: 


Mo r. 
3 COrre 
Motecia SPonde a 


qu Ser la razón de la ho- 
e transforma 


P en P", entonces 


Ra < 0yPn 
O 
0¿P 


diferentes centros de homotecia' 
on 


=> 


Si somos observadores de las razones obte- 
nidas podremos notar que aún no tenemos 
la información suficiente para decidir donde 
ubicar el punto O,, esto se debe a que estamos 
realizando la transformación de homotecia a 
un punto. Apliquemos las homotecias a una fi- 
gura, en concreto, la más simple: el segmento; 
recordemos que la homotecia debe mantener 
el paralelismo de los elementos. 


Ahora se puede realizar la siguiente interpre- 


tación: 
¿A _0,P"_l 
OP d'* OP" 
A 
0 dy 

pero ya que 


O¡P' O2P"_ 01 0 _ lo 
OP O0),P' do 0; do 


GE , es decir, 1, "12573 
OP 


3 
0/P' OP" _ OSP" 
y somo op O)P"  O3P 


deben estar ali: 


| 
| 
0,yO | 
entonces los punto 01, 02 Y Us íproco del | 
1] 
Í 
| 


] Cc 
neados debido a que verifican el re 


ds PP'P". 
teorema de Menelao para el triángulo 
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3.2. DE UNA FIGURA 

De lo anterior se deduce que el caso más im- 
portante sucede cuando se trabaja con homo- 
tecias que tienen centros en lugares diferentes. 


Sea Aj3 ) (fo) = fo 


(03 
además 
Hg, ()=8 y M3, (0)=6 
de donde 


Hoy oy) (0)= MG) (15) y 0; 0/0, 


4» TEOREMA 

Dos pares de puntos homólogos de dos figu- 
ras homotéticas, respectivamente, determi- 
nan rectas paralelas. 


¿ DE 

OA 
si P=Hom-P[o; 94 
DA 


a do: 13 


f EA ARETES Y 
> | POPO | 
ARE 


» Nota 


La transtormación uedase ser una homote- 
cia directa o inversa, : 


Cuando un objeto es reflejado en una superficie, normal- 


mente la apreciamos invertido respecto de su posición 
real, incluso de diferente tamaño. En la foto, la imagen 


del avión es el producto de varias homotecias. 


UY 
nm 


5) CENTRO DE HOMOTECIA DE DOS CIRCUNFERENCIAS 
» 


SeaP y Q sea centros de homotecia directa e inversa, respectivamente, de las circunferencias €, y 


€, de radios F Y Fa, y centros O, y O,. 


AP sl 00 1 

ap 3 > 0,0 Ñ te 
la recta que une los extremos de dos radios paralelos de €, y €,, respectivamente, pasa por 
q centro de homotecia (directo P o inverso Q), esta propiedad es fácilmente demostrable. La 
E ledad 'ecíproca también resulta evidente, porque esta recta es la tangente común (exterior 
E trazada por p O Qalas dos circunferencias; ypor ser perpendicular a sus radios en el 

to de 


Sencia, estos son paralel 


stra 
Os. Es decir, si trazamos por P una recta .Z como se mue 
<> Entonces OA//O-B, 


gn el gráf 


le . 
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6» EJE DE HOMOTECIA 7» POSICIÓN DEL CENTRO DE HOMOTECIA 


PARA DOS CIRCUNFERENCIAS 
Teorema de D'alember 


Los centros de homotecia directo de tres cir- a. Circunferencias de tangentes interiores 
cunferencias dadas, consideradas por pares, 
pertenecen a una recta que se denomina eje 
de homotecia. 


T: centro de homotecia directa 


b. Circunferencias de tangentes exteriores 


T: centro de homotecia inversa o indirecta 


ZP Cc. Circunferencias interiores => 
donde 
- P,QyS son puntos colineales. 
O eje de homotecia de €,, €, y €, 
Demostración 
Sean €,, €, y €, donde P, Q y S son los centros 
de homotecia directa de (4; €), (€,€,) y 
-(€,;€,) respectivamente; por lo tanto 
PO, _ Ye QO, Fi 50% ra ¡ H: centro de homotecia indirecta 
POr" Q03 —r3 Y? “So, ea 
d. Circunferencias exteriores 
entonces 
PO Q0 SO 
2 ¿El ad: 


y del segundo teorema recíproco de Menelao, . 
para el A0/0303los puntos P, Q y S son coli- 
neales cuya recta que las contiene es Y eje de 
homotecia de €, €, y €. 


H: centro de homotecia directa. 
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> Problemas resueltos 4 


problema 1 
Dado un triángulo rectángulo ABC, recto en 
B, inscriba un cuadrado PORS, donde P e AB, 


S€ BC y RO cAC. 


Resolución 

Sea ABC nuestro triángulo rectángulo. Para 
conseguir resolver el problema podríamos usar 
la homotecia de la siguiente manera: 

En AB ubicamos un punto arbitrario K y traza- 
mos KL 1 AC con L en AC y construimos en la 


región interior a dicho triángulo el cuadrado 
KLHG. 


ll 


ÁL H p 

El 

> a lo podemos conseguir haciendo 
e la regla y el compás como se muestra 

en el gráfico anterior. 

Semos el centro d 


, e homotecia en A j- 
guiente modo: del si 


Sila e 
Tecta AG , 
Int BC 
508 $ rectas Fiseca a BC en S, trazamos 
o NP ya a aKG y a GH secantes 
Malmente la en Q, respectivamente. 


e h ia 
“cuadra e “motecia, justifica que PSOR 


4 


Problema 2 


En el gráfico mostrado, M, N, L, P, R y Q son 
puntos de tangencia. Calcule la medida del 
arco NES. 


Resolución 
El gráfico que nos dan en el problema puede 


ser interpretado como dos circunferencias ho- 
motéticas con centro en A. 


Del gráfico tenemos lo siguiente: 
S=h(y(R) r: razón de homotecia 
O'=h(4) (0) 


Por lo tanto, O'S//OR. 


Como OR 1BC, entonces sO' también será 
perpendicular a BC, además SN será diámetro. 


mALS =180> 


Problema 3 

Demuestre que en todo triángulo los Sn 
medios de los lados, los pies de las A a 
los puntos medios de los segmento me me 
los vértices con el ortocentro, se ubican 


misma circunferencia. 


Resolución 


donde 

- A',B'yC'sonlos puntos medios de BC, AC 
y AB. 

- A", B"yC"son los pies de las alturas. E 

- A", B" y C"son los puntos medios de AH, 
BH y CH. 

- —Heselortocentro del A ABC. 

- A partir de lo anterior, los puntos A', A", A", 
B', B", B", C', C" y C" son concíclicos. 


Sabemos lo siguiente: 


Del gráfico A”; B" y C" son puntos medios de 


HM, HN y HL, respectivamente. 
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Del gráfico, como BO=0Q=R y OB//BH, en- 
tonces H, B' y Q son colineales y HB'=B'Q. 
Esto significa que B' es punto medio de HO. 
Entonces por el teorema de Euler 


O0B'=——=b 
2 


Análogamente, sucede en los otros dos lados. 
Luego podemos observar que 


A', A", B", C", C, A", B", B' y C”, son los homo- 
téticos de PM, B, L,S, A,N,QyC, respectiva" 
mente, con centro en H y razón 0,5 (1=0,5)- 
€'=Hom. €. (H; 0,5) 
: s 
Esto quiere decir que los puntos mandan 
pertenecen a una circunferencia homotéti 


. y de centro de homotecia H. 


»- Problemas propuestos -« 


do un triángulo rectángulo ABC recto en 
! e dicho triángulo ) Se inscribe el cuadra- 
do MNPQ donde Ne AB, P € BCyMQ CAC, 
además, MB ANP=(L), OB ANP=1T), NL=3 

y PT=4. Calcule LT. 


p 3 B) 343 O) 443 
D) 5/3 E) y3 


2, Dado un triángulo equilátero ABC; sea 
M un punto de AC de modo que AM=6, 
MC=2; P es un punto de BC y NPM es un 
triángulo equilátero ubicado de modo que 
PNJ/AC y N pertenece a la región interior 
de ABC, NCNAP=S y 3MANP=(H). 
Calcule PH/HN. 


A» 1 B) 2/3 C) 1/3 
D) 3/2 E) 3 


J, Enel triángulo ABC, BP=3, PC=4, CR=2 y el 
triángulo ARQ es e 
Calcule x, 


quilátero. Sim <PLE= 60, 


Y 


4. Enel gráfico, HE=3ES. Calcule mx.SMB si 
MNPQ es un cuadrado. 


NÑ Pp 


H S 

M O TB 
A) 15* B) 82 O) 14 
D) 7* E) 122 


3. Enel gráfico se muestran dos semicircun- 
ferencias de diámetros AB y BC; además, 
T y S son puntos de tangencias. Calcule x. 


ab bc ca 
Aj] Ñ B) Ñ | 9) b 
b 


6. Enel gráfico mostrado A, B, C, D, E y F son 
puntos de tangencia. Calcule m <AQF. 


A) 60* 
B) 90" 
C) 45” 
-D) 120* 
E) 150% 


7. En el gráfico se muestran dos cuadrados. 
Calcule x en función de a,b yc. 


bla+c) b ala+c) 
a) C B) a+c c) b 
2 
¡A E 
b+c a+c 


8. En el gráfico mostrado, m=BCA=37>, 
AB=3RC y QPCR es un romboide, Calcule 
m=«ABL. j A 


C) 52 
E) (452 * 


A) 37,5" 
D) 37 


B) 30* 


9. En el gráfico se muestran 2 cuadrantes. 
Si el centro de homotecia que transforma 
uno de los gráficos en el otro es el punto O, 
calcule OC sabiendo que CD=4 y AB=5. 


B 
E 
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A) 2/2 B) 1 6) 243 
D 6 E) 4/10 


10. En un triángulo ABC, su circunradio mide 
10 cm. Calcule el radio de la circunferencia 
de los 9 puntos de dicho triángulo. 


A) 4cm 
B) 5cm 
O 9cm 
D) 6cm 
E) 8cm 


11, En el gráfico mostrado, calcule x si 7, S, P y 
Q son puntos de tangencia. 


P O O 
A) 40? B) 15 O 5 
D) 20 E) 10 É 


12. En el gráfico que se muestra, G es el ba- 
ricentro del triángulo ABC. Calcule GP/GH. 


a 


ANEXO D 


POTENCIA Y EJE RADICAL 


“Objetivos 
+ Generalizar el estudio de las relaciones métricas en la circunferencia. 


+ Conocer el lugar geométrico de los puntos que tienen igual potencia respecto de una O 
más circunferencias.. EN SOX 


» POTENCIA 


1? DEFINICIÓN 


Dada una cir . 
ces la poten Palaos ell un punto P, por P se traza una recta que interseca a Q en A y B. Enton- 
cia de P respecto de Q es el producto de PA y PB. 


a 


D Pot.o(P)=PA-PB 
ote > 
J Mos 1 

Ent po nc | 

u ad 

nio > TesDecto o P con respecto a la circunferencia Q como: Pa(P). 
3 ia ano que conti : : Ñ arcada 
"Denton 20 externa de Q. iene a la circunferencia Q, puede ubicarse en 4, 


aQ 
tencia de pe entonces la 
Y 


Unto es ¡ potencia de P respecto de Q es 0 (Pot.,(P)=0). 
Independiente de la recta secante que se escoge. 
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PP Nota 
> Para que exista potencia de un punto 
respecto de una circunferencia, am- 
bas deben de estar contenidas en un 
mismo plano. 


» Dada una circunferencia y el plano 

: que la contiene, existen en dicho pla- - 
no infinitos puntos que pertenecen 
a la circunferencia e infinitos puntos 
que no le pertenecen, 

e. Una circunferencia divide al plano que 
la contiene en dos regiones (región in- 
terna y región externa). 


Teorema 1 

Sea Q una circunferencia y P un punto del pla- 
no determinado por £2, yA y B son los puntos de 
corte de una secante a Q, que pasa por P; ade- 
más, C y D son puntos de corte de otra secante 
que pasa por P. Entonces PA-PB=PC+PD. 


Si P está en la región interior 


entonces 


Pot.o(P)=PA-PB=PC-PD + 


Demostración 

Considere que los puntos A, B, C y D están so- 
bre la circunferencia 02; por lo tanto, AB y CD 
son cuerdas secantes en P o PBA y PDC son se- 
cantes a Q. Entonces, por teorema de las cuer- 
das o teorema de las secantes, obtenemos que 
PB-*PA=PD+PC, lo cual es lo que buscábamos. 


» Nota 


Si dos puntos, A y B, son el mismo (4=B), 
entonces se tendría gue la secante PA es 
realmente una recta tangente a la circun- 
ferencia. En este caso, la potencia de este 
punto también se puede expresar como 
er. tomando a T como el punto de tan- 
gencia. 


Teorema 2 

La potencia de un punto P, exterior a una cir- 
cunferencia Q, es igual al cuadrado del seg- 
mento tangente PT, trazado desde P (T es punto 
de tangencia). 


re le P 


Unimos el punto T con los puntos A y B. 
Sea la medida del arco BT=2a., entonces la 
m<BTP=m=<TAB=0., ya que el x<BTP es un 
ángulo semiinscrito y el <TAB es un ángulo 
inscrito. Del teorema de la antiparalela se ob- 
tiene que PT?=PA «PB. 

3 Pot.o(P)=PT? 


Teorema 3 


La potencia de un punto P respecto a una cir- 
cunferencia es igual a |d?-—? |, donde d es la 
distancia desde e) punto P hasta el centro de 


la dj : . 
Circunferencia y r es el radio de la circun- 
ferencia. 


Demostración 


B 


Tenemos que la potencia del punto P con res- 
pecto a la circunferencia la podemos escribir 
como PA -PB, donde A y B son puntos de corte 
de una recta que pasa por P y la circunferen- 
cia. Ahora, tomemos A y B como diámetro, 
tal como se muestra en el gráfico. Notamos 
que -PA=d—r y PB=d+r, por lo que pode- 
mos reescribir la potencia del punto P como 
PA-PB=(d+r)(d — r) = d? — r?. El valor absoluto 
de la definición se halla al considerar la poten- 
cia de un punto que esté dentro del círculo, ya 
que en ese caso el resultado sería negativo. 


Teorema 4 

Sean O e I el circuncentro y el incentro, res- 
pectivamente, de un triángulo ABC con un cir- 
cunradio R e inradio r; sea d la distancia Ol. 
Entonces d?=R? — 21R. 


Demostración 


TÉ 


Por 1 y O trazamos la recta que interseca a la 
circunferencia en PyQ;la prolongación de BI 
interseca a la circunferencia en M; por teore- 
ma del incentro obtenemos que MI=MC=!; 
finalmente, trazamos el diámetro MN. Como 


los triángulos /5B y MCN son semejantes, se 
cumple lo siguiente: 


m 


2R 


= ” donde m-l=2R+5 


Como la potencia de /, respecto de la cir- 
cunferencia de centro O es |d?-R?|=m-l y 
como R > d, reemplazamos y obtenemos que 
P=R?-2R vr. 


»» EJE RADICAL 


El eje radical de dos circunferencias es el lugar 
geométrico de los puntos que tienen igual po- 
tencia respecto a dichas circunferencias. 


Teorema 1 

El eje radical de dos circunferencias no con- 
céntricas es una recta perpendicular a la línea 
que une los dos centros. 


Demostración 

Sean A y B los centros de las circunferencias 

r y R sus respectivos radios. Sea H un punto Sl 
“la recta AC y sean x=AH y (=AB. Si H tiene iguál 


potencia respecto a ambas circunferencias si y 
solo six? —r=(0 —x)? —R', es decir, 

ep 2 R?, y simplificando 
x=(0+1? RICO. 

Esto muestra que hay un único punto H en la 
recta AC con igual potencia respecto a ambas 
circunferencias. Sea e la recta perpendicular 
a la recta AB por H. Probaremos que e es el 
eje radical buscado. Primero, si P es un punto 
cualquiera sobre e, por Pitágoras tenemos que 


Prey r2=PA? y PO?+R*=PB' 

> PA-PBO=PF4+ re -PG?-R? | 
=(PR-PG)+(1-R”) 0) 

Ahora, por ser la potencia de H la misma con 
respecto a ambas circunferencias, tenemos 
que AH?—1?= BH? — R. 
> AMB =r-R? 
Por teorema de las proyecciones 

Pa?—pB?=AH?-BH? 
Como AH? —1?=BH?—R* 
> AM-BH=P-R? 

Pa? — PB?=rP—R? (1D 
De (D) y UD) 

PF?-PG?*=0 
Esto significa que la potencia del punto P con 
respecto a ambas circunferencias €s la misma. 
Sea E un punto fuera de la recta € y asumamios 
que su potencia con respecto a ambas circun- 
ferencias es la misma. Si E está del mismo lado 
de e que A, por ser «xAHE agudo y <BHE ob- 
tuso, aplicamos el teorema del coseno; como 
E y P tienen la misma potencia con respecto 
a ambas circunferencias llegamos a uná con- 
tradicción, por lo cual, el punto E O cualquier 
otro punto fuera de la recta e no puede tene! 
la misma potencia respecto a ambas circun- 


ferencias. Se concluye que el eje radical es la 
recta e. 


LS 
- 


| Sea E el punto de intersección de los ejes ra- 
pp observación A A dicales de la circunferencias A y B, y de B y 
+ Si dos circunferencias Ne z C. Como E está sobre el eje radical de A y B 
en P y Q, entonces el eje radical pasa entonces tenemos que Pa(E)=PE(E). Análo- 
porP y Q. gamente, con las circunferencias B y C tene- 
»- Si las circunferencias son tangentes, mos que Pa(E)=P¿(E), así que tenemos ue 
su eje radical será: la recta tangente A o q 


común a ambas, trazada por el punto 
de tangencia de las circunferencias, 


P(E)=Pg(E)=P (E); por lo que PAE) =P(E), 
comprobando que £ está también sobre el eje 
radical de A y C, por lo que los tres ejes radica- 
e les pasan por el mismo punto E. 

p 


»> Observación 


Si las circunferencias son secantes dos a 

dos, entonces el centro radical (O) es el 
Q punto úe intersección de las cuerd 
; munes de las 
é dos a dos. 


as. co- 
circunferencias tomadas 


Si las circunferencias son tangentes ex- . 
teriores dos-a dos, entonces el centro ra-- 
dical (O) es el punto de intersección de. 
las rectas tangentes interióres comunes, 
tomadas dos-a dos. : 


Teorema 2 


Dad : ; 
as tres Circunferencias, sus ejes radicales, 
% a dos, son co 


Se lam Ncurrentes. El punto común 

das y Po radical de las tres circunferen- 
e . 

de ellas, 'Sual potencia respecto a cada una 


mostración 
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Si las circunferencias son tangentes exte- 
riores, el eje radical es la recta tangente co- 
mún interior; si son tangentes interiores, el 
eje radical es la tangente común exterior. 


e 


circunferencias tangentes 


(exteriores e interiores) 


» Si las circunferencias son secantes, el eje 


854 


radical es la recta que pasa por los do 
puntos de intersección. : 


€ 


Q 


circunferencias secantes 


1.1. METODOS PARA CONSTRUIR EL EJE 
RADICAL DE DOS CIRCUNFERENCIAS DA- 
DAS CON REGLA Y COMPÁS SiN MEDIDAS 
Dadas dos circunferencias (estas pueden ser ex- 
teriores o interiores), se traza una circunferencia 
secante a ambas, y las rectas Que pasan por los 
puntos de intersección se cortan en un determi- 
nado punto, desde el cual se traza una recta per- 
pendicular a la recta que pasa por los centros. 
Esta última resulta ser el eje radical de las dos 
circunferencias dadas. 


donde 


e,: eje radical 


Ph Nota 


»- Problemas resueltos -«< 


problema 1 

ál es el lugar geométrico de todos los pun- 
¿Cu : 
, ida los cuales las tangentes a dos circun- 
(05) j 
ferencias tienen igual longitud? 


Resolución 


Si las tangentes a dos circunferencias dadas 
tienen igual longitud, entonces tienen igual po- 


tencia respecto de ellas. Por lo tanto, pertene- 
cen al eje radical. 


El lugar Seométrico 
0S Cuales las tange 
adas tienen igual 

dos circunferencia 


de todos los puntos desde 
ntes a dos circunferencias 


Valor es el eje radical de las 
S. l 


Problema 2 


O la q; : 
cun ñ distancia entre los centros de dos 
he 
lOS, log 2 ES mayor a la suma de sus ra- 
, C re A 
omún. nm. 9S tienen cuatro tangentes en 


« De 
lodos esto muestre que los puntos medios de 
$ Segmentos SON Colineales. 


— 


Resolución 


Si la distancia entre los centros de dos circun- 
ferencias es Mayor a la suma de radios, las cir- 
cunferencias son exteriores, entonces a ellas 


se les puede trazar 4 tangentes comunes, dos 
exteriores y dos interiores. 


Como los puntos medios de las tangentes co- 
Munes equidistan de los puntos de tangencia, 
entonces tienen igual potencia respecto de las 


dos circunferencias; en consecuencia, perte- 
necen al eje radical. 


Los puntos medios de las tangentes comunes, 
son colineales porque pertenecen al eje radical 
de dichas circunferencias. 


Problema 3 


Sea AD la altura relativa al lado BC del Menaje 
acutángulo ABC. M y N son los puntos a 
de los lados AB y AC, respectivamente. pe E e 
segundo punto de IMersesción: de las pia : 
ferencias circunscritas a los triángulos A 
CDN. Demuestre que la recta DÉ pasa po 
punto medio de MN. 
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Resolución 

Se trata de demostrar que la paralela media 
MN es tangente a las dos circunferencias. 

En el triángulo rectángulo ADB, recto en D, DM 
es mediana, entonces DM=BM=AM=c. Igual- 
mente con el triángulo NDC, DN=BN=AN=b. 
Entonces son isósceles los triángulos AMD y DNC. 


La tangente en M a la circunferencia circuns- 
crita a BDM es paralela a BD, como MN es pa- 
ralela a BC. 


En consecuencia, la tangente en M a la circun--* 


ferencia BDM es la recta paralela a MN. 

Esto mismo se verifica para la otra circunferen- 
cia. En conclusión, el punto medio O de MN 
tiene igual potencia respecto de ambas y por 
ello está en el eje radical, que, como sabemos, 
también pasa por los puntos comunes D y E a 
estas circunferencias. : 


Problema 4 


Sea H el ortocentro del triángulo ABC, M y N 
son puntos de tangencia de las tangentes tra- 
zadas desde B a la semicircunferencia de diá- 
metro AC. Demuestre que los puntos M,-H yN 
son colineales, 


Resolución 

Sea Q la semicircunferencia de diámetro AC; 
Q, la circunferencia que pasa por M, B, N y 
O; Q, la circunferencia que pasa por B, C y Q, 
donde Q es el pie de la altura trazada desde C; 
Qy la circunferencia trazada por A, B y P, donde 
P es el pie de la altura trazada desde A. 


ESTO, 


MN es el eje radical de Q y Qy; CQ es el eje 
radical de Q y Q,; AP es el eje radical de 2 y 
Qs. Por lo tanto, H es el centro radical de MN,. 
CO y AP. 


E. 


% 


ro 


en 


»- Problemas propuestos << 


¡ pr y PU son tangentes trazadas desde 
ES dos círculos concéntricos, con id en el 
más pequeño, Y el segmento PT ere: 
ca a la otra circunferencia en Q; además, 


pr" PU? =4, halle Q7?. 


p1 B) 2 Cc) 3 
D) 4 E 8 


Un cuadrado ABCD, de lado 10, tiene un 
círculo inscrito en él. Si M es el punto me- 
dio de AB, determine la longitud de la parte 
del segmento MC que sé encuentra fuera 
del círculo. 


A) 1 B) 2 
D) 245 


Sea ABCD un cuadrilátero cíclico y E la in- 
tersección de las diagonales. 


SiAE/CE=3/4, halle (AB-AD)/(BC-CD). 


A 34 B) 4/3 y Y 
2 
D 96 E 


En 2 j 
Pe Una semicircunferencia de diámetro 
e tadio R, se tiene la cuerda AQ, que 
Seca a la Mediatri 
z de 
0 AB en P. Halle 


A) p? 


D) re? B) 2R? 


C) 3R? 
E) 4R? 


5. Dado un ángulo con vértice O y Una cir- 


cunferencia inscrita en él, la cual toca sus 
lados en los puntos A y B. Por el punto A se 
traza una línea paralela a OB, la cual inter- 
seca a la circunferencia en el punto C, El 
segmento OC interseca la circunferencia 
en el punto E. Las líneas A£ y OB se inter- 
secan en el punto K. Si OK=2, halle OB. 


La circunferencia inscrita en el triángulo 
ABC es tangente a los lados BC, CA y AB 
en los puntos D, E y F, respectivamente. AD 
corta la circunferencia en un segundo pun- 


to Q. La recta EQ interseca a AF en M, halle 
AE si AM=3 y AC = BC. 


B) 4 O 5 
E) 9 


En el siguiente gráfico, desde un vértice 
del cuadrado está trazada una tangente, la 
cual tiene una longitud 2,/10, igual al doble 
del lado x del cuadrado. Determine el ra- 
dio de la circunferencia. 


A) 5 
B) 10 
Ob 
D) 20 
E) 25 
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Por un punto en el eje radical de dos cir- 
cunferencias, dibujamos secantes a cada 
una de las dos circunferencias. Estas se- 
cantes determinan cuatro puntos sobre las 
circunferencias. ¿Qué cuadrilátero deter- 
minan esos puntos? 


A) rombo 

B) trapecio 

C) cuadrilátero inscriptible 
D) trapezoide 

E) cuadrilátero bicéntrico 


Sea BD la bisectriz del ángulo B del trián- 
gulo ABC. El circuncírculo del triángulo 
BDC intersecta AB en E y el circuncírculo 
del triángulo ABD intersecta BC en F. Halle 
AE/CF. - : 

A) 1 B) 1/2 ' 
D) 3/4 


O 13 
EXE2Z 


. En el AABC se tiene un punto P en su in- 


terior. Sea BC tangente a los circuncírculos 
de los triángulos ABP y ACP. Si AP corta a 
BC en M, halle BM/MC. Ni 

O 2 

E) y2 


A) 3 
D) 1 


B) 4 


. Sea ABC un triángulo arbitrario y sea P 


un punto en el plano del triángulo. Las 
líneas AP, BP y CP intersecan por segun- 
da vez a la circunferencia circunscrita del 
triángulo ABC en los puntos Ay, B, y C,, 
respectivamente. Consideremos dos cir- 
cunferencias, una que pasa por A y A; y 
otra que pasa por B y B,. Sean D y D, los 
extremos de la cuerda común de estas 


und 
Lo 


14, 


circunferencias. Indique qué tipo de cua- 
drilátero es CC¡DD.. 


A) rombo 

B) trapecio 

C) cuadrilátero cíclico 
D) trapezoide 

E) cuadrilátero bicéntrico 


. Sea ABCD un cuadrilátero convexo inscrito 


en un semicírculo r de diámetro AB. Las 
líneas AC y BD se intersecan en £ y las lí- . 
neas AD y BC, en F. La línea EF interseca 
al semicírculo r en G y a la línea AB en H. 
Halle GE/EH si G es el punto medio del 
segmento FH. 


A) 0,25 
D) 1 


C) 0,75 
E) 2 


B) 0,5 


. Sea M el punto de intersección de las dia- 


gonales AC y BD de un cuadrilátero con- 
vexo ABCD. La bisectriz del «ACD toca a 
BAenK. 

Si MA-MC+MA -: CD=MB «MD y mx BKC=40", 
halle la mxCDB. 


A) 109 
D) 50* 


B) 20* C) 40" 


E) 80* 


En una circunferencia está trazado el diá- 
metro AB y la cuerda CD, perpendicular a 
AB. Una circunferencia arbitraria es tan- 
gente a la cuerda CD y al arco BD. Halle la 
longitud de la tangente a esta circunferen- 
cia trazada a partir del punto A si AC =10. 


O 8 
E) 10 


A) 5 
D) 9 


B) 6 


Claves 


Problemas propuestos 


CAPÍTULO !l 


Segmentos, ángulos y paralelas 


24: 


CAPÍTULO 11 


Triángulos 


CAPÍTULO Iy 


Congruencia de triángulos 


¿E sE o EJ 1357 


9 sl 1063 1473 
E "El o a 
ES 8 3 1263 16 13 

CAPÍTULO y 

oligonos 

E, 

2 1 

se 7 A 

4 E de 13 

Ue 


21 3 
223 
23. SS 
25 58 


ER 


CAPÍTULO vV1 


Cuadrilátero 


El 
E 
Ea 
ES 


CAPÍTULO Vil 


Circunferencia 


a 1788 2153 el 
ls 223 261 
a 1953 23% 
EH 2089 2483 


BhO0on 


CAPÍTULO VII 


Cuadrilátero inscrito y cuadrilátero circunscrito 


15 153 165% 21 E 258 ES st 3 
2 3 12% 1 ER 22 4 
353 80 13.3 18 231% 20 

Es 
4 6 14 [9 19% 21 2 


. = E3 30 
5% 15H 200 2508 s0fA 


CAPÍTULO IX 


Puntos notables 


nn AN 
ooo 


pd» 


CAPÍTULO X 


Proporcionalidad de segmentos 


1568 6 1E 168 213 206% 
214 756 2 175% 228N 278 
353 sE 13963 18% 2sl 28% 
46% 9% 145) 19] 248N 29% 
5 1016 1563 2063 25 


CAPÍTULO Xi 


Semejanza 

15 65 os 158 
280 76 - 
3H sE 

4 Ed o ES 
510 


CAPÍTULO Xu 


Relaciones Métricas en el Triángulo 


1 1658 all 20 313 
E 1283 1763 22% 27%] 328N 
138% 181 236 283 
3 14ES 1983 24% 206% 
g 153 20 253 sol 


6 
7 
8 
9 


—i 


mino ala! 


o: 


CAPÍTULO XU! 


Relaciones métricas en el triángulo oblicuángulo y 
en el ia 


1 6 ES mi 1653 2153 2663 3153 
2 7% 1285 1783 221 273 321 
363 8 133 188 23/67 28 33 
4 96% 145% 1963 245) 2930 34133 
5 1E% 1583 2057 254 3063 as [E 


CAPÍTULO XIV 


Polígonos regulares 


4 ss 14 178 2105 3 
2 3 6 101 1483 18 225% 26/83 
3% 7 7 “Mé 150 191 2383) 
jas El 12181 166% 2015 2483 


CAPÍTULO XV 


Área de regiones btlangulares 


13 sE sl 6 76 218 > 

28 6 1063 140] 18€S 221 2543 
a y 111 1 1063 235% 

2d 20% 243 


CAPÍTULO XVI 


Área de regiones cuadrangulares 


EN o E sl ve 28 4 
EN 1083 114 1880 2 265 
] 1553 10 a 273 
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CAPÍTULO XVI! 


Área de regiones circulares 


9 E 
103 
13 
12 58 


X<40NnN 
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ANEXO A 
Topología 


yS 3H 5 


a 
253 


ANEXO B 


Giros 


ANEXO € 


Homotecia 


1% Sea 
25 1. 


ANEXO D 


Potencia y Eje radical 


15 
10:30 50574 9 1 
2 K3 «Ej o Bl 18 1057 E 1008 
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e e Geometría plana 


tos Y aplcaciones ellas figuras bidimensionales 


E a ra eldo aleta cucialena que 
* estudia las propiedades delas figuras planas. Sus fórmulas tienen 
un' papel fundamental en el mundo: de las matemáticas, ya que 
gracias a'ellas podemos calcular el área y el perímetro de figuras 
planas como elcculo, él cuadrado, el triángulo, entre otras. 


“Geometría: plana: fundamentos y aplicaciones de las figuras 
bidimensionales es un libro que de manera didáctica explica la 
geometría plana de Euclides, las rectas, los planos y las curvas, así 
+4 como las relaciones entre: ellos. Cada capítulo contiene ejemplos y 
lectura alusiva al tema tratado, problemas resueltos y problemas 
propuestos clasificados por niveles de dificultad, los cuales incluyen 
las llamadas preguntas de destrezas cognitivas (DECO), y una hoja 
de test para reforzar aún más la teoría. 

Estamos seguros de que el presente libro será de gran utilidad a 


aquellos estudiantes que inician su preparación preuniversitaria y un 
buen apoyo para todos los docentes de matemática. 


